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DE 
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STATIQUE. — DYNAMIQUE DU POINT. 


INTRODUCTION. 


Parmi les Sciences mathématiques, la premiére est la Science 
du Calcul, qui repose sur la seule notion de nombre et & laquelle 
on s’efforce de ramener toutes les autres. Vient ensuite la Géo- 
métrie, qui fait intervenir une notion nouvelle, celle d’espace : 
en Géométrie, on considére des points qui décrivent des lignes, 
des lignes qui décrivent des surfaces, etc.; mais on ne s’occupe 
en aucune maniére du temps dans lequel s’effectuent ces mouve- 
ments. Si l’on fait intervenir cette notion de temps, on obtient 
une science plus complexe, la Cinématique, qui étudie les pro- 
priétés géométriques des mouvements dans leurs rapports avec 
le temps, sans se demander quelles sont les causes physiques de 
ces mouvements. C’est cette question que l’on se pose en Meéca- 
nique; il faut cependant observer qu’il est impossible de décou- 
vrir les véritables causes des phénoménes physiques, et qu’on se 
contente de substituer aux causes réelles qui produisent les phé- 
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PREMIERE PARTIE. 
NOTIONS PRELIMINAIRES. 


CHAPITRE I. 
THEORIE DES VECTEURS. 


Les théories géométriques exposées dans ce Chapitre sont dues 
principalement a Poinsot, Chasles et Mébius; elles trouvent leur 
application dans plusieurs questions importantes de Géométrie, de 
Cinématique, de Mécanique et de Physique : ainsi, on représente 
par des vecteurs les vitesses, les accélérations, les rotations, les 
forces, les tourbillons en Hydrodynamique, etc. 


e 


I. — DEFINITIONS. 


1. Grandeurs géométriques, ou vecteurs. — Une erandeur 
’ 8 
géométrique, ou vecteur, est une droite limitée A, B, (fig. 1), 
ayant une origine A, et une extrémité B,. 

Sil’on prolonge indéfiniment, dans les deux sens, la droite A, B,, 
on obtient une droite indéfinie D, appelée la droite qui porte le 
vecteur ou le support du vecteur. Un vecteur est ordinairement 
défini par les éléments suivants : 1° son orégine ou point @appli- 

I & / 
cation A,; 2° sadirection, quiest celle de la droite indéfinie A, B, ; 
3° son sens, qui est celui du mouvement d’un mobile allant de 
Vorigine A, vers lextrémité B,, et qu’on indigue par une fléche 
8 ! 1) | 
placée a l’extrémité; 4° sa grandeur P,, qui estlalongueur A, B,. 
Analytiquement, on définit un vecteur par les coordonnées 
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/ Ce? isms ween ) Se Se 
(#1, V1) 51) et (x,y, 5,) de Vorigine et de Vextrémité par rap 
port a trois axes coordonnés, ou encore par les coordonnées 
(L1, V1, 31) de Vorigine et les projections (X,, Y,, Z,) du seg- 


ment A,B, sur les trois axes, ces projections ayant des signes, 


Fig. 1. 
a | or Sa 
P, BR 
oe ar ey 
Beale ee aoe 
D, 2 
O =e 


Y 


suivant les conventions ordinaires de la Géométrie analytique. 
Ces projections sont évidemment 


7 / , “ r 
X,=2,— X%, Y=%i-M": Z) = 2, — 41- 


Nous désignerons habituellement un vecteur par une seule 
lettre P,, représentant sa longueur ou grandeur, et placée a 
lextrémité. Pour éviter, dans lécriture, toute confusion avec les 
lettres désignant des nombres, on désigne souvent un vecteur A, B, 


— == 
ou P, par les notations (A, B,) ou (P,), ou A, B, ou P,. 

Deux vecteurs sont dits équipollents quand ils sont égaux, 
paralléles et de méme sens. 7 


Deux vecteurs sont dits égaux et opposés quand ils sont égaux, 
paralléles et de sens contraires. 


2. Diverses catégories de vecteurs. — Suivant la nature des 
grandeurs physiques ou mécaniques représentées par des vecteurs, 
ceux-ci peuvent ¢tre divisés en trois catégories : 

1° H peat se faire d’abord que deux vecteurs équipollents repré- 
sentent Pun et l’autre la méme grandeur physique ou mécanique. 
C’est ce qui a lieu, par exemple, pour les vecteurs représentant 
des axes de couples, comme nous le verrons plus loin. Quand il en 
est ainsi, nous dirons que les vecteurs ne sont pas localisés ou 
encore qu’ils sont libres. ; 

2° Il peut arriver, en second lieu, que la méme grandeur phy- 
sique soit représentée par deux vecteurs équipollents A, B, et 
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As B,, a condition qu’ils soient portés par la méme droite (fig. 2), 
tandis que deux vecteurs équipollents, portés par deux droites 
CL AES, représentent des grandeurs physiques différentes. 
C’est ce qui a lieu, par exemple, pour les vecteurs qui repré- 


Fig. 2. 


sentent des forces appliquées a un corps solide. On dit alors que 
chacun des vecteurs considérés est localisé sur une droite, ou 
qu'il est glissant sur une droite. 

3° Enfin, il peut arriver que la grandeur physique représentée 
soit telle que deux vecteurs distincts représentent deux grandeurs 
physiques distinctes, c’est-a-dire qu’un vecteur ne puisse pas 
étre séparé de son point d’application. On dit alors que chaque 
vecteur est localisé en un point ou est lvé a un point; c’est ce qui 
a lieu, par exemple, pour le vecteur qui figure, 4 un’ instant 
donné, la vitesse d’un point mobile : nous verrons en effet que ce 
vecteur est lié au point. 


Nous allons examiner successivement ces trois espéces de vec- 
teurs et les caractériser par des nombres gui seront, en quelque 
sorte, leurs coordonnées. 


Il. — VECTEURS LIBRES; LES TROIS COORDONNEES 
D’UN VECTEUR LIBRE. 


3. Les trois coordonnées d’un vecteur libre. — Soient trois 
axes Oxys (fig. 1); appelons X,, Y,, Z, les valeurs algébriques 
des projections d’un vecteur. A, B, sur les trois axes, la projection 
sur chaque axe étant faite parallélement au plan des deux autres. 
Comme deux vecteurs équipollents ont, évidemment, les mémes 
projections, et que deux vecteurs ayant les mémes projections 
sont équipollents, un vecteur libre est caractérisé par trois 
nombres X,, Y,, Z, qui sont ses coordonnees. 

Deux vecteurs P, et P, de projections X,, Y,, Z, et Xx, Yo, Ze 
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sont équipollents quand on a 


Ky =X, Yi= Yo, * Zy= Za; 


ils sont égaux et opposés quand ona 


Xy=— Xo, Y,=—Ya, Z,=— 12; 


ils sont paralléles quand leurs projections sont proportionnelles, 


eee tegre 


Kas Vg 2, 


Cas des axes rectangulaires. Cosinus des angles Mun vec- 
teur avec les axes. — Appelons 4,, 8), y, les cosinus des angles 


——> 

que fait un vecteur A, B,, de grandeur P,, avec les axes Ox, Oy, 
Oz supposés rectangulaires. On a évidemment, en projetant sur 
les axes, 


(2) X, = Pyo, Ng Pastas Dog Pte 


En outre, 


Produit intérieur de deux vecteurs; leur angle. — Soient P, 
et P, deux vecteurs; leur produit intérieur (d’aprés Grassmann, 
Geometrische Analyse, Mémoire couronné par la Société Jablo- 
nowski, 1846) est le nombre 


Py 1B cos(P, P,) 


obtenu en multipliant le produit des grandeurs des vecteurs par 
le cosinus de leur angle. Dans ce produit, les deux premiers fac- 
teurs sont positifs; le troisiéme, cos (P,P.), est positif, négatif 
ou nul, suivant que langle des deux vecteurs est aigu, obtus ou 
drott. 

Supposons les axes reetangulaires et appelons X,, Y,, Zy, 
X2, Yo, Zs les projections des deux vecteurs, 2,, By, y1, %1 82; yo, 
les cosinus de leurs angles respectifs avec les axes. On a 


cos(P, P,) = 8y Xo + By Bet Y1Y2> 


X, Xs 
ou, en remplacant a,, %, ... par leurs valeurs po poo cal- 
: 4 2 
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culées précédemment, 
(3) Py Ps cos( Py Ps) = "Xj Xe -+--¥, Yo -Z, Za, 


formule qui donne l’expression analytique du produit géomé- 


trique des deux vecteurs et qui permet de calculer le cosinus de © 
leur angle. 


Condition de perpendicularité de deux vecteurs. — Pour 
que les vecteurs soient perpendiculaires, il faut et il suffit que 


cos (P,P.) soit nul: on a ainsi, les axes étant rectangulaires, la 
condition 


(4) X,X2+ Y,;Y2+ Z,Z,= 0. 


Autres dénominations et notations. — J.-W. Gibbs (Vector Analysis, 
New-York et Londres, 1g02) emploie pour désigner le produit intérieur — 
la dénomination de produit direct de deux vecteurs; 0. Heaviside 
(Electromagnetic Theory) dit produit scalaire et M. Carvallo produit 
algébrique. Diverses notations ont été également proposées : la plus 

BE ee 
“simple pour désigner le pepe intérieur de deux yecteurs P et P, 
=< 
est PIP. On a PiP,= = P, P. La projection d’un vecteur sur un axe 
est le produit intérieur du vecteur et d’un vecteur +1 porté par l’axe. 


4, Somme géométrique d’un nombre quelconque de vecteurs 
libres. — Soient (fig. 3) P,, Po, ..., Px les, vecteurs donnés. 


ae A 
Pr, 


Prenons un point quelconque A et, a partir de ce point, portons 
bout a bout des vecteurs équipollents aux vecteurs donnés : AC, 
équipollent a P,, puis C, C, équipollent 4 P,, puis C,C3 équipo- 
lent a Py, ..., enfin, C,_,C, équipollent a P,. Le vecteur AC,, 
termant le contour ainsi obtenu, est la somme géomeétrique R des 
vecteurs proposés : ces vecteurs sont les composants. 
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I] est facile de vérifier que la somme géométrique est indépen- 
dante de l’ordre dans lequel on -prend les vecteurs composants. 
Nous écrirons 


EC AS RE eek diss 
R= Pye Poe. ok, ou (R) = (Pr) + (Po) +.-.+ (Pr) 


pour exprimer que le vecteur R est la somme géométrique des 
vecteurs donnés. 


Projections de la somme géométrique. — Soient X,, Y,, Zi, 
Xo; Yo, Zo, =. +). Xny Yn, Zn lés projections des vecteurs Ps 
Py, ..., Pr; X, Y, Z celles de leur somme géométrique R. D’aprés 
le théoréme des projections, la projection du vecteur R= AC, 
sur un axe quelconque, est égale a la somme des projections des 
cétés successifs du contour AC, C,...C,, c’est-a-dire des vecteurs 
composants; on a donc 


ee X,+ Xo+...4 xe 
R Y= Y,;+ Yo+...+ Yn, 
( Z=2Z,+ Z,+...+Z,. 


Somme géométrique nulle. — Si le point C, coincide avec A, 
la somme R est nulle; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que X, Y, Zsouent nuls. 


—> 


Remarque. — Soit P un yecteur quelconque; si l’on a 
> > > > 
RSP Poet Bas » 


on a aussi, en prenant les produits intérieurs, 


> >| > alee 
12 | Re—2k P+ P lpiaeetee 
égalité qui résulte de ce que Ja projection de R sur P 


oe oe > 
des projections de Py, Py, ..., P, sur P. 


est égale a la somme 


5. Différence géométrique. — La différence géométrique de 
deux vecteurs P, et Po (fig. 4) est un vecteur Q qui, ajouté géo- 
métriquement a P,, donne P,. Menons, par un point A, deux 
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vecteurs AC, et AC, équipollents aux vecteurs donnés; le vec- 
teur Q équipollent 4 C,C, est le vecteur cherché, car 


>> 
Py = P2+ Q; 


on écrit aussi 


; > > => 
Q= Pr— Po. 
Projections de la différence géométrique. — Soient X, Y, 7. 


les projections de la différence géométrique Q des deux vec- 
Fig. 4. 
oe ee 2 
Ses A C2 


tenure Pet, Ps; de: projections: X,, Yj, Z, et X.,-Yo;.Z9. Oma 


évidemment 


X = X,— Xa, Y= ¥i— Yo, Z = Z,— Zp. 


6. Sens positif de la rotation autour d’un axe. — Soit un 
axe A (fig. 5) sur lequel on a choisi un sens positif, de s! vers < 


Fig. 5. 
A 


1 


xz 


par exemple; un mobile M, décrivant une courbe quelconque C 
dans l’espace, tourne autour de l’axe dans le sens positif quand 
un observateur, ayant les pieds en z’ et la téte en z, voit le mobile 
tourner de sa gauche vers sa droite; dans le cas contraire, le 
mobile tourne dans le sens négatil. 

Par exemple, considérons deux vecteurs ALP et BPs (fig9)3 
supposons qu’un mobile parcourant A,P, tourne autour de BP, 
pris comme axe dans un certain sens, la figure montre que, réci- 
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proquement, un mobile parcourant BP, tourne autour de A,P, 


dans le méme sens.. 


Orientation du triédre des axes. — Nous supposerons que le 

-. t < , > ’ 
triédre des coordonnées (fig. 1) est orienté de telle fagon qu'une 
rotation de go® autour de Oz, dans le sens positif, améne Ow 


sur Oy. 


Remarque. — Si Von adoptait un autre sens de rotation posi- 
tive, il suffirait d’adopter la nouyelle disposition des axes résultant 
de la méme convention pour que les formules restent les mémes. 


7. Produit vectoriel ou produit extérieur de deux vecteurs- — 


’ 


tees 3 
Soient deux vecteurs libres. P; et Ps, menons par un point A des vecteurs 
équipollents (fig. 6) AP; et APs, et construisons le parallélogramme 


AP, QP, sur les deux vecteurs; puis menons par A une perpendiculaire AG 
au plan de ce parallélogramme, dont la longueur AG contienne autant 
dunités de longueur que I’aire du parallélogramme contient d’unités de 
surface, d’un cété du plan tel qu’un mobile parcourant le contour AP, QP, A 


“le res ag 
tourne autour de AG dans le sens positif : ce yecteur AG ou G est le 
. . ’ . a7 aia , . 
produit vectoriel ou extérieur de P, par Ps, on écrit 


> > > 
CSS 


— 
Grassmann appelle ce vecteur G le complément du cycle AP, QP, A 
, . Sg ae . . 7s aye 
défini par les vecteurs P, et Py. Le produit vectoriel de P, par P; est un 


Nes ag PeeerG 
vecteur AG’ ou G’ opposé a G; en effet, ce nouveau produit a méme 
direction, méme longueur que le premier, mais il a un sens opposé, car 


. . ae 
un mobile parcourant AP,QP,A doit tourner autour de AG’ dans le sens 
positif : on écrira 
_ > > 
fe ce 
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On a donc, géométriquement, 


SE > < 
Pos P, — el P, x< PSs 
Si P; coincide avec P., le produit extérieur est nul: 


Sees 
Pix Py=o. 


III. — VECTEURS GLISSANTS; LES CINQ COORDONNEES 
D’UN VECTEUR GLISSANT. 


— 

8. Remarques générales. — Soit un vecteur A, B, de grandeur P, 
appliqué au point A,; par hypothése, si l’on fait glisser ce vecteur 
le long de la droite D, qui le porte, il continue a représenter la 
méme grandeur physique. Lorsqu’un vecteur glisse ainsi le long 
de la droite D, qui le porte, il reste équipollent a lui-méme et, par 
suite, sa projection sur un axe quelconque ne change pas, mais 
@autres éléments géométriques dépendant du vecteur restent 
invariables. 

Considérons un pomt fixe queleonque B de lespace (fig. 7) et 


construisons lé triangle BA,B, ayant B pour sommet et le vec- 


—> 3 
teur P, pour base. Quand le vecteur glisse le long de D,, les élé- 


ments suivants restent inyariables : 


1° Le plan du triangle BA, B, reste fixe; c’est le plan BD, défini 
par le point B et la droite D,; 

2° L’aire du triangle BA, B, reste constante; 

3° Le sens dans lequel un mobile, suivant le vecteur de A, 
vers B,, tourne autour de B, dans le plan BD,, ne change pas. 
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On peut remarquer aussi que, si l’on projette la figure de 
espace sur un plan quelconque Q en ba,b,, les éléments ana- 
logues relatifs au triangle da, 6, restent invariables quand le vec- 
teur P, glisse sur D,. 

Pour préciser ces considérations, on introduit les définitions 


suivantes. 
9. Théorie des moments. — 1° Moment vectoriel ou linéaire 
per rapport a un point. — Le moment linéaire d’un vecteur P, 


par rapport a un point B (fig. 8) est un vecteur BG,, d’ori- 


gine B, ayant : 1° une longueur égale au produit P,6 de P, par 
sa distance 6 au point B; 2° une direction perpendiculaire au 
plan BA, P,; 3° un sens tel qu’un mobile parcourant A, P, , de A, 
vers P,, tourne autour de BG; dans le sens positif. La grandeur 
de ce moment est égale au double de l’aire du triangle BA, P, 
elle est nulle quand P, ou 6 sont nuls. Le moment ne change pas 
quand on transporte le vecteur P, en un point de sa direction ou 
quand on déplace le point B sur une paralléle a ce vecteur. 


. . Sg , . . 

Exemple. — Le produit vectoriel G = P, >< P, défini au n° 7 est équi- 

pollent au moment de Py, par rapport a l’extrémité de Py (fig. 6). Inverse- 
. , . - 

ment, le produit vectoriel P, x P, est équipollent au moment de P, par 


= 
rapport a lextrémité de Py. 


2° Moment par rapport a@ un axe. — Ce moment est un 
nombre positif, négatif ou nul; on l’appelle quelquefois moment 
scalaire par rapport a un axe, par opposition avec le moment 
vectortel par rapport a un point. Voici maintenant sa définition : 
Le moment d’un vecteur P, par rapport a un axe A (fig. 9), 
sur lequel on a choisi un sens positif, est égal a la valeur algé- 
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brique de la projection sur cet axe du moment de P, par rapport 
aun point pris sur l’axe. 

Pour justifier cette définition, il faut montrer que la valeur 
quelle donne pour le moment de P,, par rapport a l’axe, est indé- 


pendante du choix du point sur cet axe. Menons par un point B de 
Paxe un plan II perpendiculaire a axe, et soient a, p, la projection 
de A, P, sur ce plan, BG, le moment de P, par rapport aB, Bg, sa 
projection sur l’axe A. L’angle des deux plans A, BP,, a, Bp, étant 
égal a celui de leurs perpendiculaires, on a 


: ; ey 
2 aire a, Bp, = 2 aire A, BP, cosG, By, 


eee Fegan 
Bg, = BG, cosG, Bg,. 


Comme le moment BG, est égal a xX aire A, BP,, sa projec- 
tion Bey est aussi égale en valeur absoluc a 2 aire a, Bp,, expres- 
sion évidemment indépendante du choix du point B sur axe A. 
Le signe de cette projection Bg, est aussi indépendant du choix 
du point B : ce signe est + ou —, suivant qu’un mobile parcou- 
rant A,P, tourne autour de A dans le sens positif ou le sens 
négatif. 

On conclut de la diverses expressions du moment d’un vee- 
teur P, par rapport a un axe. 

Appelons 6 la plus courte distance du vecteur a l’axe et § Vangle 
du vecteur avec l’axe; 6 se projette en vraie grandeur sur le plan I, 
p. est égal a P, sin@, et le moment JIL, est 


Ney === pp, 8 =P, s'sin G, 
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ou il faut prendre le signe + ou le signe — suivant qu'un mobile 
parcourant le vecteur A,P, tourne autour de l’axe A dans le sens 
positif ou le sens négatif. 

Prenons sur l’axe A dans le sens positif un segment BP, de lon- 
gueur Py, et désignons par vol (P,, P2) le volume du tétraédre 
ayant A,P, et BP, comme arétes opposées, ce volume étant pris 
positivement ou négativement, suivant qu'un mobile parcourant 
Pun des vecteurs P, ou Py, de Vorigine vers lextrémité, tourne 
autour de l’autre, dans le sens positif ou le sens négatif. Le mo- 
ment de P, par rapport a l’axe A est alors 


6 vol(Py, Ps) 


De P 


En effet, Pégalité a leu en signe; elle a lieu aussi en valeur 
absolue, car le volume du tétraédre considéré ne change pas quand 
on fait glisser les sommets A, et P, jusqu’en a, et py, ce qui 
donne un nouveau tétraédre dont le volume V est le tiers du pro- 
duit de Py par Vaire a,Bp,; la valeur absolue du moment 
2 aire a, Bp, est donc égale a6 V divisé par Py. 


Remarque: — Prenantle moment dit, sous la forme + P,6sin 4, 
on voit qu'il est nul quand l’un des trois facteurs est nul, c’est- 
a-dire quand le vecteur est nu/ ou quand il est dans un méme 


plan avec Vaxe. 


10. Expressions analytiques des moments d’un vecteur par rap- 
port aux axes de coordonnées. — Soit (fig. 1) un vecteur P, 
@origine A, et d’extrémité B,; appelons x, y,, z, les coordon- 
nées du point d’application A,, et X,, Y,, Z, les projections du 
vecteur sur les axes Ox, Oy, Oz. Le moment N, du vecteur par 
rapport a Paxe Oz est le double de Vaire de la projection du 
triangle OA,B, sur le plan xOy, cette aire étant aflectée dun 
signe suivant les conventions précédentes. Or Pun des sommets 
du triangle projeté est en O, les deux autres ont pour coordonnées 
dans le plan eOy : 


ProyectionrdesAg aa. saa a4 VY 
FroyechionudesDipurssecn. ae) a Ne ete Male 


D’aprés une formule élémentaire donnant l’aire d’un triangle 
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t 


dont un sommet est a lorigine, on a donc, en grandeur ct en 
signe, 
Ny = m1 (71 +Y1) — yn (ait X11) = 2, Y:— 1 Xi. 


On a de méme, pour les moments L, et M, du vecteur par 


rapport a Ox et Oy, 
: Iln= 712,— 2,Y,, MiSs ay Xi =— 2Zy. 

Calcul du moment linéaire. — Le moment OG, du vecteur P, 
par rapport a lorigine O est un vecteur ayant pour projections 
sur les trois axes les quantités L,, M,, N,, d’aprés la définition 
méme du moment par rapport a un axe. 


Changement d’origine. — Sil’on prend tout autre point O' de 
coordonnées x’, y', z’, les coordonnées du point A, par rapport 
a de neuveaux axes, paralléles aux premiers, ayant pour origine 
le point O’, sont 2,— 2’, y,—y', z,— 3’. Les projections du 
vecteur sur ces axes restent X,, Y,, Z,; ses moments, par rapport 
aux nouveaux axes, deviennent 


Ly = (71-7) Ar — (1 — 2) M1, 
M, = (41— 2') X1— (@1— 2’) Zy, 
Ni — (a, — 2) Y,;— (m—-y) Xy, 


expressions obtenues en remplacant, dans L,, M,, N,, 74, y1, 41 
par @,;— 2, y,—y’, 2, —'. Le moment O’G) du méme vecteur 
par rapport a O’ est un vecteur ayant pour projections Li, M’ Nj. 
On peut écrire aussi, d’aprés les valeurs de L,, M,, N, 

p ? I 1) ’ ’ 


Ly = ly— (y'Z; — 2'Y1), 
M, =M,—(2’X,;—2'7,), 
NES Ny— (2°Y1— y' X41). 


11. Les cing coordonnées d’un vecteur localisé sur une droite. — 
Les’ six quantités X,, Y,, Zi, Ly, M,, N, vérifient Videntité 
L,X,+M,Y,+N,Z, = 0 qui exprime que le moment linéaire OG, 
est perpendiculaire au vecteur A,B,. Réciproquement, soient six 
quantutés arbitraires X,, ¥;,,' 21, by, Mi, Ni dont: les trois. pre- 
miéres ne sont pas toutes nulles et qui vérifient Pidentité 


L,Xy4+ M,Y;-+ N,Z, = 0; 
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les équations 
Ly= yZ,— 271, M,= 2X,—2Z,, Ni=vYi—y X&, 


ot w, v, 5 désignent des coordonnées courantes, representent une 
droite D, car, en vertu de lidentité admise, elles se réduisent a 
deux. Soit A, un point arbitraire pris sur cette droite; le vec- 
teur P,, d’origine A, et de projections X,, Y,, Z,, est dirigé sui- 
vant la droite D et a pour moments, par rapport aux axes, L,, 
M,, N,. Les six quantités X,, Y,, Z,, L,, My, N, sont les coor- 
données du vecteur glissant P,, d’aprés Pliicker. Sur ces six quan- 
tités, cing peuvent étre prises arbitrairement. 


12. Moment relatif de deux vecteurs P; et P,. — On nomme ainsi 
la quantité 6 vol (P;, P.) définie précédemment (/ig.9). L’expression algé- 
brique de cette quantité s’obtient immédiatement d’aprés la formule élé- 
mentaire de la Géométrie analytique qui donne le volume d’un tétraédre 
en fonction des coordonnées de ses sommets. Appelons 2, 71, 41 les coor- 
données du point A;,; X;, Y;, Z; les projections de P, sur les trois axes, et 
L,, M;, N; ses moments par rapport aux trois axes; appelons, de méme, 
Hx, 2, 22 les coordonnées de B; Xs, Ys, Zz les projections de Ps, et Lo, 
M,;, N2 ses moments. On aura, en grandeur et en signe, en supposant les 
axes Our, Oy, Oz rectangulaires et orientés de facon qu’une rotation 
de go° dans le sens positif autour de Oz améne Oz sur Oy, 


X4 é V1 By if 


6yol(P,, Ps) =— 


développant, aprés avoir retranché la premiére ligne de la deuxiéme et la 
troisiéme de Ja quatriéme, on a 


6vol(P,, P5) => Ly, X,+ M, Yo Ni Zs = Es X,- M,Y,+ NZ, 


ou encore, si l’on remarque les identités L,;X,;+ M,Y,+-N,Z,=0, 
Ls Xo+- M, Y.+ N.Z,=: 0, : 
6vol(Py, Po) = (Ly+ Ly) (X,+ X,) 
+ (My, + Mz) (¥i+ Yo) + (N,+ No) (Z,+ Z). 


Expression analytique du moment par rapport 4 un axe quelconque. 
— Soit un axe A (fig. 10) sur lequel on a pris comme sens po- 
sitif le sens O'O", allant da point O’ de coordonnées (2’, y’, 3’) A un 
point O” de coordonnées (#", y", 2"). Les projections X», Yo, Zs» du vec- 


le de Ps, et “les quant ta 1 Ne relatives 
en SE = te ; eis Wuleg 3 = 


‘concourent en un ponit A. On peut transporter. chacun de ces. 
vecteurs le long de la droite’qui le porte, de fagon a appliquer les 


KP PELE eee 
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vecteurs au point A luicméme, comme dans la figure 11. On 
—> 


appelle alors résultante des vecteurs considérés un vecteur Rn 
équipollent 4 leur somme géométrique, appliqué au point A, ou 


Pun quelconque des vecteurs déduits de R par elissement. Dans la 
figure 11, cette résultante a été construite en partant de A et por- 
‘tant bout a bout des vecteurs AP,, Py Qy, .--, Qu1 Qn équipol- 
lents aux vecteurs donnés; la résultante R est AQn. 


Projections de la résultante R. — Nous avons déja dit (n° 4) 
que les projections X, Y, Z de R, sur les trois axes, sont égales 
_respeclivement aux sommes des projections des composantes 


X= X,-+ Xp+...+ Xp, oT il 1h, aT hype 


Moments de la résultante par rapport aux trois axes. — 
Désignons par x, y, s les coordonnées du point A. Les moments 
du vecteur P,( Xx, Y,, Z,) par rapport aux axes sont 


Li= yLp— 2Yx, My £Xy— £Lp, Ne=xvYp—yXr; 
les moments de la résultante par rapport aux mémes axes sont 
L=yZ—sY, M=2X— 2Z, N= a2Y—yX. 
D’aprés les valeurs ci-dessus de X, Y, Z, on a évidemment 


L=b,+ L,--..: Ly, <M =SM,,° NSN 


En résumé, les six coardonnées X, Y, Z, L, M, N de la résul- 
tante sont respectivement les sommes des coordonncées corres- 
pondantes des composantes. 

Comme on peut prendre tel axe qu’on veut pour axe coordonné, 
on vott que la prosection de la résultante de plusieurs vecteurs 
concourants sur un axe est égale a la somme des projections 
des vecteurs sur cet axe; le moment de la résultante par 
rapport @ un axe est égal a la somme des moments des 
vecteurs par rapport au méme axe. (Ce dernier théoréme est di 
a Varignon. ) 

On en conclut que le momeni, par rapport a un point O, de 
la résultante de plusieurs vecteurs concourants est la somme 
géométrique des moments des vecteurs composants. En effet, 
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le point O étant pris pour origine, L, M, N sont les projections 
sur les trois axes du moment OG de la résultante par rapport a ce 
point; L;, Mz, Nz les projections du moment OG, du vecteur Pp, 


par rapport au méme point O; les équations précédentes expriment 
ae as : . ere teat ae 
précisément que OG est la somme géométrique de OG,, OG»,... 


—-> 
OG 

Remarque. — Etant donné un vecteur AP, on peut vouloir le 
décomposer en d’autres vecteurs ayant A pour origine, c’est-a-dire 
trouver des vecteurs qui, composés ensemble, donnent AP, 

‘Par exemple, on peut toujours, a aide d'un parallélogramme, 
décomposer AP en deux vecteurs dirigés suivant deux directions 
données AB, AC, dont le plan contient AP. 

De méme, on peut toujours, a Taide d’un_parallélépipéde, 
décomposer AP en trois vecteurs dirigés suivant trois directions 


données AB, AC, AD formant un triédre. 


14. Systéme de vecteurs quelconques. Résultante générale et 
moment résultant. — Etant donnés des vecteurs glissants quel- 
conques P,, Py, ..., P,, appliqués en des pomts A,, A, ..., Ay, 
on choisit un point arbitraire O de lespace, et l’on appelle : 


1° Résullante généra'e, la somme géométrique OR des vec- 
teurs OP’, OP, ..., OP’,, ayant O pour origine, égaux et paral- 
Iéles aux vecteurs donnés; 

2° Moment résultant par rapport au point O, la somme géomé- 
trique OG des moments OG,, OGp, ..., OG, des vecteurs donnés 


par rapport a ce point. 


Si Pon fait varier la position du point O dans lespace, la 
résultante générale OR reste la méme en grandeur et direction 
d@aprés la fagon méme dont elle est définte; au contraire, le mo- 
ment résultant OG (fig. 12) change, & moins qu’on déplace O 
sur la droite OR. 

Prenons pour origine le point O, appelons wy, yr, 3x les coor- 
données du point A;; Xz, Y;, Zi les projections du vecteur Pr 
Li, Ma, Nz ses moments. par rapport aux trois axes supposes rec- 
tangulaires. Soient, d’autre part, X, Y, Z les projections de la 
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eénérale OR; L, M, N celles du moment résultant OG 
relatif au point O. On a, en désignant par 2 une somme étendue 
a tous les vecteurs considérés, 


résultante 


(R) GD. Gy Nea Ne, yO bes 
(G) iia Mi >M ;, Nowa 


Soient a', y’, 3’ les coordonnées d’un antre point ©’; nous 


avons vu (n° 10) que le moment résultant O’G),-d’un vecteur tel 
que P,, par rapport au point O’, a pour projections 


co | Vet Pe Ea 3M), Me Me (6'Xn— 'Le), 

Sosa i, = Ng= (x! Se. GaN 

Donec, en appelant X’, Y’, Z' et L’, M’, N’ les projections de O/R 
et de O'G’, 


(R) OS ik pest ee ny te ee 


? 


(G) L'=SLi,=L—(y'Z—2'Y), M'=M—(2/X—w'Z), N'=N—(e'Y--y’X). 


Avec ces formules, on peut calculer R’ et G’ pour tous les points O! 
le espace, dés qu’on les connait pour un point O. Elles montrent 
que le moment résultant O'G' par ravport au point O', est la 
somme géométrique du moment resultant par rapport au 


point O et du moment, par rapport a O', de la résultante 
générale OR relative au point O. 


15. Variation de la résultante générale et du moment résultant; 
invariants; axe central. — Supposons d’abord la résultante géné- 
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rale différente de zséro : le moment résultant G’ est alors différent 
de G, a moins que O! soit situé sur OR. Mais la projection du 
moment résultant sur la direction de la résultante générale est 
constante. On a, en effet, 


YX 
R’G’ cos RG = LU’ X’-+-sM' Y= N’Z’, 


expression dont le second membre est, d’aprés les valeurs de X’, 
3 7 I yr 7 s cs \ lg x . 
Y’, Z, UL’, M’, N’, égal a LX + MY + NZ, c’est-a-dire constant; 


et, comme FR’ est constant, on a 
Yeas LX 
G’ cos R'G'= const. = Geos RG, 


ce qui démontre le théoréme. 
) s . . . A 
D’aprés cela, quelles que soient l’origine des coordonnées et 
les directions des axes rectangulaires, les quantités 


X24 Y2?+ 72, LX+MY + NZ 


conservent des’ valeurs tnvariables; on peut-les appeler des 
invariants du systéme de vecteurs. 

D’aprés la définition du produit intérieur de deux vecteurs 
(n° 3), on peut dire que Pinvariant LX + MY + NZ est le produit 
intérieur de la résultante générale et du moment résultant pour 
un point quelconque de l’espace. Nous donnons plus loin (n° 21) 
une autre signification géométrique remarquable de cet invariant. 

La résultante générale étant toujours supposée différente de 
zéro, on peut choisir le point O!(z', y’, 2’), de fagon que le mo- 
ment résultant O'G" soit dirigé suivant la méme droite que la 
résultante générale O'R’. I faut et il suffit pour cela que L’, M’, N’ 
soient proportionnels a X, Y, Z, 

(1) L—(y'L—2Y) - M—(2'X—a'Z). N—(@Y~—y'X) 
x ny It 


Ces équations linéaires en 2’, y’, z’ donnent comme lieu de O" 
une droite D'D paralléle a la direction de la résultante générale 
quwon nomme aze central (fig. 13). kn un point O! de cet axe, la 
résultante et le moment résultant sont dirigés suivant l’axe, dans le 
méme sens ou dans des sens contraire es suivant que EXZeMy s2NZ 
est positif ou négatif. Le moment résultant g est alors minimum, 
car il coincide avec sa projection sur la résultante générale. 
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En particulier si, R étant différent de zéro, Vinvariant 


LX + MY + NZ 


est nul, la projection du moment résultant relatif 4 un point 


ne 9 
(Ge ie 


13) 


quelconque, sur la résultante générale, est nulle; ce moment est 
perpendiculaire a la résultante, et le moment minimum O' ¢ est 
TEU 


Remarque. — En multipliant les termes des rapports (1) res- 
pectivement par X, Y, Z et ajoutant termes a termes, on trouve, 
pour la valeur commune de ces rapports, 


z si wax 
LX +MY+NZ _ GcosKG 
ROSS Wess 22 R 


(2) d 


valeur qui est nulle lorsque le moment minimum lest. 


Cas ott la résultante générale est nulle. — Lorsque la résul- 
tante générale est nulle, les formules montrent que L’, M’, N’ 
sont égaux a L,M,N: le moment résultant est alors le méme 
pour tous les points de Vespace. 

Les considérations qui conduisent a la notion de laxe central 
n’ont plus de sens dans ce cas. On convient de prendre comme 
axe central une droite arbitraire paralléle au moment résultant. 


16. Somme des moments par rapport 4un axe quelconque. Droites 
de moment nul. — Soit un axe A joignant deux points O'(2', y’, 3’) et 


O"( a", y", 3"), le moment Jilly, du vecteur P,, par rapport a cet axe, est 


donné par une formule précédente (n° 12), 
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_ La somme des moments Jilx de tous les vecteurs par rapport au méme 
axe est donc 


a (a2 — 2) | Fes (y"—y') M ae giz N aie (yf a" — B y!\X (5 oe a 2") Y Ze( wy ee Ze 5 
V (a — 2" Pe (yy Re eee z")2 


On appelle drottes de moment nul les droites A par rapport auxquelles 
la somme des moments des vecteurs donnés est nulle. Ces droites sont 
-définies par l’équation obtenue en égalant a zéro le numérateur de OIL; 
cette équation étant linéaire et homogéne par rapport aux six coordon- 
nées a” — 2’, y"— y', 2"— 2, y' 2" — By", 2 2" — a's", w'y'—y'x" de la 
droite A d’aprés Pliicker, les droites de moment nul forment un complexe 
linéaire, étudié pour la premiére fois par Chasles. Ces droites sont nor- 
males au moment résultant relatif a un quelconque de leurs points. 


" 


17. Equations réduites. Complexe de Chasles. — Dans la plupart des 
recherches relatives aux systémes de vecteurs, il est commode de simplifier 
en prenant l’axe central pour axe de coordonnées. On obtient ainsi les 
équations réduites. Prenons pour axe Oz l’axe central en choisissant 
comme sens positif le sens de la résultante générale R. Appelons g la valeur 
algébrique du moment minimum estimée positivement dans le sens Oz. 


On a alors 
X= Yo Neo, Lives Rs INE 2 


Le moment résultant par rapport a un point O' (fig. 14) quelconque a 
pour projections 


(0'G’) N= g, oak, M’=2'R, 


formules qui permettent d’étudier la distribution des moments résultants 
dans l’espace. Comme Je moment résultant est le méme en tous les points 
dune paralléle 4 Oz, et que la distribution des moments résultants est 
symétrique autour de Oz, puisque les formules sont indépendantes de 
Vorientation des axes xOy, il suffit d’étudier la variation du moment 
résultant AG relatif a tous les points A de Ow; cette variation résulte 
immédiatement des formules ci-dessus, dans lesquelles on suppose y’= 0. 
Nous obtiendrons, dans l’étude du mouvement hélicoidal d’un corps solide, 
une représentation trés simple de cette distribution des moments résultants 
dans l’espace. 

L’équation du complexe de Chasles, formé par les droites de moment 
nul JIL =o, devient 


(2 — 2) e4+(a'y'—y az) R=0, 


Les droites O’O" de ce complexe, passant par un point O! donné, en- 
gendrent un plan Il perpendiculaire au moment résultant relatif au point O'. 
Inyersement, les droites du complexe situées dans un plan II passent par 
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un point O’ tel que le moment résultant relatif 4 ce point soit normal au 
plan. D’aprés Chasles, on dit que O’ est le foyer du plan Il : ce foyer est 
a distance finie tant que le plan n’est pas paralléle a l’axe central. 


Fig. 14. 


Lorsqu’un plan I tourne autour d’une droite D, son foyer décrit une 
droite conjuguée A, et, inversement, quand un plan tourne autour de A, 
son foyer décrit D. 

On verra sans peine ce que deviennent ces théorémes quand g ou R 
sont nuls. 


IV. — SYSTEMES DE VECTEURS GLISSANTS EQUIVALENTS. 
OPERATIONS ELEMENTAIRES. REDUCTION D’UN SYSTEME 
DE VECTEURS GLISSANTS. 


18. Définition de Péquivalence. — Deux systémes de vecieurs 
glissants sont dits éqguivalents quand leurs résultantes générales et 
leurs moments résultants par rapport 4 un point de l’espace sont 
identiques. Leurs moments résultants sont alors idenuques par 
rapport a tout autre point de l’espace; en particulier, les deux 
systémes ont méme axe central et méme moment minimum. Par — 
exemple, un systéme de vecteurs concourants est équivalent au. 
vecteur résultant. 

Soient (S) et (S,) deux systémes de vecteurs glissants, X, Y, Z, 
L, M, N les projections sur les trois axes de la résultante générale 
et du moment resultant du systéme (S) par rapport a Vori- 
gine O, Xo, Yo, Zo, Lo, Mo, No les quantités analogues relatives 
au systéme (S,). Les conditions d’équivalence des deux systémes 
sont 


X = Xo, Ne = Yo, Z = Zo, L = lo, M = My, N = No- 


be 
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Systeme de vecteurs glissants équivalent & zéro. — Un sys- 

téme (S) est dit équivalent a zéro quand sa résultante générale et 

son moment résultant par rapport a un point sont nuls. Ces gran- 

deurs sont alors nulles pour tout point de Vespace. Ce fait 
s’exprime par les six équations 


Xe 10; AYe==7 0% L = 05 1e=ror M=o, N=. 


Prenons, par exemple, le systéme de deux vecteurs égaux et 
directement opposés, c’est-a-dire le systéme formé par deux vec- 
teurs P et — P égaux et dirigés en sens contraire, suivant la 

axs see : ) Sa me se ts z 
droite AB joignant leurs points d’application (fig. 15); ce sys- 


Fig. 15, 
L bP 
A \. 
B F 
Q P 


téme est évidemment équivalent a zéro. Réciproquement, si le 
systéme de deux vecteurs P et Q est équivalent a zéro, ces vecteurs 
sont égaux et directement opposés. En effet, la résultante générale 
devant étre nulle, Q est égal et opposé a P. Le moment résultant 
devant étre nul par rapport a un point quelconque, prenons-le par 
rapport au point d’application A du vecteur P. Le moment de P 
par rapport au point A estnul: le moment résultant se réduit done 
au moment de Q, et, comme il doit étre nul, la direction de Q 
passe par A, ce qui démontre la proposition. 

De méme qu’en algébre deux quantités égales ont une diffé- 
rence nulle et réciproquement, dans la théorie des vecteurs on a 


ce théoréme : 


Pour que deux systémes de vecteurs glissants (S) et (So) 
~ sotent touivarents, tl faut et tl suf fit que le systéme forme par 
les vecteurs de (S) et ceux de (So) CHANGHSs DE SENS solt KQUIVA- 


LENT A ZERO. 


En effet, en changeant de sens les vecteurs de (So), on obuent 


~ 
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/ 


un systéme (— So) dont la résultante générale et le moment résul- 
tant relatifs & O sont les éléments analogues de (So) changés 
de sens. La résultante générale et le moment résultant du systéme 
total formé par la réunion de (S) et (— So) ent done pour pro- 
jections 


Ro Xy Fey 2s |. La eee 


Pour que les deux systémes soient éguivalents, il faut et il 
suffit que ces six quantités soient rulles, ce qui démontre le 
théoréme 

Nous donnerons en Statique (Chap. V) les exemples les plus 
importants de systémes de vecteurs équivalents & zéro, 


19. Opérations élémentaires. — On obtient des systémes équi- 
valents & un systéme donné, aWaide des opérations élémentaires 
suivantes : 


1° Adjonction ou suppression de deux vecteurs égaux et directe- 
ment opposés; transport d’un vecteur en un point de sa direction; 
2° Composition de plusieurs vecteurs concourants en un seul; 


décomposition d’un vecteur en yecteurs Concourants. 


Le transport d’un yecteur AP en un point B de sa direction est 
une conséquence de la premié¢re opération; en effet, appliquons 


au point B (fig. 16), suivant la droite AB, deux vecteurs égaux 


Pig. 16, 


et directement opposés P’ et — P’, dont le premier, P’, est égal 
a P et de méme sens que P. Supprimons ensuite les deux yecteurs 
P et —P’ égaux et directement opposés; il reste le vecteur BP’, 
qui n’est autre que AP transporté au point B de sa direction, 
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Nous allons montrer que ces deux opérations élémentaires ne 
changent ni la résultante générale ni le moment résultant du 
systeme par rapport a un point quelconque. 

Le point étant pris pour origine, il faut établir que les six 


sommes 
Rawk ee TVR 


Z 
| ieee bie M = =M;, N= aN? 


sont invariables. En’ effet, ajouter ou supprimer deux vecteurs 
égaux et directement opposés, c’est ajouter ou supprimer dans 
chaque somme deux termes égaux et de signes contraires. Rem- 
placer plusieurs vecteurs concourants par le vecteur résultant, 
c’est remplacer dans les trois premiéres sommes la somme des 
projections de ces vecteurs par la projection de leur résultante, 
et dans les trois autres la sonmme des moments de ces vecteurs par 
le moment de leur résultante, ce qui revient 4 remplacer plusieurs 
termes de chaque somme par leur somme. Pour la méme raison, 
la décomposition d’un vecteur en vecteurs concourants n/altére 
pas les six sommes. 

On peut, a l'aide de ces opérations, chercher a remplacer un 
systéme de yvecteurs (S) par un systéme équivalent plus simple. 


20. Réduction 4 deux vecteurs. — Un systéme de vecteurs glis- 
sants peut étre réduit, d’une infinité de maniéres, 4 deux vecteurs, 
dont l'un passe par un point arbitraire. 


Fig. 17. 
P, P2 
Pr Be 
XG me vines 
Tp ean cia ot 
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Nv 
/ 
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Nous ferons voir d’abord qu’un systéme P,, P2, ..., P, est équi- 
valent a trois vecteurs appliqués en des points O, Oy, Oy, pris a 
volonté, non en ligne droite (jig. 17). 


x 
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Décomposons le vecteur A, P, en trois, dirigés respectivement 
suivant les droites OA,, O,A,, OsA,, puis, déplagant le point 
d'application de chaque yecteur sur sa direction, transportons ces 
composantes, la premiére au point O, la deuxiéme au point O,, 
la twoisiéme au point O,. Décomposons de méme le vecteur A, Ps 
en trois dirigés suivant les droites OA;, O, Ay, O2 A» et transpor- 
tons ces composantes en O, O,, Oz, et ainsi de suite. Les vecteurs 
appliqués en O ont une résultante R,, les vecteurs appliqués en O, 
ont une résultante R,, et de méme les vecteurs appliqués en Os 


ont une résultante R3. Le systéme des vecteurs proposés est ainsi 


t Fig. 18. 


remplacé par le systeéme équivalent ‘des trois vecteurs R,, Ry, Rs, 
appliqués en trois points arbitraires.O, O,, Oy. 

Nous avons décomposé le vecteur P, en trois, dirigés suivant 
les droites OA,, O, Ay, O,A,; cette décomposition est possible 
toutes les fois que le point A, n’est pas situé dans le plan des trois 
points O, O,, O:,; car alors les trois droites forment un triédre. 
Si le point A, était situé dans le plan OO,Os, sans que le vec~ 
teur P, y fit lui-méme, on déplacerait le point. application de 
ce vecteur sur sa direction, de maniére a l’amener hors du plan. 
Si ce vecteur était situé dans le plan, on le décomposerait en deux 
vecteurs dirigés suivant les droites OA,, O, Ay. 

Nous avons remplacé les vecteurs proposés par trois vecteurs 
R,, Ra, Rs, appliqués en trois points arbitraires O, O,, O,. Voici 
comment on réduit ces trois vecteurs a deux. Soit OL (fig. 18) 


la droite d’intersection du plan mené par le point O et le vec- 
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teur R, et du plan mené par le point O et le vecteur Rj. Prenons 
un point O! arbitrairement sur cette droite. Le vecteur Ry, situé 
dans le premier plan, peut étre décomposé en deux vecteurs, diri- 
gés suivant les droites OO,, O'O,; nous transporterons ces deux 
composantes, l'une au point O, l'autre au point O’, De méme, le 
vecteur R;, situé dans le second plan, peut étre décomposé en 
deux, dirigés suivant les droites OO,, O'O,, et nous transporte- 
rons ces deux composantes, lune en O, l’autre en O!. Nous avons 
maintenant trois vecteurs appliqués au point O, et deux appliqués 
en O’; les trois premiers ont uné résultante F, les deux autres 
une résultante ®. De cette maniére, le systéme des trois vecteurs 
R,, Ry, Rg, et par conséquent le systeme des vecteurs proposés, 
sont remplacés par le systéme équivalent des deux vecteurs F et ®, 
dont Pun est appliqué au point O choisi arbitrairement. 3 

Si les deux vecteurs Ry, R; étaient situés dans un méme plan 
avec le point O, on ménerait par le point O une droite quel- 
conque OL dans ce plan. 

Il y a une infinité de maniéres de réduire le systeme des vec- 
teurs proposés a deux vecteurs. Nous remarquons d’abord que, 
sans déplacer les points d’application O et O' des deux vecteurs 
F et ®, on peut faire varier ces deux vecteurs. Concevons, en effet, 
qu'on applique aux deux extrémités de la droite OO' deux vec- 
teurs égaux et directement opposés f et — f; les deux vecteurs F 
et f, appliqués en O, donnent une résultante S; les deux vec- 
teurs ® et — f, appliqués en O’, donnent une résultante ¥; le 
systéme des deux vecteurs F et ® est ainsi remplacé par le systéme 
équiyalent des deux vecteurs S, B. La résultante ¥ est située dans 
un plan déterminé, le plan mené par le point O et le vecteur ®. 
Le point d’application O de la premiére résultante est un point - 
arbitraire; laissant ce point O fixe, on p2ut déplacer le point O' a 
volonté sur la droite O/% et, par conséquent, dans le plan OO'®, 
a cause de la grandeur arbitraire de — /. 

En général, les deux vecteurs F et ®, équivalents 4 tous les 
vecteurs proposés, ne sont pas situés dans un méme plan. 

La résultante générale et le moment résultant du systeme pri- 
mitif, par rapport a un point quelconque, sont égaux ala résultante 
eénérale et au moment résultant du systéme des deux vecteurs I 
et ® par rapport au méme point (fig. 1g). Par exemple, si l’on 
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prend un point A sur la direction de F, la résultante générale AR 
en A s’obtient en composant un vecteur AF” égal et parallele a F 
avec un vecteur A®’ égal et paralléle & ®; le moment résultant AG, 
par rapport au point A, est égal au moment de ®, car celui de F 
est nul; le vecteur AG est donc perpendiculaire au plan AO’® et 
le point A est le foyer du plan (n° 47). 


Done, le foyer d’un plan passant par l’un des vecteurs F’, ® se 
trouvant sur l’autre, ces vecteurs sont dirigés suivant deux droites 
conjuguées D et A. 

Une droite s’appuyant a la fois sur les directions de F et ® est 
évidemment une droite de moment nul; inversement; si une 
droite de moment nul rencontre la direction de F, elle rencontrera 
également celle de ®, a distance finie ou infinie, car, le moment 
de F étant nul par rapport a cette droite, celui de ® doit l’étre 
aussi. 

On démontrera, a titre d’exercice, qu’on peut toujours réduire 
les vecteurs d’un systéme a deux, dont lun, F, est dirigé suivant 
une droite arbitraire D non paralléle a la résultante générale. 


21. Signification géométrique de Vinvariant LX + MY+ NZ. — 
Appelous X’, Y’, Z’, L’, M’, N’, X”, Y”, Z”, L”, M", N” Jes projections et les 
moments des deux vecteurs F et ® équivalents au systeme proposé. On a 


Kise Ki he eee es 


x 


en se reportant a l’expression du moment relatif de deux vecteurs donnée 
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plus haut (n° 12), on a donc 
LX +MY + NZ = (U's LY) (X'+ X") +.4. = 6vol(F, ©), 
ce qui donne une signification remarquable de l’invariant 


LX + MY + NZ. 


Soient maintenant Py, Ps, ..., P, les vecteurs primitifs du systéme pro- 
posé; on a les six relations 
(1) NESS OD. ee ae : 
(2) Ly, Xp Mz, Y,;-+ Nz Zp = 0. 


“En vertu des relations (1) et de Pidentité (2), on trouve aussi 
LX + MY +'NZ = S(L; XM; ¥~-- Ni Zp + Lp Xp Mz Y;-+ NpZz), 


la derniére somme X’s’étendant A toutes Jes combinaisons des indices z et k. 


Or l’expression sous le signe =’ est encore le moment relatif de P; et Px; 
par suite, 
- LX + MY + NZ = 6%’ vol(P;, P;), 


n(n—t), 


le nombre des termes du second’ membre étant ————; ces formules 
2 


montrent que, guelle que soit la maniére de réduire les vecteurs Px a 
deux vecteurs equivalents F et ®, le tétraédre (F, ®) est constant et 
égal ala somme algébrique des tétraédres obtenus en combinant deur 
a deux les vecteurs P; (Chasles). Pour que les deux. vecteurs F et Pb 
soient dans un méme plan, il faut et il suffit que le tétraédre (F, ®) de 
Chasles soit nul. 


. 


22. Réduction effective de deux systémes équivalents l’un a 
Vautre. — Soit d’abord un systéme (S) équivalent a zéro : les 
deux vecteurs F et ®, auxquels on peut le réduire, sont aussi 
équivalents a zéro, c’est-a-dire, d’aprés ce que nous avons vu 
(n° 18), égaux et directement opposés. On peut alors les sup- 
primer et réduire effectivement le systéme (5) a zéro. 

Soient maintenant deux sysltémes de vecteurs (S) et (So) equi- 
valents; on peut les réduire effectivement lun alautre par les 
opérations élémentaires. En effet, partons de (S) : ajoutons a (5) 
le systeme (S,)(—So) formé par les vecteurs de (So) et ces 
mémes vecteurs changés de sens; ce qui est une des opérations 
élémentaires répétée un certain nombre de fois. L’ensemble des 
systémes (S) et (—S,), étant équivalent a séro, se rédutt a séro 


2 
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par les opérations élémentaires. Il reste donc le systéme S), ce 
qui démontre la proposition. 


23. Couples. — 1° Définition. — On appelle, daprés Poinsot, 
couple Vensemble de deux vecteurs P, — P égaux, paralléles et de 
sens contraires. Le bras de levier du couple est la distance AB 
(fig. 20) des deux vecteurs; le moment du couple est le produit 


AB.P du bras de levier par un des vecteurs. Quand le moment est 
nul, le couple est équivalent a zéro; car, ou bien les deux vecteurs 
sont nuls, ou bien AB = 0, et alors les deux vecteurs sont égaux. 
et directement opposés. 

Un couple étant un systéme de vecteurs dont la résultante 
générale est nulle, le moment résultant d’un couple est constant 
en grandeur, direction et sens pour tous les points de Vespace. 
Ce moment résultant s’appelle Vaxe du couple. L’axe d’un couple 
est donc un vecteur défini en grandeur, direction et sens, mais 
dont le point dapplication peut étre choist arbitrairement 
dans Vespace : cest un vecteur /ibre. Pour voir quel est ce 
vecteur, cherchons le moment résultant par rapport a un point O 
du bras de levier AB situé entre A et B; les moments des deux vec- 
teurs P et —P seront dirigés perpendiculairement au plan du 
couple, dans le méme sens, car les deux vecteurs P et — P ont 
méme sens de rotation autour du point O; le moment résultant OG 
ou axe du couple est donc perpendiculaire au plan du couple et 
égal a POA + P.OB, ou a P.AB, c’est-a-dire au moment du 
couple. 

D’aprés cela, deux couples de méme axe sont équivalents, 
car ils ont tous deux une résultante générale nulle et méme mo- 
ment résultant. Hs pourront donc étre réduits ’un a lautre par 
les opérations élémentaires. Nous n’entrerons pas ici dans le détail 
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de cette réduction. On la ferait en suivant les indications du 
nee. ; 

Nous nous bornerons a en énoncer les conséquences : 

On peut, par les opérations élémentaires, transformer Wun 
dans lV autre deux couples, pourvu qu’ils aient méme axe, c’est- 
a-dire que leurs plans soient paralléles, leurs moments égaux 
et leurs sens de rotation identiques. 


2° Composition des couples. — Un nombre quelconque de 
couples est toujours équivalent a un couple unique dont Vaxe est 
la somme géométrique des axes des couples composants. 

Enyetiet, lesysteme formé par p couples P,,/— P/'; P3,. = P.3 8.5 
Pp, — Pp, est un systéme de vecteurs dont la résultante générale 
est nulle. Le moment résultant de ce systéme est donc le méme 
par rapport a tous les points de l’espace (fig. 21). 


ges 
ay 


SapetZ 
<——____ 
P. 


Pour obtenir ce moment résultant OG, par rapport au point O, 
on peut procéder comme il suit : on prend d’abord le rnoment ré- 
sultant OG, de P, et — P,;, moment qui est égal al’axe du premier 
couple, puis le moment résultant OG, de P,, et — P,, quiest égala 
l’axe du second couple; et ainsi de suite jusqu’a OGp, qui est égal 
a l’axe du dernier couple; puis on compose entre eux tous ces mo- 
ments composants OG,, OG:, ..., OG,. Considérons alors un 
couple d’axe OG égal au moment résultant; ce couple unique est 
équivalent au systéme des couples donnés, car il a, comme ce 
systéme, une résultante générale nulle, et un moment résultant 
égal a OG. 

On pourra, par les opérations élémentaires, réduire le sys- 
téme de couples donné au couple unique d’axe OG. Si OG =o, 


APPELL. — I. 3 
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le couple unique final est Gquivalent a zéro; le systeme proposé 
également. 

Nous n’entrerons pas dans le détail des opérations élémentaires 
qui permettent de réaliser directement cette composition des 
couples : il nous suffit de savoir que cette composition est réali- 


sable. 

24. Réduction a un vecteur et a4 un couple. — Un systéme de 
vecteurs quelconques est équivalent 4 un vecteur unique, égal 
a la résultante générale, appliqué en un point arbitraire et a un 
couple unique dont Vaxe est le moment résultant par rapport a 
ce point. En effet, soient OR la résultante générale et OG le 
moment résultant du systéme par rapport a un point arbitraire O. 
Le nouveau systéme formé par le vecteur R et un couple (P, — P) 
daxe OG est équivalent au systéme proposé, car il a méme résul- 
tante générale OR et méme moment résultant OG par rapport au 

Fig.22: 


AG 


point O (fig. 22). Le systéme proposé pourra done étre réduit au 
systéme R, P, — P par les opérations élémentaires. 


Fig. 23, 
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Comme le point O est pris a volonté, il y a une infinité de fa- 
cons de déterminer un vecteur et un couple équivalents a un sys- 
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teme donné. Une fois le point O choisi, le couple (P, —P) n’est 
pas entiérement déterminé, puisqu’on peut prendre pour ce 
couple Pun quelconque des couples en nombre infini ayant OG 
pour axe. 

Si le point O est:pris sur l’axe central DD! en O', la résul- 
tante générale O'R et le moment résultant O! g sont dirigés suivant 
axe central; dans ce cas, le plan du couple (P, — P) est perpen- 
diculaire a la direction de la résultante R et son axe est mini- 


mum (fig. 23). 


25. Torseur, vis. — Le géométre anglais Ball nomme torseur ou tor- 
ston le systéme précédent formé par un vecteur O'R (fig. 23) et un couple 
dont le plan est perpendiculaire a ce vecteur. 

On appelle point d’application, direction, sens et grandeur du tor- 
seur, le point d’application, la direction, le sens et la grandeur du vec- 
teur O'R. La fléche f du torseur est le rapport de la grandeur de l’axe du 
couple g a celle du vecteur R, ce rapport étant regardé comme positif ou 
négatif, suivant que les vecteurs O’R et O's sont de méme sens ou de sens 
contraires. En adoptant ces dénominations on voit que : un systéme quel- 
conque de vecteurs est équivalent a un torseur dirigé suivant l’axe central, 
ayant pour grandeur et sens la grandeur et le sens de la résultante géné- 
rale, et pour fléche la quantité 


Zerss 
pa & = Goosk, © LX+MY+NZ, 
ies tee R CE Cy re 


f est donc la valeur commune trouvée pour les rapports égaux qui figurent 
dans les équations de l’axe central. 

Des torseurs donnés en nombre quelconque se composent toujours en un 
torseur unique. En effet, chaque torseur donné est un systéme de trois 
vecteurs; l’ensemble des torseurs donnés est donc un certain systeme de 
vecteurs qui, d’aprés les régles données précédemment, est équivalent a un 
torseur unique qu’on sait déterminer. 

On appelle vis un torseur dont le vecteur O'R est égal a l'unité : 


ee Ye 72 == 1, 


La quantité f se réduit alors a LX +-MY + NZ: on Vappelle le parametre 
ou pas de la vis. 

M. Ball a montré l’utilité de la notion de vis dans la Cinématique et la 
Mécanique du corps solide. On trouvera l’indication des nombreux travaux 
quiil a publiés a ce sujet dans le Bulletin bibliographique de Gino Loria, 
et une exposition de ces travaux dans I’édition frangaise de l’Encyclopedie 
des Sciences mathématiques (Gauthier-Villars), article Timerding, 
Lucien Lévy, Sur les fondements géométriques de la Statique. 
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26. Cas particuliers de la réduction précédente. — I] peut ar- 
river, en particulier, qu’un systéme de vecteurs non équivalent 
a zéro soit équivalent a un couple unique ou a un vecteur 
unique. 

Un systéme est équivalent 4 un couple unique quand la résul- 
tante générale est nulle. 

Pour qu’un systéme soit équivalent a un vecteur unique, il faut 
et il suffit que, la résultante générale étant différente de zéro, le 
moment minimum g soit nul, c’est-a-dire que le moment, par 
rapport 4 un point quelconque de l’espace, soit perpendiculaire 
a la direction de la résultante générale, En effet, pour un sys- 
téme formé d’un vecteur unique, laxe central coincide avec ce 
vecteur et le moment minimum est nul; réciproquement, si le 
moment minimum d’un systéme est nul, ce systéme est équivalent 
& un vecteur unique dirigé suivant l’axe central, le couple d’axe 
minimum qu’il faut ajouter dans le cas général étant devenu nul. 


On aalors f=o. 


27. Résumé. — En résumé, on a le tableau suivant : 


LX + MY+ NZ o 


LX + MY +NZ =o. 


Systeme équivalent a deux vecteurs non situés dans un 
méme plan; é€guivalent aussi a un vecteur dirigé suivant 
Vaxe central et 4 un couple dont Je plan est perpendiculaire 
a cet axe, c’est-a-dire a un torseur. 

f Systéme équiva- 
lent a un vecteur 
unique dirigé sui- 

Systéme équi- \ vant l’axe central. 


1° X24 Y2 + 72 > 0 


valent a deux vec- 
teurs situés dans 
un méme plan. 


lent a un couple 
unique. 

Systéme équiva— 
lent a zéro. 


ee Systéme équiva- 
> 


28. Moment relatif de deux systémes de vecteurs glissants. — En 


employant les notations du n° 418, on appelle moment relatif de deux 
systémes de vecteurs (S) et (So) la quantite 


(1) 


LX, MYSSNZ ob Kk eM, Vee NG 


dont la valeur est indépendante du choix des axes. On peut, en effet, 
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lécrire sous la forme 


Clie E ag) Ce Ke ae (CM MG) CY 4 Yo )'-Q(N + Ny) (Z Ze) 
Be XM NT AN Tip Ko Ms Vat No Ze) 


dans laquelle les trois termes sont des invariants pour le systéme total 
(S) + (So) ou Pun des systémes (S) ou (So). D’aprés la signification de 
ces trois invariants telle qu’elle résulte du n°? 21, le moment relatif de (S) 
et (S,) est égal a six fois la somme des volumes des tétraédres obtenus en 
associant tous les vecteurs de (S) a tous ceux de (Sq). 

En appelant 6 la plus courte distance des axes centraux des deux sys- 
témes, x leur angle, R, Ro Jes résultantes générales dirigées suivant ces 
axes, g et go les moments minima des deux systémes estimés suivant les 
résultantes, le moment relatif des deux systémes est é 


(2) =E RRp Osina + (¢Ro+ goR) cosa, 


ot le premier terme est le moment relatif de R et Ry, comme on le vérifie 
immédiatement en prenant l’un des axes centraux pour axe Oz (n° 17) et 
voyant ce que devient l’expression (1). 


29. Application des théorémes généraux a des vecteurs glissants 
paralléles. — Lorsque tous les vecteurs d’un systéme sont paral- 
léles, ce systéme est équivalent ou a une résultante unique, ou a 
un couple, ou a zéro. En effet, tous les moments vectoriels com- 
posants, parrapport a un point, étant dirigés perpendiculairement 
a la direction commune des vecteurs, le moment résultant, s’il 
n’est pas nul, est perpendiculaire a cette direction; la résultante 
générale, si elle n’est pas nulle, est paralléle 4 cette direction. 
L’invariant LX + MY-+ NZ est donc nul. 

Soient «, 8, y les cosinus directeurs d’une demi-droite paralléle 
a la direction commune des vecteurs. Appelons P,, Ps, ..., Pr 
les grandeurs des vecteurs estimés suivant cette demi-droite, de 
sorte que les vecteurs dirigés ‘dans le sens de cette demi-droite 
seront positifs, et les vecteurs dirigés en sens contraires négatifs, 
On aura, en appelant x, yx, zx les coordonnées du point d’ap- 
plication du vecteur Px; Xx, Yx, Ze ses projections sur les axes 
supposés rectangulaires, et L;, Mx, Nx ses moments par rapport 


aux axes, 
NG p10 kp Vise Px, [bj oA Oe 


Li, = Palyyve— 82x), My = Px(aspr—yrr), N;, = Pr(Bor— ayn). 


Puis, en posant 
P=Pi+Po+...+ P,p==Px, 


N 
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le signe ¥ indiquant une somme étendue a tous les vecteurs, on a, 


pour les projections de la résultante générale et du moment résul- 
tant, 
Grice Ale, Y <= GiP Tienes: 


2=yEPpy,— BE Peer, M = alPesp— ydPper, 
N= 62 Ppop—alPrye. 
On vérifie immédiatement la relation 


LX + MY + NZ=o. 


Done, si 
P So, systéme équivalent a un vecteur unique; 
P=o, L?+ M?+ N2> 0, » a un couple unique ; 
PS 6) Lae MM SiN 0; » a zéro. 


Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme 
soit équivalent a zéro sont donc 


DP ae Day erate Da] Pe rahe 
Sees oO, = Le = Se . 
a 8 " 
Remarque. — Dans le cas particulier ot |’on aurait 


eA On Pal in Teg KO, DN Ay gh 0, D3(\ ALS HO 


les conditions précédentes seraient vérifiées quels que soient 2, 
6, y; le systéme serait équivalent a zéro quelle que soit la direc- 
tion commune qu’on donne aux vecteurs paralléles, pourvu qu’on 
n/altére pas leurs rapports de grandeurs. On dit alors que le sys- 
teme de vecteurs paralléles est en éguilibre astatique. 


Axe central. Vecteur résultant. — Supposons P20; le sys- 
téme est alors équivalent 4 un vecteur unique, dont la yaleur algé- 
brique est P et dont les projections sont «P, BP, yP; ce vecteur 


est dirigé suivant l’axe central : nous l’appellerons, pour abréger, 
le vecteur résultant du systéme. 


Les équations de l’axe central sont actuellement 


yL—sY—L=o, aX —xcL—M=o0, 2Y'—yX—N=o0, 


car la valeur commune des trois rapports égaux qui forment les 
équations de cet axe est nudle. Ces équations deviennent, d’aprés 
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les valeurs précédentes de X, Y, Z, L, M, N, 
y(Py — =Pryve) —8(P 2 — SPE Sie 105 
on peut les écrire 


Pao—=Prx,  Py—=iPryn |e 4 ES eaeaye 
= ? 


a B The Y 
ou, en posant 
(C) es aeeee Pa ia ie y= Pree 
et NC a ay 
(D) Caos Mel Migr tytn dom G 
So fee a ? 
e4 P i 


équations d’une droite D passant par le point C de coordonnées &, 
n, et paralléle aux vecteurs donnés. 

Lorsque tous les vecteurs glissent, la droite D ne change pas, 
car X, Y, Z, L, M, N ne changent pas. Les coordonnées des points 
d’application x,, yx, sx changent; le point C(&, 7, ¢) se déplace, 
mais il décrit l’axe central |) des vecteurs glissants paralléles 
donnés, sur lequel glisse la résultante. 


V. — VECTEURS LIES; LES SIX COORDONNEES D’UN VECTEUR 
LIE; CENTRE DE VECTEURS LIES PARALLELES. DERIVEES 
GEOMETRIQUES. 


30. Les six coordonnées d’un vecteur lié Viriel. — Nous avons 
appelé vecteur lid ou vecteur localisé en un point un vecteur qui 
est appliqué a un point déterminé de l’espace. 

Par exemple, le moment résultant AG d’un systéme de vecteurs 
glissants donnés, par rapport 4 un point A, est un vecteur hé au 
point A. 

Pour définir analytiquement un vecteur A,B, lié au point A,, 
il faut donner les trois coordonnées 2,, V1, 4 du point A, et les 
trois projections X,, Y,, Z, du vecteur, en tout six nombres 
indépendants, qui constituent les coordonnées du vecteur lié. 

Nous étudierons plus loin, d’abord a propos de la notion de 
travail, puis dans le troisiéme Volume, des champs de vecteurs, 
c’est-a-dire un ensemble de vecteurs liés aux différents points 


d’une région continue de l’espace. 


» 


4 
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Viriel. — Nous avons vu au n° 12 qu'un vecteur glissant a 
cing coordonnées. Pour définir un vecteur Izé, il suffit d’ajouter 
aux cing coordonnées de ce vecteur, regardé comme glissant, un 
sixiéme nombre indépendant des premiers. Ce nombre peut étre 
pris, par exemple, égal au viried de Clausius par rapport a un 
point donné P. 

Soit un vecteur AV = v lié au point A; prenons un point P 


a 
défini comme l’extrémité du vecteur AP =, le viriel » de V par 
rapport a P est le produit géomeétrique des deux vecteurs Vetr 


(=="V) ICOSMiNi: 


ou, en prenant A comme origine d’un systéme d’axes rectangu- 
laires et désignant par X, Y, Z les projections de V et par 7, y, 2 
les coordonnées de P, 


g=Xa+YVYy+Zz. 


On a alors le théoréme suivant : 


Si deux vecteurs équipollents ont méme moment linéaire M et 
méme viriel ¢ par rapport a un seul point P, ils sont appliqués au 
méme point et par suite sont zdentiques. 

Soient AV et A’V' les deux vecteurs supposés appliqués en des 
points différents A et A’. D’abord les moments étant les mémes, 
les vecteurs ont méme ligne d’action AA’. De plus les yiriels étant 
égaux 


a ROR Ga 
AP co 


7) 
ae) 
po 
< 
I 
> 
i) 
o) 
D 
AS 
a 
=< 


par conséquent les projections de PA et PA’ sur AA’ sont égales 
en grandeur et sens et A se confond avec A’. 

On peut done définir un vecteur lié par les cing coordonnées 
du vecteur considéré comme glissant et par son viriel ¢ par rap- 
port a un point P. 


3l. Centre d’un systéme de vecteurs paralléles liés. — Nous 
avons vu (n° 29) que des vecteurs glissants paralléles, dont la 
somme géométrique n’est pas nulle, sont équivalents a un vec- 
teur glissant unique, ou résultant, porté par l’axe central D du 
systéme. 
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Appelons, comme plus haut, «, 8, y les cosinus directeurs d’un 
axe paralléle aux vecteurs; P,, P2, ..., P» les valeurs algébriques 
de ces vecteurs estimées positivement dans le sens a, Coe Clana 
Vi5 F1y Lay V2, Say +++) Lny Yn; Sn les coordonnées des points d’ap- 
plication de ces vecteurs. Les projections X;, Y;, Z, du vecteur P, 
sont %P;, 8Pz, yPx. Nous avons montré (n° 29) que la résul- 
tante de ces vecteurs glissants leur est paralléle, a pour valeur 
algébrique 

P= Pi + Po. Py= Py, 


pour projections X, Y, Z les quantités «P, BP, yP, et est portée 
par Vaxe central D ayant pour équations 


(D) > AG 5) UREN Gy 
| oe ae 7 
ou 
~_ 2Prre ~ =Peve ara 
2 SE LTA Ma ie mene ee iar 


Supposons maintenant que les vecteurs P; soient respectivement 
liés a leurs points d’application x;, yx, 2% considérés comme 
déterminés et ne puissent plus glisser sur les droites qui les 
portent : le point C défini par les équations (C) est alors entiére- 
ment determiné; ce point s’appelle de centre des vecteurs paral- 
léles donnés, liés a leurs points d’application. Convenons de 
faire glisser la résultante P sur l’axe D jusqu’a ce qu'elle ait, 
comme point d’application, le point C, de fagon A en faire un 
vecteur lié au point C. On appelle alors cette résultante, localisée 
au point C, la résultante des vecteurs paralléles lvés. 

En résumé, si des vecteurs paralléles liés ont une somme 
géométrique différente de zéro, leur résultante est un vecteur 
équinollent a cette somme, lié au centre des vecteurs paralléles 
donnés. 

Les formules (C), qui donnent les coordonnées §, 4, ¢ du 
centre C des vecteurs paralléles liés, montrent que : le centre 
d’un systéme de vecteurs paralléles liés ne depend pas de a, 
8, y, eest-d-dire de la direction commune des vecteurs; tl 
dépend seulement de leurs points @application (XK, Yr; BR) et 
des rapports de leurs grandeurs P,, Pz, ..., Pr. Le fait que le 
point C dépend uniquement des rapports des grandeurs des vec- 
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teurs résulte de ce que les expressions de E, 7, $ sont homogénes et 
de deegré zéro par rapport a P,, Ps, ..., P,. On peut aussi énoncer 
le résultat sous la forme suivante: Si l’on change la direction 
commune des vecteurs paralléles liés a@ leurs points d’appli- 
cation et st Von fait varier proportionnellement les gran- 
deurs de ces vecteurs, leur résultante, qui leur est paralleéle, 
varie dans le méme rapport et reste li€ée au centre des vecteurs 


paralléles. 


Remarque sur le cas ot XP, =o. — Lorsque la somme des 
vecteurs PP, est nulle, sans que les trois sommes YP;27,, 
UPryx, VPxs% soient nulles toutes trois, le centre C des vecteurs 
paralléles liés est regeté a Vinfini, car une au moins des coor- 
données £, 1, ¢ est infinie : ce point n’existe plus: 

Si Pon avait a la fois 


Deyn Os Dh bie ilg=a' On DU) Ea PS? mae (Or | ea By eemet Oe 


les coordonnées &, 7, ¢ seraient indéterminées : le centre des vec- 
teurs paralléles liés serait done indéterminé. 


Exemple. — On retrouve sans peine, a titre d’exemple, les propriétés 
élémentaires d’un systeme de deux vecteurs paralléles localisés en deux 
points A, et Ay et ayant pour valeurs algébriques P; et Py. Quand P, -+ P, 
est différent de zéro, le systéme admet un vecteur résultant, c’est-a-dire 
est équivalent a un vecteur unique ayant pour valeur algébrique 


P = P, = Ps, 
Fig. 24 
PS 
AMA AS AOTAL 
Az 
P. 
yg 2 
P Re 
Pp 


[ee etaRe 


et localisé en un point A (centre des deux vecteurs paralléles) (fig. 24) 
déterminé par la relation 


AA, P, 


AA, P,’ 


dans laquelle, suivant les conventions habituelles de la Géométrie, le rap- 
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port des deux segments AA, et AA; est positif ou négatif, suivant [que ces 
deux segments sont de méme sens ou de sens contraires. 

Dans le cas particulier ou P, + P, =o, les deux vecteurs donnés sont 
egaux et de sens contraires; le centre des vecteurs paralléles n’existe plus. 
Les deux vecteurs forment en général un couple, a moins quiils ne soient 
directement opposés. Si P; + P, étant nul les deux vecteurs sont appliqués 
au méme point, le centre des vecteurs paralléles est indéterminé. 


32. Moments des vecteurs paralléles liés par rapport a un plan. 
— Les formules qui donnent les coordonnées £, n, ¢ du centre 
d’un systéme de vecteurs paralléles localisés en des points con- 
duisent, quand on les traduit en langage géométrique, au théo- 
reme des moments par rapport aun plan. 

Etant donnés un plan [, qu’on peut toujours prendre pour plan 
xOy, et un axe Oz (fig. 25) de direction arbitraire, on appelle 


moment d’une des grandeurs géométriques paralléles, par 
rapport ace plan Il, le produit de la valeur algébrique DP, de 
la grandeur par la coordonnée 2, de son point d application, 
P,<,. Cette notion est due a Monge (77raité élementaire de Sta- 
tique, Paris, 1786). 

Le moment ainsi défini est une quantité positive, négative ou 
nulle, dont la valeur dépend du point d’application de la gran- 
deur géométrique, de sorte que ce moment change quaud on la 
transporte en un point de sa direction. La propriété fondamen- 
tale résultant de cette définition est la suivante : 


Quand des vecteurs paralléles localisés en des points ont une 
résultante, le moment de cette résultante par rapport a un 
plan est égal a la somme algébrique des moments des compo- 


Y 
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santes, a condition de localiser la résultante au centre des 
vecteurs paralléles. 


Pour le démontrer, supposons d’abord l’axe Oz perpendiculaire 
au plan II; le s du centre des vecteurs paralléles est donné par 
Péquation 

Pe = UP EZ bh, 
ot P=XP;; or cette équation exprime précisément le théoréme 
que nous voulons démontrer. 

Si axe Oz est oblique au plan II, on prendra un axe auxiliaire 
Oz' normal au plan et faisant avec Os un angle «. Appelons 2}, 
By, ++-, 31,0 les coordonnées z des points d’application comptées 
parallélement a ce nouvel axe, c’est-a-dire normalement au plan; 
on aura, d’aprés ce qui précéde, 


mio UP% 2S; 5 


if 


mais les coordonnées ¢' et z sont liées par les relations éyidentes 


r 


By = 3, COSa, Bo = B2 0084, Sires Ge =@cosa 


en substituant, on a la relation 4 démontrer 


PGi year. 


Le théoréme des moments est done établi dans sa généralité. 

En Vappliquant successivement aux trois plans coordonnés sup- 
posés obliques, on obtient, pour déterminer les coordonnées &, 
7, ¢ du centre des vecteurs paralléles en axes obliques, les mémes 
formules qu’avec des axes rectangulatres. 


Remarque I. — Le théoréme des moments par rapport a un plan ne 
peut s’appliquer que si 2P,Zo. 

Lorsque = P, = 0, le théoréme ne peut pas s’appliquer, car, si la résul- 
tante est alors nulle, le centre des vecteurs paralléles est a V’infini. Il n’y a 
d’exception que pour le cas encore plus particulier ot les vecteurs sont en 
équilibre astatique 
4 | eae 0, 


DS a — SPry = D3) Aegan (OY 
alors §, 9, € sont indéterminés et le théoréme s’applique. 


Remarque IJ, — Dans le cas particulier oti tous les vecteurs sont diri- 
gés dans le méme sens, le centre des vecteurs paralléles est intérieur a 
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toute surface convexe entourant tous les points d’application des eompo- 
santes. En effet, prenons pour sens positif celui des vecteurs donnés 


Fig. 26, 


J 


P,, ..-, Pz, pour plan des zy un plan tangent II a cette surface, et pour 
axe Oz une perpendiculaire a ce plan située du méme coété que la surface 
(fig. 26).. 


Alors les z de tous les points d’application sont positifs, et l’équation 


Sd ah 


ae SEP a 


montre que ¢ est également positif. Le centre des vecteurs paralléles, se 


trouvant par rapport a un plan tangent quelconque du méme cété que la 
surface, est situé a l’intérieur de celle-ci. 


33. Dérivées géométriques. — Soit (fig. 27) un vecteur lié OM 
dont l’origine O est fixe. Supposons que ce vecteur dépende 


Fig. 27. 


D 
M Mz B 


Oo 


d’une variable w, de telle facon que, w variant d’une maniére con- 
tinue, l’extrémité M se déplace d’une maniére continue. On 
peut dire alors que le vecteur est une fonction continue de uw. 
Soient OM et OM, les deux vecteurs correspondant aux valeurs u 
et u-+ Aw dela variable, Au étant supposé positif. L’accroissement 
géométrique correspondant du vecteur est la difference géome- 
trique (OM,) — (OM), c’est-a-dire un vecteur égal 4 MM,. Le 
rapport de cet accroissement a l’accroissement de la variable est 
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le vecteur 


. Mites 
Au 


? 
qui a méme direction et méme sens que MM,. 

Quand Au tend vers zéro, ce vecteur MB tend vers un vecteur 
limite MD tangenta la courbe décrite par M; ce vecteur limite MD 
est la dérivée géométrique du vecteur OM par rapport a u. 


Détermination analytique du vecteur dérivé, — Prenons trois 
axes Oxyz d’origine O. Les coordonnées x, y, z du point M 
sont les projections du vecteur OM sur ces axes, la projectuuon sur 
chaque axe étant faite parallélement au plan des deux autres. Les 
quantités 2, y, s sont des fonctions de uw. Quand wu croit de Au, 
M vient en M,; x, y, 5 croissent de Av, Ay, Az. Le vecteur MM, 
ayant pour projections Av, Ay, Az, le vecteur MB, égal au quo- 
trent de MM, par Aw, a pour projections 


en supposant que Aw tende vers zéro, on voit que le vecteur 
dérivé MD a pour projections les dérivées 


dx dy dz 
du du’ du 


des projections du vecteur primitif. 


VI. — VECTEUR POLAIRE; VECTEUR AXIAL. 
GRANDEURS SCALAIRES. 


34. Nature de la symétrie d’un vecteur. — Les grandeurs repré- 
sentées par des vecteurs peuvent présenter deux sortes de symé- 
trie; a ce point de vue, elles se classent en vecteurs polaires et 


vecteurs AXL(AUa. 


Vecteur polarre. — Un vecteur A,B, est dit polaire quand la 
grandeur physique quwil représenle est symétrique par rapport a 
tous les plans passant par A,B,, mais non par rapport a un plan 
perpendiculaire a A,B,. Par exemple, une vitesse, une accéléra- 
tion sont représentées par des vecteurs polaires. On peut dire que 
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\la symétrie dun vecteur polaire A,B, est la méme que celle d'un 
\paraboloide de révolution autour de A, B,. Le sens de ’orientation 
les axes, le sens choisi comme sens positif des rotations n’inter- 

wennent pas dans la définition d’un vecteur polaire. 

\ 


\ Vecteur axtal. — Un vecteur A,B, est axial quand la gran- 
da r physique qu'il représente est symétrique , non seulement par 
rapport aux plans passant par A,B,, mais aussi par rapport a un 
plan perpendiculaire a A,B,, de telle facon que la symétrie de la 
grandeur physique a représenter est la méme que celle d’un 
cylindre de révolution autour de A, B,. 

La définition d’un vecteur axial dépend ordinairement d’une 
convention sur le sens positif des rotations ou sur le sens attribué 
A certaines circulations. Par exemple, le moment: vectoriel BG, 
dun vecteur polaire glissant A,B,, par rapport a un point B, est 
un vecteur axial; en effet, ’étre physique qu'il s’agit de repré- 
senter par le vecteur BG, est caractérisé : 1° par le plan du 
point B et de la droite qui porte le vecteur A,B,; 2° par laire du 
triangle BA,B,. Or, ces deux éléments sont symétriques par rap- 

port au plan BA,B,. Le sens donné au vecteur BG,, par rapport 

a ce plan, est le résultat d’une convention sur le sens positif de 
rotation autour d’un axe; ce vecteur est donc axial. La représen- 
tation du moment par un vecteur a ainsi quelque chose d’impar- 
fait, car on introduit, par le choix arbitraire du sens positif des 
rotations, une dissymétrie qui n’existe pas dans l’objet qu’il s’agit 
de représenter. On pourrait éviter cette dissymétrie en convenant, 
par exemple, de représenter le moment du vecteur polaire A,B, 
par rapport au point B par un cercle décrit dans un plan BA,B,, 
de B comme centre, avec un rayon mesuré par le méme nombre 
que le moment et sur le contour duquel on indiquerait, par une 
fléche, le sens dans lequel un point parcourant A,B, tourne autour 
de B. Cette représentation mettrait en évidence les symétries du 
moment, mais elle serait moins commode, a d’autres points de vue, 
que la représentation usuelle du moment. De méme, l’axe d’un 
couple de vecteurs polaires est un vecteur axial. 

On vérifiera sans peine que le moment vectoriel B’G! dun 
moment vectoriel BG,, par rapport 4 un point B’, est un vecteur 
polaire. Pour cela, il suffira de vérifier que le vecteur B'G' est 


~ 


48 ; PREMIERE PARTIE. — NOTIONS PRELIMINAIRES. 


indépendant de toute convention faite sur le sens positif des rota- 
tions, . , 

Ces considérations présentent de importance en Physique. On 
pourra consulter au sujet de ces questions un Mémoire de Klein, 
traduit par H. Padé (Annales de l’ Ecole Normale supérieure, 
3° série, t. VII, 1891, p. 87-193). 


Grandeurs scalaires de premiére et deuxiéme espéce. — 
On appelle scalaire, en généralisant une expression déja ren- 
contrée et empruntée a la théorie des quaternions, toute grandeur 
dont la détermination est fixée par un nombre, et par un nombre 
seulement; exemple la densité, la température. Mais deux cas 
peuvent se présenter : 


a. Le nombre en question est indépendant du sens des axes de 
coordonnées; nous dirons alors qu'il est scalaire de premiére 
mespece. 

6. Le nombre qui définit la quantité considérée change de signe 
lorsqu’on renverse les axes de coordonnées; on Il’appellera sca- 
laire de deuxiéme espéce. 


VII. — AUTRES FIGURES GEOMETRIQUES 
POUVANT ETRE UTILES EN MECANIQUE. 


35. Indications sommaires. — II est clair que le mode de représenta- 
tion des grandeurs vectorielles auquel nous nous sommes exclusivement 
tenu jusqu’a présent n’est pas le seul mode possible; il peut aussi y avoir 
intérét a faire correspondre d'autres éléments géométriques a d’autres 
grandeurs mécaniques, C’est ainsi par exemple qu’a tous les systémes équi- 
valents de forces appliquées 4 un corps solide donné on fait correspondre 
les torseurs de R. Ball. 

Le vecteur glissant envisagé comme un ensemble de deux points pris 
dans un ordre déterminé peut étre concu comme le premier chainon d’une 
suite de grandeurs formées par juxtaposition, dans un ordre déterminé, 
non seulement des points, mais de tous les éléments primitifs de l’espace. 

E. Study (1) a procédé a une recherche méthodique de ces grandeurs 
géométriques. 

On est ainsi conduit a iatroduire : 


1° La crotx, formée par l’ensemble de deux droites, l’une située a dis- 


(1) Geometrie der Dy amen, Leipzig, 1903 (le premier fascicule a paru dés 
1901). 


\ CHAPITRE I. — THEORIE DES VECTEURS. ho 


tance finie, Pautre constituée par l'intersection des plans perpendiculaires 
a la premiére et par suite rejetés a linfini; 

2°\Le biplan, systéme de deux plans, non perpendiculaires l’un a l’autre, 
pris dans un ordre déterminé; 

3° Le moulinet formé d’un point et d’un plan; 
4° Certains systémes de deux droites appelés motors et impulsors; 

5° Les vecteurs glissants sphériques, etc. 

Weiss 

Nous nous bornons a cette énumération, puisque nous ne ferons aucun 
usage de ces notions quin’ont recu jusqu’ici aucune application importante 
a la Mécanique. Nous renverrons, pour leur étude géométrique, soit a l’Ou- 
vrage de Study, soit al’article Timerding, Lucien Lévy, de l’édition fran-~ 
caise de I'Encyclopédie ( Gauthier-Villars ). 


> 


EXERCICES. 


1. Démontrer que la grandeur R du vecteur résultant de plusieurs vecteurs 
concourants P,, P,, ..., P,, est donnée par Ja formule suivante : 


Rea Py BP cos Pek ja, 


la premiére somme étant étendue a tous les vecteurs, la seconde, a toutes les 
combinaisons de ces vecteurs deux a deux. 


2. Pour qu'un systéme de vecteurs soit équivalent a zéro, il faut et il suffit que 
le moment résultant soit nul par rapport a trois points non situés en ligne droite. 


3. Dualité dans la théorie des vecteurs. — Soient une sphére imaginaire de 
centre O, 7°+y?+ 5° +1 =0, et un vecteur P, de projections X,, Y,, Z, et de 
moments L,, M,, N,; sur la droite conjuguée de P, parrapport a la sphére, prenons 
un vecteur P’, de projections X/ =L,, Y, = M,, Z, =N,, ce qui est possible, car 
la direction L,, M,, N, est normale au plan OP,. Pémontrer qu’il. y a réciprocité 
entre les vecleurs P, et P4, c’est-a-dire que P, est dirigé suivant la droite con- 
juguée de P’, et que ses projections sont égales aux moments de P4, X,=L}, 
Y,=Mj, Z, =N%, (transformation dualistique de M. Klein dans un cas partica— 


lier signalé par M. Keenigs). 


4. D’aprés la transformation précédente, a un systéme (S) de vecteurs corres- 
pond un systéme (S’). Démontrer que le moment résultant de l’un par rapport 
a O est égal 4 la résultante générale de l’autre. 


5. Si l'un des systémes précédénts (S), (S’) se réduit a un couple, Vautre se 
réduit a un vecteur passant par Vorigine et réciproquement. 


6. Trouver les courbes gauches dont -les tangentes sont des droites de 
moment nul. — En prenant pour axe des s l’axe central du systéme, l’équation 
différentielle de ces courbes est 


fas=ady—ydz, 


APPELL. — I. 


» 


50 PREMIERE PARTIE. — NOTIONS PRELIMINAIRES. 


f étant la fléche du torseur. Démontrer que les équations de la courbe la plus 
générale vérifiant cette équation peuvent s¢écrire 


z=0(8), w2=VF9'(6) cost, y = fo'(9) sind, 


(6) désignant une fonction arbitraire de 0. 


7. Démontrer que le plan osculateur a l’une des courbes de l’exercice précé- 
dent a son foyer au point d’oscultation. 


8. On peut dune infinité de maniéres former des systemes de deux vecteurs 
F et ® équivalents & un systeme de vecteurs donnés et tels que F et ® sotent 
rectangulaires. Démontrer que les droites F et & forment un complexe du second 
ordre. On retrouve ce méme complexe en cherchant le complexe formé par les 
moments résultants relatifs 4 tous les points de lespace. ; 


9. Si deux vecteurs F et ® sont équivalents 4 un systéme donné, leur perpen- 
diculaire commune rencontre normalement l’axe central du systeme. 


10. Soient plusieurs couples et le couple résultant : prouver que la projection, 
sur un plan quelconque, du parallélogramme construit sur les deux yecteurs du 
couple résultant, a une aire équivalente a la somme algébrique des aires des pro- 
jections des parallélogrammes construits sur les vecteurs des couples composants. 


11. Soient P’, P”, ..., P™ ‘des vecteurs formant un systéme équivalent a zéro 
et M’, M’,..., M% les moments respectifs d’un autre systéme S de vecteurs par 
rapport aux axes P’, P”, ..., P™. Démontrer la relation 


P’M’+ PY M"+...+ POM = o. 


On démontre d’abord le théoréme pour un vecteur P du systéme S, en remar- 
quant que la somme des moments des vecteurs P’, P”, ..., Pp). par rapport a P, 
est nulle. 


on appelle coordonnées barycentriques Wun point M les valeurs algébriques P,, 
P,, P,, P, des quatre vecteurs paralléles qwil faut appliquer aux sommets A,, Ag, 
A,, A,, pour que le centre de ces vecieurs paralléles cotncide avec M. Démontrer 
que : 

A chaque point M correspondent des valeurs de P,, P,, P;, P, déterminées a 
un facteur prés. Une équation linéaire et homogene en P,, P,, P;, P, représente 
un plan dont les distances aux quatre sommets sont proportionnelles aux coeffi- 
cients de P,, P,, P;, P,. Si ces coefficients sont égaux, l’équation représente le 
plan de l’infini. Une surface d’ordre m est représentée par une équation homo- 
genenderdecré, m7 conker ya 


12. Coordonnées barycentriques de Mobius. — Soit un tétraédre A, A,A,A,; 


13. Trouver le torseur résultant de deux torseurs rectangulaires concou- 
rants. 


Solution. — Prenons les deoies qui portent ces torseurs pour axes des & et 
des y, et une perpendiculaire a ces droites pour axe des z. Soient X le vecteur, 
le couple du torseur porté par Ox, i la fléche (fig. 28); on aura L =X. De 
méme, en désignant par M, Y, u les quantités analogues pour le second torseur, 
on aura M=uwY. 
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ise Ss 1e . R i résultante de x et Y, et G celle he L et M. Laxe central 
a pour équations S 
Bs PRAY or A WX th e¥ u Y — ae ad 


a veg hes ta Geta TO 
a OR, et rencontre Oz en un point OF pune par 


ae _ (Ha XxY 
é RRR ER 


‘Soit . R’ cet axe, Désignons par R, G! la résultante générale du systéme et le a ae 
moment 1 resultant en 0’, R’ est égale a R: il eu calculer G’, ou Ee lé rap= 


y ha af a . Fig. 28. 


mai +5 Clest-a-dire la fléche du torseur résultant. Or Je rapport de Ga R 
? ah / \ ia 
est égal au rapport de leurs projections L’, X sur Vaxe des Ze \ Re 

On trouve ainsi 


bi AYU oG cole a aan eee 


RSPR pve 
Cea: 


le torseur résultant est enticrement déterminé. 
14. Chercher le licu du torseur résultant O'R’ G’ de l’exercice precedent, quand 
les fléches > et uw. des torseurs composants restent constantes et que les inten-— 
sités X et Y sont variables. 
La surface cherchée est le conoide » 


a Cetas ay ee. a(x + y*) =(p—d)ay. ws 


Ce Conoide arecu de Cayley le nom de cylindroide; Ball a montré qu’il par- 
tage avec les cylindres cette propriété que le lieu des projections d’un point 
quelconque sur les génératrices est une courbe plane. On s’assure, de plus, que 
cette courbe est une conique, en vérifiant que le lieu des projections d’un point 
quelconque de l’espace sur les génératrices du cylindroide est une conique. 


y } 


: 15. Démontrer d’une maniére générale que le torseur résultant de deux torseurs 

ay quelconques, de positions fixes, engendre un cylindroide lorsque les fléches des 
- torseurs composants restent constantes, leurs intensités étant variables. 

On prendra pour axe Oz la perpendiculaire commune aux deux torseurs. 
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16. De toutes les surfaces réglées non cylindriques, le cylindroide est la seule 
qui posséde la propriété que le lieu des projections d’un point quelconque sur 
les génératrices soit une courbe plane (voir ArrELL, Bulletin de la Société 
mathématique, décembre 1900; Bricarp, Jbid., janvier 1go1; DemouLin, Jbid.). 


17. Un systéme de vecteurs glissants quelconques est toujours équivalent a 
six vecteurs dirigés suivant les six arétes d’un tétraédre. 


. 18. Soit SABC le tétraédre. Prenons pour sens positif sur les aréles issues de S 
les sens SA, SB, SC; puis, sur chaque aréte de la base, telle que AB, le sens des 
rotations positives AB autour de l’aréte opposée SC, et appelons &, 7, 6, A, v, v les 
valeurs algébriques de six vecteurs dirigés suivant SA, SB, SC, BC, CA, AB. 
Démontrer que linvariant LX + MY + NZ a pour valeur 


el Le Le em ees 
ON eee ce SB AB sc] 


V désignant le volume du tétraédre donné. 


19. Pour que le systéme des vecteurs glissants soit équivalent a zéro, il faut et 
il suffit que les six composantes &, 4, €, A, uw, v soient nulles. 


20. Pour qu’un systéme de vecteurs glissants soit équivalent a zcro, il faut et 
il suffit que la somme des moments par rapport a chacune des six arétes d’un 
tétraédre soit nulle. 


21. Un systéme de vecteurs glissants, tous situés dans un méme plan, est équi- 
valent ou bien a une résultante unique, ou a un couple, ou-a zéro. 


22. Un systéme de vecteurs glissants, tous situés dans un méme plan, est équi- 
valent 4 trois vecteurs dirigés suivant les cétés d’un triangle arbitrairement 


choisi dans ce plan. 


23. Pour que la dérivée géométrique d’un vecteur lui soit constamment perpen- 
diculaire, il faut et il suffit que ce vecteur ait une longueur constante. 


24. Pour que la dérivée géométrique d’un vecteur soit constamment dirigée 
suivant ce vecteur, il faut et il suffit que ce vecteur ait une direction fixe. 


25. Le Eee extéricur de trois vecteurs concourants AP,, AP,, AP, de pro- 


jections X,, Y,, Z,; X,, Y,, Z,; X3, Y,, Z, est la grandeur scalaire ; 
GF NG WA, 
eS a ey 
we NG WA 
evel onal Byrd 8 
dG Wes 4a 


qui mesure, en grandeur et signe, le volume du parallélépipéde construit sur 
les trois vecteurs. 
Démontrer : 


1° Que ce produit extérieur change de signe quand on permute deux facteurs; 
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2° Que le produit extérieur de trois vecteurs polaires est un scalaire de 
deuxiéme espéce (n° 34); 

3° Que le produit extérieur de trois vecteurs axiaux est un scalaire de pre- 
miére espéce ; 

4° Que le produit extérieur de trois vecteurs concourants est égal au produit 
intérieur de l'un des vecteurs par le produit extérieur des deux autres. 


> > > ae 
26. Plan central. — Soit un systéme de vecteurs liés V,, V.,---, V, appliqués 
aux points A,, A,, ..., A,, montrer, que si l’on déplace un point P sur une 


paralléle a la résultante générale R, il existe une position P, du point pour 


laquelle le viriel résultant par rapport a P,, somme des viriels de tous les vecteurs, 
est nul. 


Le lieu des points P, est un plan normal a R. C’est le plan central. 


27. Centre. — Le point du plan central ot Je moment résultant est paralléle 
a R est le centre. 


CHAPITRE IL. 
CINEMATIQUE. 


La Cinématique n’a été constituée comme une Science distincte 
qu’a une époque relativement récente. Déja d'Alembert avait 
indiqué limportance de l’étude des lois du mouvement en elles- 
mémes; mais c’est Ampére qui, le premier, montra la nécessité de 
faire précéder la Dynamique d’une théorie des propriétés géomé- 
triques des corps en mouvement. Ces propriétés ont été exposées 
en 1838, a la Faculté des Sciences de Paris, par Poncelet, a qui 
Von doit, entre autres, les théorémes sur le déplacement continu 
d’un solide dans l’espace, sauf la notion d’axe instantané de rota- 
tion ct de glissement, qui est due a Chasles; les formules qui 
donnent les variations des coordonnées des points d’un solide mo- 
bile dans espace remontent a Euler (Académie de Berlin, 1750). 
La Cinématique comporte des applications géométriques nom- 
breuses : telle est la méthode de construction des tangentes de 
Roberval, la théorie du centre instantané de rotation, qui est due 
a Chasles et dont un cas particulier a déja été donné par Descartes 
a propos de la tangente a la cycloide; telles sont encore les pro- 
priétés des systémes de droites, de plans et de’ points que Chasles 
a rattachés au mouvement d’un corps solide et qui conduisent de 
la fagon la plus simple a la notion de complexe de droites du pre- 
mier ordre. En 1862, M. Resal fit paraitre un Traité sur la Ciné- 
matique pure, qui se trouva ainsi définitivement constituée a 
Vétat de science distincte. 

Nous n’exposerons ici que les notions qui sont indispensables 
pour la suite du Cours de Mécanique. C’est ainsi que nous ne 
nous occuperons pas des déplacements d’un corps solide dont la 
position dépend de deux ou plusieurs paramétres indépendants, 
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déplacements étudiés principalement par MM. Schénemann, 
Mannheim, Ribaucour, Tait et Thomson, Keenigs. 


I. — CINEMATIQUE DU POINT. 


36. Définitions. — Quand on dit qu’un corps est en repos ou 
en mouvement, on sous-entend toujours que ce repos ou ce mou- 
vement ont lieu par rapport a certains autres corps; ainsi un objet 
immobile a la surface de la Terre est en repos par rapport a la 
Terre, la Terre elle-méme est en mouvement par rapport au 
Soleil, etc. En d’autres termes, on observe que des mouvements 
relatifs. 

Néanmoins, il est commode, dans chaque question de Cinéma- 
tuque, de faire choix d’un systéme d’axes qui, par définition, sera 
regardé comme absolument fixe. Le mouvement, par rapport a 
ces.axes, s’appellera alors mouvement absolu. 

Mais si, en Cinématique, le choix du systéme d’axes regardé 
comme fixe est arbitraire, il n’en est pas de méme en Mécanique; 
nous verrons plus loin que, pour simplifier autant que possible 
Pétude des phénoménes naturels, au point de vue mécanique, les 
axes qu’il convient de regarder comme fixes sont des axes ayant 
pour origine le centre de gravité du systéme solaire et dirigés vers 
trois des étoiles appelées fixes. 

Pour définir linstant oti un certain phénoméne s’accomplit, on 
le rapporte a un instant déterminé appelé initial et l’on se donne 
le nombre qui mesure avec une certaine unité (la seconde de 
temps moyen, par exemple) l’intervalle de temps compris entre 
Vinstant initial et Vinstant considéré, ce nombre étant précédé du 
signe + ou du signe —, suivant que l'instant considéré est posté- 
rieur ou antérieur a l’instant initial. D’aprés cela, quand nous par- 
lerons d’un instant ¢, la lettre ¢ désignera un nombre positif ou 
négatif de secondes. 

Afin de simplifier l'étude de la Cinématique, on étudie d’abord 
le mouvement d’un point, puis celui d’un corps de dimensions 
quelconques. si 


37. Mouvement d’un point. — Soient trois axes Ox, Oy, Oz 
absolument fixes et un point mobile M, dont les coordonnées z, 
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y, 5 (fig. 29) sont des fonctions continues données du temps ¢: 
DEO (EH). ya EC))s EGi—pionl Oe 


La courbe décrite par le point est la ¢rayectoire du mobile : ses 


Fig. 29. 


J 


équations s’obtiennent en éliminant ¢ entre les équations qui défi- 
nissent 2, y, s en fonctions de ¢. 

On peut aussi définir le mouvement de la fagon suivante : on 
donne la trajectoire, puis, prenant sur cette trajectoire un point My 
comme origine des arcs, un sens M)S comme sens des arcs posi- 
tifs, on donne en fonction du temps la valeur algébrique s de l’are 


M)M qui sépare le mobile du point M,. 


38. Mouvement rectiligne uniforme; vitesse. — On dit que le 
mouvement est rectiligne quand la trajectoire est une droite. Si 
Yon prend cette droite pour axe Oz, les deux modes précédents 
de définition du mouvement se confondent et le mouvement est 
défini par lexpression de Vabscisse du mobile en fonction du 
temps. . 

Le plus simple des mouvements rectilignes est celui pour lequel 
x est une fonction du premier degré du temps, 


z=at+, 


a et 6 désignant des constantes. Ce mouvement est caractérisé par 
ce fait que la variation Aw de 2, pendant un intervalle de temps 
quelconque A¢, est proportionnelle a Ad. 

Soient M la position du mobile 4 Vinstant ¢, M, sa position a 
instant ¢-+ A¢, Ac étant positif; la grandeur géométrique MM, a 
pour valeur algébrique, estimée suivant axe Ox, Az. Si, dans le 


. A Ree . MM 
sens MM,, on porte, a partir de M, une longueur MW égalea ae ) 
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la grandeur géométrique MW, dont la valeur algébrique est =<, 


; : E 
s'appelle vitesse du mouvement uniforme (fig. 30). La valeur 
algébrique de cette vitesse est égale a la constante a. 


Fig. 30. 


39. Mouvement rectiligne varié; vitesse. — Soit un mouvement 
recliligne varié dans lequel on a x = (t). Le déplacement MM,, 
que subit le mobile quand ¢ croit de A¢, est une grandeur géomé- 
trique dont la valeur algébrique est Ax. Si, dans le sens 


MM, 


» le vec- 


MM, (fig. 31), on porte une longueur MW égale a 


IVI CMS ey RE pet as, 


teur MW, dont la valeur algébrique est a s'appelle vitesse 
moyenne du mobile dans l’intervalle de temps A¢. C’est la vitesse 
que posséderait un mobile fictif animé d’un mouvement uniforme 
et allant de M en M, pendant le temps At. Si A¢ tend vers zéro, le 
vecteur MW tend vers un vecteur limite MV, dont l’expression 


algébrique est la dérivée =? ou CL) qu’on appelle vitesse du 
mobile a l’instant ¢. 


Par exemple, si lon a 
z=al+ bt+e, 


a, b, c désignant des constantes, la vitesse MV a Vinstant ¢ aura 
pour valeur algébrique estimée suivant axe Ox 


at 2at+b 
Lyi = ; 
La variation de cette vitesse est proportionnelle a la variation 
du temps. On dit que le mouvement rectiligne ainsi défini est 
untformément varle. 


40. Vecteur vitesse dans le mouvement curviligne. — Soient M 
et M, les positions du mobile aux instants ¢ et £-+ A¢. Portons sur 
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MM, (fig. 32), dans le sens MM,, une longueur MW égale a 


ae eee le vecteur MW s’appelle vitesse moyenne du mobile 


3 oe! 
pendant le temps Ac; c’est la vitesse que posséderait un. mobile 


Me 8 
Fig. 32, 


Y 


fictif animé d’un mouvement rectiligne uniforme qui parcourrait 
le segment de droite MM, dans le temps At. Lorsque At tend vers 
zéro, la vitesse moyenne MW tend vers un vecteur limite MV 
tangent a la trajectoire en M, qu’on appelle vitesse du mobile a 
Vinstant t. La vitesse est un vecteur polaire localisé au point 
mobile. 

Soient x, vy, 3 les coordonnées du mobile : les projections de la 
grandeur géométrique MM, sur les trois axes sont Ax, Ay, As; 
celles de la grandeur MW, ou vitesse moyenne, seront donc 


Aw Ay AZ 
ibe t pee; 


Si At tend vers zéro, MW tend vers MV; on aura done pour les 
projections de la vitesse a l’instant ¢ 


ax dy dz 
Bi Maite. val 


Supposons le mouvement défini par la trajectoire et par l’expres- 
sion de arc Mp M = s en fonction de t. Gomme le rapport de l’arc 
MM, a la corde MM, tend vers l’unité quand A¢ tend vers zéro, 
la vitesse a pour valeur absolue 


arcMM, wane ds 
At dt 


lim 
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“4D Ki q ° i) 
Si lon méne la tangente a la trajectoire MT dans le sens des arcs 
positifs, la vitesse est dirigée dans le sens MT, ou en sens con- 


6 4 ds mas , ; 
traire, suivant que — est posiuf ou négatif. Donec la valeur algé- 
ds 


brique v de la vitesse estimée positivement dans le sens MT est — 
dt. 


Quand cette vitesse » est constante, on dit que le mouvement cur- 
viligne est uniforme. 


4A\. Wecteur accélération. — La conception de l’accélération 
dans les cas les plus simples appartient a Galilée. 
Soient MV, M,V, les vitesses du mobile aux instants é et 


(aig Ofte 33) ly. 


2 
aoe 
ww 
eso 


mp 


Menons par M un segment MU égal et paralléle 4 M,V, et 
soit MH la différence géométrique entre MU et MV, c’est- 


a-dire la grandeur eéométrique gu’il faut composer avec MV pour 
8 g Pp 

oy 

Na 


le vecteur MI est Vaccélération moyenne du mobile pendant le 
temps A¢. Quand Af tend vers zéro, ce vecteur MI tend vers une 
limite MJ, qu’on nomme accélération du mobile a@ Vinstant t. 
L’accélération est donc un vecteur polaire localisé au mobile. 
Comme le plan VMU a pour limite le plan osculateur en M 
a la trajectoire, l’accélération MJ est située dans le plan oscu- 


obtenir MU. Si l’on porte sur MH une longueur MI égale a — 


lateur. 
Pour obtenir les projections de l’accélération sur les axes coor- 
donnés, remarquons que la vitesse MV a l’instant ¢ a pees 


dx 
projection sur un axe, Ox par exemple, a? et la vitesse M,V, 
Vinstant eee ou son égale MU, a pour projection, sur le méme 


axe, a NS - La projection de-MH étant la différence des pro- 


a 


» 
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jections de MU et MV est donc A —t D’aprés cela, les projections 


de l’accélération moyenne MI = =r sont 
ny Lee Dye Oe 

Me See Te ae. i, ee 

Cph Rg ge Cong io Ce AE 


Faisant tendre A¢ vers zéro, on a pour les projections de I’accélé- 
ration MJ a Vinstant ¢ 


(MJ) —— 5 = 


Hodographe. — On raméne facilement la notion d’accélération 
a celle de vitesse. Par un point fixe arbitraire A, menons un vec- 
teur Am égal et paralléle a la vitesse MV du mobile a l’instant ¢ 
(fig. 33, IL). Quand ¢ varie, le vecteur Am change, et son extré- 
mité constitue un nouveau’ mobile parcourant une trajectoire h 
appelée hodographe. La vitesse mj de ce nouveau mobile est, a 
chaque instant, égale a Vaccélération du premier M. En effet, a 
linstant ¢+- At, le mobile m occupe une position m, telle que Am, 
soit égal et paralléle a M,V, ou a MU : par conséquent, mm, est 
égal et paralléle 4 VU ou a MH. La vitesse moyenne du mobile m 
pendant Vintervalle Ac est un vecteur mi dirigé suivant mm, et 


mm, 


égal a : celte vitesse moyenne mi est donc égale et paralléle 


a laccélération moyenne MI du premier mobile M. En faisant 
tendre A¢ vers zéro, on voit que la vitesse mj du mobile m a Vins- 
tant ¢ est égale a Vaccélération MJ du mobile M au méme 


instant. 
Soient, par exemple, 
(1) w@=at?+ bt+e, y=e@* Pr tice, g=a'+ b't+c"’” 


a, b,c, a’, b,c’, a’, b", c” désignant des constantes. La trajectoire est 
alors une parabole. 
Les projections de la vitesse sont 


d dz 
aoat+0,, i =a ts be 


4 ax 
(2) — =2at +b, oF 


dt 
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celles de Vaccélération 
5 = 2a, a In ——=2a 


sont constantes. L’accélération est donc constante en grandeur, direction, 
sens. Réciproguement, si, dans un mouvement, l’accélération est constante 
en grandeur, direction, sens, ce mouvement est défini par des équations de 
la forme (1). En effet, en partant des équations (3), on remonte successi- 
vement par des intégrations aux équations (2), puis aux équations (1). Ce 
mouvement sera étudié en détail a propos du mouvement des corps pesants 
dans le vide. 

[Il est important de remarquer que, si Vaccélération d’un mouvement est 
constante en grandeur, direction et sens, l’accélération moyenne pendant 
un intervalle de temps quelconque At a la méme valeur constante en 
grandeur, direction et sens. En effet, les 6quations (3) étant supposées 
satisfaites, on en déduit par ]'intégration les équations (2), qui donnent, 
pour les projections de l’accélération moyenne pendant le temps Ad, les 
mémes valeurs 2a, 2a’, 2a” que pour les projections de l’accélération a 
Pinstant ¢. 

Dans cet exemple, hodographe est une droite parcourue d’un mouye- 
ment uniforme. 


42. Accélération tangentielle et accélération normale (Huycens). 
— Supposons le mouvement défini géométriquement par la tra- 
jectoire et par l’expression de are MyM ous, compté positivement 
dans un sens déterminé M,S, en fonction du temps (fig. 34). 


Fig. 34. 


Soient a, 8, y les cosinus directeurs par rapport a des axes rec- 
tangulaires de la tangente MT menée a la trajectoire dans le sens 
des arcs positifs, et a’, 9’, y’ les cosinus directeurs de la normale 
principale MN comptée positivement de M vers le centre de cour- 


~ 
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bure principal C; soit enfin MC =< le rayon de courbure prin- 
cipal de la trajectoire. 
Des formules bien connues dues A Frenet et Serret donnent 


da a da 8’ dy 


On a évidemment 


ALAA LLAS ds dye ie, as dz ds 
Bf SD “7 == B— pens =e 


—_ = —_ — a4 ) = 
dt ds dt dt dt 
Différentions encore une fois par rapport a ¢, en ayant som 
d’écrire 
da duds 


a 
SS — 5 clots 2 
p 


dio vdsuat 


nous aurons pour les projections de Vaccélération 


dx ds “(%) 


Hit ode ae Nae 
dry a vs if as 
Ee ia Ms 0 (Z ;) : 
a _ as x 


Bei ; ds 
de ~ lar £(G)- 


t 


Ces formules s’interprétent aisément. Portons sur la tangente, 
en prenant MT comme sens positif, un segment MJ; dont la va- 


2 


leur algébrique J; soit —, et, suivant la normale MN, un segment 


d?s 

dt 2 
MJ, égal a -(G)- Les formules expriment que la projection de 
feecleretion MJ sur chacun des trois axes est égale a la somme 
des projections des deux grandeurs géomeétriques MJ, et MJ,; 
dans lespace, Vaccélération MJ est done la résultante des gran- 
deurs MJ, et MJ,, que on nomme accélération tangentielle et 


accélération normale. La projection J, de ’accélération MJ sur la 


a, At 
tangente MT s’écrit, en remplacant — par ¢, 
b) } 3 ds Pp b 


d2s dy deo ds t dp? 


ade dt © ds at m3) ds. 


i — 


La projection J, sur la normale MC est toujours positive : 


es ds\ 20 p2 
< 2 (ai) are 
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L’accélération MJ est donc située dans le plan osculateur, du 
coté de la concavité de la trajectoire. 


Exemples. — 1° Si le mouvement est rectiligne, p est infini, la compo- 
sante normale s’annule; l’accélération se confond alors avec sa composante 
tangentielle. Reciwnamicwent: si laccélération normale est constamment 
nulle, 9 est infini et la trajectoire est une droite. 

2° Si la vitesse est constante en grandeur, c’est-a-dire si le mouvement 
curviligne est uniforme, l’accélération tangentielle est nulle; Vaccélération 
est dirigée suivant la normale principale et varie en raison inyerse du rayon 
de courbure. Ainsi, lorsqu’un mobile parcourt une circonférence de rayon R, 
avec une vitesse de grandeur constante », l’accélération tangentielle est 


p2 
nulle; l’accélération J est normale et égale a = c’est-a-dire constante en 
grandeur et dirigée suivant le rayon. Réciproquement, lorsque, dans un 
certain mouvement, l’accélération tangentielle est constamment nulle, la 


vitesse est constante en grandeur et le mouvement uniforme. 

Emploi des dérivées géométriques. — On peut dire que le vecteur 
vitesse MV d’un mobile M est la dérivée géométrique, parrapport au temps, 
du vecteur OM joignant un point fixe O au mobile M. Cela résulte de la 
définition méme de la vitesse. 

Le vecteur accélération MJ est équipollent a la dérivée géométrique d’un 
vecteur Am, d’origine fixe A, équipollent & la vitesse : cela résulte de la 
définition de l’accélération a Vaide de Vhodographe. 


II. — TRANSLATION ET ROTATION D’UN SYSTEME 
INVARIABLE. 


43. Mouvement de translation. — On appelle systéme tnva- 
riable ou corps solide un ensemble de points invariablement liés 
les uns aux autres. 


D 


Un corps solide est animé d’un mouvement de translation 
quand il se déplace de telle fagon que tous les segments de 
droites, joignant les points du corps deux a deux, restent paral- 
léeles A eux-mémes. Pour cela, il suffit évidemment que le triédre 
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obtenu en joignant un point A du corps (fig. 35) a trois points B, 
C, D du corps, non situés dans un méme plan avec le point A, se 
deplace parallélement a lui-méme. 

Quand un corps est animé d’un mouvement de translation, tous 
les points du corps ont a chaque instant la méme vitesse et réci- 
proquement. En effet, soient A, (24, ¥1, 3) et Ao (Xo, Vo, 32) deux 
points quelconques du corps; le segment A, A, se déplacant paral- 
lélement a lui-méme, ses projections sur les axes 7.— 2%), 
Vo—YN1, 5.—% sont constantes. Leurs dérivées par rapport au 
temps sont done nulles, et lon a 
de, dz, 


dy, _ dy dz, d&» 
Raa dt 


ine ae in, ING 


(1) ? 
équations qui expriment que les deux points ont méme vitesse. 
Réciproquement, si tous les points du corps ont a chaque instant 
méme vitesse, le corps est animé d’un mouvement de translation. 
En effet, les deux points A, et A, ayant méme vitesse, on a les 
équations (1), d’ot l’on conclut enintégrant que £;— %2, Vi; — 2, 
'Z,;— S_ sont constantes, c’est-a-dire que le segment A,A, se dé- 
place parallélement a lui-méme. La vitesse commune a tous les 
points s’appelle vitesse du mouvement de translation. On voit 
immédiatement en différenuiant les équations (1) que, dans un 
mouvement de translation, tous les points ont, a chaque instant, 
la méme accélération, quon appelle accélération du mouvement | 
de translation. 


44. Rotation autour d’un axe fixe. Vitesse angulaire. Repré- 
sentation géométrique. — Quand un corps solide tourne autour 
d’un axe fixe AB (fig. 36), chaque point M du corps décrit un 
cercle perpendiculaire a |’axe, ayant son centre en P sur l’axe; sa 
vitesse est donc normale au plan MAB dans le sens du mouvement. 
Les arcs décrits dans le méme temps par deux points différents 
sont proportionnels aux distances de ces points a l’axe; les vitesses 
de ces deux points sont donc entre elles comme leurs distances a 
Vaxe. 

On nomme vitesse angulaire la vitesse des points situés a 
Punité de distance de l’axe; si on désigne par w cette vitesse 


angulaire, la grandeur de la vitesse V du point M est donc wMP, 
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MP étant la distance du point M a Daxe. Lorsqu’on définit le mou- 
vement de rotation en donnant en fonction de ¢t langle § dont le 


te : ame Behe ? ads) 
corps a tourné a partir d’une position initiale, w est égal a ae 


Pour déterminer les vitesses dans un mouvement de rotation a 
un instant ¢, il faut connaitre trois éléments : axe de rotation, 
la vitesse angulaire et le sens de la rotation. On représente ces 
trois éléments par un vecteur de la facon suivante : prenons sur 
axe de rotation AB un point quelconque A, et portons sur l’axe 
un segment Aw, de longueur w, dans un sens tel qu’un observateur, 
ayant les pieds en A et la téte en w, voie le mouvement de rotation 
seffectuer de sa gauche vers sa droite. La grandeur géomé- 
trique Aw ainsi définie représente la rotation : en confondant le 
mouvement de rotation avec le vecteur qui le représente, on dit 
souvent que le corps est animé d’une rotation Aw. Comme le 
point A, origine du vecteur, peut étre choisi ot l’on veut sur l’axe, 
on peut, sans changer la rotation, transporter le segment repré- 
sentauf w en un point quelconque de sa direction : une rotation 
est done représentée par un vecteur localisé sur une droite; ce 
vecteur est d’ailleurs avial (n° 34). 


Expressions analytiques des projections de la vitesse d'un 
point du corps. — Soient Aw (fig. 37) la rotation de vitesse 
angulaire »; p, 7, r ses projections sur les trois axes Ox, Ov, Oz 
supposés rectangulaires; Zo, Vo, Zo les coordonnées du point A. 
Soient M un point du corps ayant pour coordonnées x, v, 3; 
MV sa vitesse; V,, V,, V. les projections de cette vitesse sur les 
trois axes : ce sont ces quantités que nous allons calculer. 

Pour cela, remarquons que la vitesse V de M est en grandeur, 
direction et sens le moment de la rotation Aw par rapport au 
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point M; en effet, cette vitesse est égale & wm MP, perpendiculaire 


au plan MAw et dirigée de fagon qu’un mobile allant de A en o 
tourne dans le sens positif autour de V. On a donné (n° 9) les 


Fig. 37. 


Y 


projections du moment d’un vecteur par rapport a un point 2’, 
y', 2’. Appliquons ces formules au cas actuel, en remarquant 
quon prend le moment par rapport au point z, y, 3. Nous 
trouvons 


Vz= (2 — 20) — rly — Yo), 
Vee r(@— 2%) — p(sz— Zo), 


VS PU Mo) a 9 (2 =o): 
Lorsque le point A est a lorigine, ces expressions deviennent 


Vex=q72-Ty, V; 12 —— pe, Ve=py—qe. 


III. — VITESSE DANS LE MOUVEMENT RELATIF. 
COMPOSITION DES TRANSLATIONS ET DES ROTATIONS. 
VITESSES DES POINTS D’UN SOLIDE LIBRE. 


435, Mouvement relatif; vitesse. —- Imaginons un systéme inva- 
riable (S), animé d’un mouyement connu, et un point M mobile 
par rapport a ce systéme. Le systéme (S) sera, par exemple, la 
Terre, et le point M un point pesant abandonné a lui-méme 4 la © 
surface de la Terre et tombant suivant une verticale. Pour un 
observateur entrainé avec le systéme (5S), qu’on nomme systéme 
de comparaison, et ne se doutant pas du mouvement, le mobile M 
posséde, parrapport au systéme (S), un certain mouvement, appelé 
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mouvement relatif; la trajectoire, la vitesse, l’accélération de ce 
mouvement sont appelées trajectotre, vitesse, accélération rela- 
tives. Le méme point a, dans l’espace, un certain mouvement 
absolu. 

Dans la figure 38 on a représenté en C la trajectoire relative du 


Fig. 38. 


» 


mobile M par rapport au systéme de comparaison (S). Pendant 
que le mobile décrit cette courbe C invariablement liée a (S), le 
systéme (S) se déplace de telle fagon que, a Vinstant ¢, le mobile, 
le systéme de comparaison et la trajectoire relative occupent les 
positions M, (S) et C, tandis qu’a Vinstant ¢+ A¢ ils oceupent 
les positions M,, (S,) et C,. Le déplacement absolu du mobile — 
est MM,; le mobile va de M en M, en suivant une certaine trajec- 
toire C, qui est la trajectoire absolue. 

Appelons M’ la position qu’occupe a VPinstant ¢-+ Aé le point 
du systéme (S) qui coincidait avec M a Vinstant ¢ : le déplace- 
ment M’M, est le déplacement relatif du point M; le déplace- 
ment MM’ s'appelle déplacement d’entrainement. Le vec- 
teur MM, étant la somme géométrique des vecteurs M’M, et MM’, 
si l'on porte sur chacun de ces vecteurs des segments MWa, 
M’W,, MW., égaux respectivement aux quotients de ces vecteurs 
par At, ces segments seront la vitesse absolue moyenne, la vitesse 
relative moyenne et la vitesse d’entrainement moyenne; la pre- 
miére est la somme géométrique des deux autres : 


(Wa) =(W,r) + (We). 
Lorsque A¢ tend vers zéro (fig. 39), ces trois segments Ltendent 
vers la vitesse absolue V,, la vitesse relauve V, et la vitesse 
dentrainement V, : ona donc Végalité géométrique 


(Va) = (Vr) + (Ve). 


~ 


68 PREMIERE PARTIE. — NOTIONS PRELIMINAIRES. 

La vitesse d’entrainement V, est, d’aprés ce qui précéde, la 
vitesse du point du systéme (S) qui coincide avec M, a l’instant 
considéré, ou encore la vitesse que posséderait le point M si, dans 
la position qu’il occupe, il était invariablement lié au systéme (S). 


Fig. 39. 


Nous verrons plus loim comment on détermine laccélération 
absolue par une formule analogue avec un terme de plus. Mais 
auparavant nous donnerons quelques applications du théoréme 
précédent. 


46. Composition des translations. — Soient un systéme invariable S; 
animé d’une translation de vitesse V;, et un second systéme Sy animé par 
rapport a S; d’une translation de vitesse V2 ( fig. 40). 


La vitesse absolue V, d’un point M de Sz est la somme géométrique de 
la vitesse relative de M, qui est Vs, et de sa vitesse d’entrainement, qui 
est Vy. Les vitesses absolues des différents points de S, sont donc les mémes 
que si S, était animé d'une translation unique, dont la vitesse serait la 
somme géométrique des deux vitesses V; et Vz. On dit que les deux trans— 
lations se composent en une seule. De méme plusieurs translations se 
composent en une seule, dont la vitesse égale la résultante des vitesses des 
translations données. 


47. Systeme de deux rotations. — Soit un corps solide S$, animé 
dune rotation A,,; imaginons que ce corps S; entraine un axe Agws, et 
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qu’un corps solide.S, soit, par rapport a Sy, animé d’une rotation wp, 
autour de laxe Agu» (fig. 41). 
Cherchons la vitesse absolue d’un point quelconque M du corps S,. La 


Fig. 4r. 


vitesse relative du point M par rapport a Sy, est la vitesse V2 qu'il posséde 
dans la rotation w,: c’est le moment du vecteur «9 par rapport a M; la 
vitesse d’entrainement est la vitesse Vy que posséderait M si ce point était 
lié AS; : c’est la vitesse due a Ja rotation w;, ou le moment de », par rap- 
port a M. La vitesse absolue Vz de M est donc le moment résultant des 
deux vecteurs w, et 2 par rappori aM. Cette vitesse est indépendante 
de l’ordre dans lequel se succédent les rotations », et Wo. 
Examinons quelques cas particuliers : 


° Les rotations sont concourantes..Le moment, résultant de , et Wo, 
par rapport a un point quelconque M, est égal au moment de leur résul- 
tante w (fig. 42, 1°). La vitesse absolue du point M est donc la méme que 
sile corps S, était animé de la seule rotation A,w. 


2° Soient deux rotations paralléles w; et 2, ne formant pas un couple ; 
le systéme de ces deux vecteurs est équivalent a un vecteur unique Aw, 
que l’on obtient par une régle connue (n° 31), Done le moment résultant 
par rapport 4 un point M égale le moment de la résultante Aw. Les 
vitesses des différents points de S, sont donc encore les mémes que si le 
corps était animé de la seule rotation w (fig. 42, 2°). 

3° Dans le cas ot les deux rotations forment un couple, le moment ré- 
sultant étant égal a l’axe du couple, quel que soit le point M, tous les 
points du corps Sz ont méme vitesse. Les vitesses de ces points sont donc 


‘i 
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les mémes que si le corps So était animé d’une translation dont la vitesse 
serait égale a l’axe du couple ( fig. 43). 


Fig. 43. 
V 

Ww. 

M Ni 


set4 


48. Rotations en nombre quelconque. — Soit un corps S, animé d’une 
rotation A,o,, ce corps entraine un axe Agw, et un corps S5, dont le mou- 
vement relatif par rapport a Sy.est une rotation w2; le corps S, entraine 
un axe A33 et un corps S3, dont le mouvement relatif par rapport a S» 
est une rotation w 3; et ainsi de suite jusqu’a un corps S,, dont le mouve— 
ment relatif par rapport 4 S,_; est une rotation wy. 

Nous dirons, pour abréger, que de corps Sp est animé simultanément 
des rotations 1, 02, ..., ®n» Gherchons la vitesse absolue d’un point M 
invariablement lié au dernier corps solide Sy. Cette vitesse est égale au 
moment résultant du systéme de vecteurs ;, 9, ..-, W, par rapport au 
point M. Comme cette proposition a été établie pour le cas de deux rota- 
tions, il suffit, pour l’établir dans toute sa généralité, de montrer que, si 
elle est vraie pour (m-—1) rotations, elle est encore vraie pour n. Or la 


Fig. 44. 
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vitesse absolue d’un point M du corps S, est la somme géométrique de sa 
vitesse relative V, par rapport au corps Sp_,1 et de sa vitesse d’entraine- 
ment Ve (fig. 44). 

La vitesse relative de M par rapport a S,-; est la vitesse due a Ja rota- 
tion o,, c’est-a-dire le moment de w, par rapport a M; la vitesse d’entrai- 
nement du point Mest égale a la vitesse qu’il aurait s'il était invariablement 
lié au corps S,-,, c’est-a-dire au moment résultant de 1, w, ..., Wp—1 
par rapport aM : la vitesse absolue, qui est la résultante de ces deux mo- 
ments, est donc bien le moment résultant des vecteurs 4, 2, ..., Wy par 
rapport a M. Cette vitesse est indépendante de l’ordre des rotations. 
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Le probléme qui consisterait 4 combiner entre elles de la méme maniére 
des rotations et des translations se raméne au précédent, en remplacant 
chague translation par un couple de rotations. 

Cela posé, imaginons un second systéme de vecteurs w), 5, ..., Wp) 
équivalent au premier 0 1, W2, ..., ny, c’est-a-dire pouvant se déduire du 
premier par les opérations élémentaires. Les deux systémes de rotations 
représentés par ces vecteurs donneront au point M la méme vitesse; ils 
peuvent donc se remplacer un l’autre quand on ne considére que les 
vitesses. 

Voici les deux conséquences les plus importantes de ce fait : 


1° Un systéme de vecteurs est équivalent & deux vecteurs, dont Pun 
passe par un point pris a volonté. Done les vitesses des points du corps S, 
sont les mémes que si le corps était animé de deux rotations, doat lune 
passe par un point pris a volonté (Chasles), 

2° Un systéme de vecteurs est équivalent a un vecteur unique w passant 
par un point arbitraire O et a un couple d’axe OV». Donc les vitesses des 
points du corps S, sont les mémes que si ce corps était animé d’une rota- 
tion unique Ow, appliquée en un point arbitraire O, et d’un couple de ro- 
tations d’axe OVo, c’est-a-dire d’une translation de vitesse OV) (fig. 45). 


Fig. 45. 


1D! 


Quand le point O change, la rotation Ow reste la méme, la translation OV 
change, mais le produit ¢ = OV» cos(w, Vo) reste constant. 


Si DD’ est l’axe central du systéme des vecteurs 1, 2, ..., Wn, Ce SYS 
téme est équivalent aun vecteur unique w (rotation) dirigé suivant DD’ 
et A un couple d’axe minimum g (translation de vitesse g°) dirigé égale- 
ment suivant DD’. Les vitesses des points ducorps S, sont donc les mémes 
que s'il était animé d’une rotation » et d’une translation g dans la direc— 
tion de cette rotation; ce mouvement identique a celui d’une vis dans un 
écrou fixe s’appelle. mowveement hélicoidal; Vaxe DD’ est l’axe instantané 
de rotation et de glissement. 


49. Cas particuliers. — Signalons les cas particuliers suivants, qui sont, 
‘avec d’autres expressions, les différents cas étudiés dans la théorie des 
vecteurs (n° 26). Sile moment minimum g est nul, le systeme des rota- 


my 
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tions données est équivalent 4 une rotation unique autour de l’axe central. 
Si w est nul, le systéme est équivalent 4 une translation unique. Si w et Vo 
sont nuls, le systéme des rotations est équivalent a zéro; les vitesses de 
tous les points du corps S, sont nulles. 


50. Conséquences géométriques. — Il est évident que chacun des théo- 
rémes énoncés dans le premier Chapitre, sur la théorie des vecteurs glissants 
en donnera un sur les rotations et les translations imprimées 4 un corps Sp, 
si l'on remplace les vecteurs par des rotations, les couples par des trans- 
lations de vitesse égale a l’axe du couple, et le moment résultant relatif a 
un point M par la vitesse que posséde ce point dans le mouvement du 
corps. Les théorémes de Géométrie relatifs aux plans et a leurs foyers, aux 
droites conjuguées, aux droites de moment nul, auront des significations 
simples; par exemple, si un plan [] est invariablement lié au corps S, en 
mouvement, le foyer de II est le point de ce plan dont la vitesse lui est 
normale, etc. 

Le fait qu’un nombre quelconque de rotations et de translations appli- 
quées a un corps solide impriment a ses différents points les mémes 
vitesses qu’un mouvement hélicoidal, trouve sa véritable raison dans ce 
théoréme que, dans le mouvement le plus général d'un solide, les 
vitesses a un instant sont les mémes que dans un mouvement hélicoidal. 
C’est ce que nous allons démontrer. 


51. Distribution des vitesses dans un corps solide mobile. — 
Rapportons le mouvement a trois axes rectangulaires O, 2,, 4, 5, 


fixes dans lespace; et, pour définir la position du corps, suppo- 
sons trois axes rectangulaires mobiles Oz, y,  orientés comme les 
premiers, invariablement liés au corps (fig. 46). Il suffira de 
connaitre le mouvement de ces axes, qui sera défini par les expres- 
sions des coordonnées 2, Vo, Zo de lorigine mobile et des neuf 
cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes fixes en 


fonction du temps. Nous supposerons ces neuf cosinus donnés par 
le tableau suivant : 


~ 


CHAPITRE IJ. — CINEMATIQUE, 73 


Soit M un point du corps, ayant pour coordonnées 2, y, z par 
rapport aux axes mobiles, z,, y,, 3, par rapport aux axes fixes. 


Fig. 46. 
Viaibeze: 
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Les nombres w, y, 3 seront constants, car le point M est invaria- 
blement lié aux axes mobiles. 
Les formules de changement de coordonnées donnent 


Hy = Loh aH + ay t+ ayZ, 

Wi=JSot Pu + Bry + Bos, 

4, => Zot 6 bas Vai Heat Y24- 
En différentiant ces expressions par rapport a ¢, nous aurons 
les projections de la vitesse V du point M_ fig. 46) sur les axes 


fixes : 
ais day day da dx, de, 
Ei hue de a es. 
en dy; aoe dy» one d8 : dy ¥ aB, 
De ea. dh dh de 
Pic ads, tah dy oe dy dy ‘ dy» 
Nee Ma dpe ae de 


Pour interpréter ces formules d’une fagon simple, cherchons 
les projections de la vitesse V sur les axes mobiles, projections 
que nous appelons V,, Vy, Vz. On a évidemment 

Ys Va,+ B Vive a6 Vs, 
Vy =a, Vx,+ Bi Vy, 1 Ve; 
Vie da Veo ByV) tet, We 


Calculons les seconds membres en y remplacant V,., V,,, Vz, 
par les expressions ci-dessus, et remarquant que les quanttés 


telles que 
du. dB dy 


vv 


Br ate ae dt’ 


N 
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sont nulles, en vertu des relations 
g2 p2 + v2 eee hig 
Puis, tenons compte des relations 
a1 %2 + By Bo+ V1 72 = 0, Aa, + 88.-+ yyY2= 0, ao, + BBi+ yyi= 0, 


qui donnent, par différentiation par rapport a ¢, les formules 


dx, aby dy das dB» ay» hed, 
en Jone print leant SUP ae Pact tn gee ee 
day dB. ay. da. dB dy ) Me 
Ba ie ane (2 Wo Sh tae eae 7 
da dB Woe aay AB Ok 3 Aya hs 
Raced Oe Naural ay (« ae ae oe Ea" 


dont nous posons les deux termes égaux a des quantités p, qg, r. 


Nous trouverons ainsi 
Ve=Ve+q%2—Ty, 
(formules 


Whe es VME Rap ae ae 
fondamentales) f d qs; 


Vig Ve gen 


Vo, V), Vz désignant les projections de la vitesse V° du point O 
sur les axes mobiles : 


ax» dy dZo 
Pipa? ae tte 


Ces formules ont une signification simple. Elles montrent que 
la vitesse V de chaque point M du corps solide est la somme géo- 
métrique de deux vecteurs; lun V°, le méme pour tous les 
points M, égal et paralléle ala vitesse du point O; lautre w, variable 
avec la position du point M et ayant pour projections sur les axes 
mobiles gz — ry, rx — ps, py — qx. Le vecteur V° est la vitesse 
que posséderait le point M, si le corps solide était animé d’un 
mouvement de translation de vitesse V°; le vecteur wu est la vitesse 
que posséderait ce méme point, si le corps solide était animé d’une 
rotation Ow, ayant pour projections p, g, r sur les axes mobiles; 
cette rotation se nomme rotation instantanée. On exprime ce 
fait en disant que la vitesse d’un point quelconque de ce corps est 
la résultante d’une vitesse de translation égale a la vitesse 
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d'un point quelconque O du corps et d’une vitesse de rotation 

autour d'un axe passant par O. 


Les formules ci-dessus sont fondamentales pour la Cinématique. 


Quand le mouvement du corps solide est donné, les six quantités 


Abe Vis Ve, Ps Yr sont des fonctions connues du temps. Réci- 
proquement, si ces quantités sont données en fonctions du temps, 
on peut trouver le mouvement du triédre. (Voyez Lecons de 
Géométrie, de M. Darsoux, t. I, Chap. If, et Lecons de Cinéma- 
tique, de M. Korntes, p. 119.) 

Les composantes de la vitesse, suivant les axes fixes O,2,, 
O, 71, O.3,, se déduisent immédiatement de ce résultat. D’abord 
les projections de V° sur les axes fixes sont 


dx» dy dz. 
Lae ih SABE ea 


puis, en désignant par p,, qi, 7, les projections de la rotation 
instantanée Ow sur les axes fixes, on a, d’aprés les formules rela- 
uves aux rotations (n° 44), l’expression suivante pour la projection 
du vecteur wu sur l’axe Ox, : 


q(41— 4) — m(v1— Yo). 


La projection de la vitesse V sur Ox, est donc 


a sears Soe emule  eaaiieg Y aae Yo)3 


on a deux formules analogues pour V,, et V... 

52. Axe instantané de rotation et de glissement. Mouvement 
hélicoidal tangent. — L’état des vitesses des différents points du 
corps solide, étant le méme que si le corps était animé d’une rota- 
tion Ow et d'une translation OV°, est le méme que si le corps 
était animé de trois rotations simultanées, la rotation Ow et deux 
rotations w°, —w° formant un couple d’axe OV®. D’aprés ce que 
nous avons vu dans la théorie de la composition des rotations, 
état des vitesses sera le méme que si le corps était animé d’un 
mouvement hélicoidal autour de l’axe central du systéme de vec- 
teurs w, w°, —w°; les équations de cet axe s’obtiendront en cher- 
chant le lieu des points dont la vitesse est paralléle 4 la direction 
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de la rotation instantanée w (fig. 47). Ona ainsi pour les équa- 
tions de l’axe instantané DD! de rotation et de glissement, par 
rapport aux axes mobiles, 


D V8+g2—ry oVy+tre—pe_ VIE Py =I” 
(D) Riis pie sso | a 
Fig. 47. 
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et, par rapport aux axes fixes, 


d. 
—* + 91(41— 4) —T1(¥1— Yo) 


gine Pp 
(D1) 4 
“i + 71 (%,— Lo) — pil 41 — 40) 


q1 


g étant le glissement estimé positivement dans le sens de w, la 
valeur commune de tous ces rapports est 


dx dy dz 

pop Nae gV tues Plcge aden eee 

fact Pee eee : é oe 
w Pg? =o Pit irri 


Les cas particuliers qui peuvent se présenter sont les suivants : 
si f est nul, le glissement est nul; si f est infini, la rotation est 
nulle. 

Le mouvement hélicoidal ainsi défini est dit tangent au mou- 
vement réel du corps a Vinstant ¢, car Vétat des yitesses est le 


méme dans les deux mouvements, mais non celui des accéléra- 
tions. 


53. Grandeur de la vitesse d’un point du corps. — Prenons un point M 
du corps situé a une distance 6 de l’axe instantané de rotation et de glis- 
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sement DD’, La vitesse due a la rotation est un vecteur MU perpendicu- 
laire au plan MDD’ égal a #6; la vitesse due ala translation est un vecteur 
Mg égal et paralléle a g, La vitesse résultante V est done dans un plan 
perpendiculaire a 6; elle est donnée par 


KO 
V2 = w2024 92, tang VMg = ~. 


Si M est sur l’axe DD’, sa vitesse égale A g est dirigée suivant l’axe. 
Quand M décrit la droite 6 perpendiculaire 4 DD’, V engendre un parabo- 
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loide hyperbolique. Ces propositions donnent, sous une forme simple, la 
distribution des moments résultants autour de |’axe central dans un sys- 


téme quelconque de vecteurs, w étant la résultante générale et g le couple 
minimum (n° 17). 


54. Mouvement continu. — Le lieu géométrique de |’axe instan- 
tané de rotation et de glissement, dans le corps, est une certaine 
surface réglée © dont on obtiendrait l’équation en éliminant ¢ entre 
les équations (D) de l’axe par rapport aux axes mobiles; le leu du 
méme axe dans l’espace absolu, c’est-a-dire par rapport aux axes 
fixes, est une autre surface réglée Y, dont on obtiendrait l’équation” 
a l’aide des équations (D,). A un instant quelconque, ces deux 
surfaces ont une génératrice commune qui est l’axe instantané a 
cet instant. Elles sont de plus tangentes le long de cette généra- 
trice. En effet, imaginons un mobile M qui décrit une courbe 
quelconque située sur la surface fixe %, de fagon a se trouver, a 
chaque instant ¢, sur l’axe instantané constituant la génératrice 
commune a cet instant. Ce méme point décrira, par rapport au 
corps solide mobile, une courbe située sur la surface mobile & hée 
au corps. A l’instant ¢ la vitesse absolue V, de ce point M est tan- 
gente en M ala surface X,, sa vitesse V, relative au corps est tan- 


\ 
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7 
gente en M a la surface Y; enfin, sa vitesse d’entrainement Ve, 
dans le mouvement du corps, est dirigée suivant la génératrice 
commune MG, car, cette génératrice étant l’axe instantané de rota- 
ton et de glissement, tous les points du corps appartenant a cette 
droite ont uniquement une vitesse de glissement dirigée suivant la 
droite. Comme le vecteur V, est lasomme géométrique de V;, et Ve. 
ces trois vecteurs sont dans un méme plan. Le plan de Va et Ve, 
c’est-a-dire de V, et de MG, est tangent a la surface ¥,; le plan 
de V, et V_, c’est-a-dire de V, et de MG, est tangent a . Ces 
deux plans étant confondus, les surfaces ¥ et 2, sont tangentes au 
point M: comme ce point est pris arbitrairement sur la génératrice, 
les surfaces ¥ et Y, sont tangentes tout le long de la génératrice. 

Dans le cas particulier ot V; serait nulle, V, serait identique 
a V., et les deux plans tangents déterminés par MG et V,, MG 
et V, seraient encore confondus. 

On peut donc se représenter le mouvement général d’un solide 
de la fagon suivante, qui a été indiquée par Poncelet : 


Une surface réglée, lice au solide, se meut sur une surface 
réglee fixe, a laquelle elle est tangente suivant une génératrice 
et sur laquelle elle roule en glissant le long de cette généra- 


trice. 


Examinons quelques cas particuliers de ces théorémes. 


50. Le corps solide a un point fixe. — On peut prendre ce point 
fixe pour origine O des axes fixes et des axes mobiles. La vitesse 
du point O étant nulle, les vitesses des différents points du corps 
sont les mémes que si le corps tournait autour d’un axe passant 
par le point fixe (Kuler); cet axe se nomme axe instantané de 
rotation; Vaxe du mouvement hélicoidal coincide avec lui, mais le 
glissement du mouvement hélicoidal es¢ nul; la rotation instan- 
tanée seule subsiste. Le mouvement fini du corps s’obtient en fai- 
sant rou/er le cOne C de sommet QO, lieu des axes instantanés dans 
le corps, sur le cOne C, de méme sommet, lieu des axes instantanés 
dans lespace. 

Les points du corps situés sur une sphére de centre O forment 
une figure sphérique de forme invariable mobile sur cette sphére. 
Les cones C et C, de sommet O coupent cette sphére suivant deux 
courbes ¢ et c,, la premiére c invariablement liée a la figure sphé- 
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rique mobile, l’autre c, fixe sur la sphére. Le mouvement de la 


figure sphérique s’obtiendra en faisant rouler la courbe c liée a 
cette figure sur la courbe fixe c,. | 


56. Le corps se déplace parallélement & un plan fixe. — Les 
vitesses des différents points du corps sont alors paralléles 4 un 
plan fixe II : on peut considérer ce cas comme limite du précédent 
lorsque le point fixe O s’éloigne indéfiniment dans une direction 
perpendiculaire au plan If. Une sphére de centre O passant par un 
point déterminé du corps se réduit alors 4 un plan paralléle au 
plan II ou, si lon veut, ace plan lui-méme; tous les points du corps 
situés a un certain instant dans ce plan y restent indéfiniment et 
forment une figure plane de forme invariable mobile sur un plan 
fixe. Le mouvement hélicoidal instantané se réduit alors a une 
rotation dont l’axe est perpendiculaire au plan II. Le lieu des axes 
instantanés de rotation dans le corps est un cylindre C, dans 
Pespace un cylindre C, de génératrices perpendiculaires au plan IT; 
le mouvement fini s’obtient en faisant rouler sans glissement le 
cylindre C sur C,. Les points du corps situés dans le plan II forment 
une figure plane invariable dont le mouvement fait évidemment 
connaitre celui du corps entier. Les vitesses des différents points 
de cette figure 4 un instant ¢ sont les mémes que si cette figure 
tournait autour d’un point I de son plan, situé a l’intersection du 
plan II et de l’axe instantané : ce point Is’appelle le centre instan- 
tané de rotation de la figure plane. Le mouvement fini s’obtient 
par le roulement de la section droite c du cylindre C par le plan I 
sur la section droite c, du cylindre C, par ce méme plan. 


57. Roulement et pivotement d’une surface mobile sur une surface 
fixe. — Imaginons un corps solide mobile terminé par une surface rigide S 
assujettie a rester en contact avec une surface fixe S;. A chaque instant Z, 
un certain point A de la surface mobile S se trouve en contact avec un 
point A, de la surface fixe S,. Si, a l’instant ¢, 1a vitesse Vo du point A de S 
qui se trouve au contact n’est pas nulle, cette vitesse est située dans le 
plan tangent commun aux deux surfaces au point decontact: en effet, ima- 
ginons un mobile qui coincide 4 chaque instant avec le point géométrique 
de contact des deux surfaces : la trajectoire absolue C, de ce mobile est 
située sur S; et sa vitesse absolue V; est tangente a C;; sa trajectoire rela— 
tive C par rapport aS est située sur S et sa vitesse relative V est tangente 
a C; sa vitesse d’entrainement, dans le mouvement de S, est la vitesse Vo 


at 
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du point A de Sau contacta l’instant considéré. Comme V, est la résultante 
de V et Vo, le vecteur Vo, s'il n’est pas nul, est, ainsi que V, et V, situé 


Fig. 4g. 


dans le plan tangent aux deux surfaces en A. Les vitesses des différents 
points du corps solide mobile sont les mémes que si ce corps était animé 
d’une translation de vitesse Vo et d’une rotation Aw autour d’un axe pas- 
sant par A. 

On dit que la surface S roude et pivote sur S; quand, a chaque instant ¢, 
la vitesse du point A qui est au contact est nulle. Dans ce cas, Vo étant 
nul, les vitesses des points du solide mobile sont, a chaque instant, les 
mémes que si le corps était animé d’une rofation Aw autour d’un axe pas- 
sant par A: l’axe instantané de rotation et de glissement passe donc par A, 
et le glissement est nul. Le lieu de Aw dans le corps S est une surface 
réglée &, dans l’espace absolu une surface réglée 21; le mouvement s’obtient 
en faisant rouler © sur Xy. Le lieu du point A sur S est une courbe GC, 
intersection de © avec S; le lieu du point Ay sur S;, une courbe C,, inter- 
section de 2, avec S;: ces deux courbes roulent aussi l'une sur l'autre, 
comme il résulte de ce que V, est alors identique a V. La rotation instan- 
tanée Aw peut étre décomposée en deux: l'une Aw, normale aux deux 
surfaces qu’on appelle la vitesse angulaire de pivotement, l'autre Aw; 
située dans le plan tangent qui est la vitesse de roulement. Lorsque le 
mouvement est tel que la vitesse de pivotement w, soit constamment nulle, 
le mouvement de S sur S; est un roulement. 


IV. — ACCELERATIONS. THEOREMES DE CORIOLIS. 


58. Distribution des accélérations dans un solide en mouve- 


ment. — Dans le cas général, les projections de la vitesse d’un 
point M du corps sur les axes fixes w,, ),, 3, étant 

dx, psn 

—_—_ = by—7 

AE qi 71 1V1, 

dy, 

— = b+ rya,— py, 

dt + 11%1— P1321, 

dz, 


Bi = CE P11 Vi M1715 
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ou a, 6, ¢ désignent les quantités Ve, — 91 Zo +1 Yo) etc., on 
obtient les projections de l’accélération de ce pointen différentiant 
ces formules, qui donnent 


aa, da dz, dy 


aha dq, dry 
dt? DE EME aE CTE 


: j c mae is an dx 
ou, enremplacant les dérivées premiéres —+; --+ par leurs valeurs, 


dt 
réduisant et faisant pj + gj +r? =w2, 
a*x, da 
Eee ee mb pr(Prei-+ 911+ 1 51) 
Ww? #14 Ce. sed : 


Bae pe tt aly 


En ian les lettres, on aura de méme les expressions de 
dy, pie! d* 3, 
AA dB 
axes fixes. 


c’est-a-dire les projections de Vaccélération sur les 


59. Accélération dans le mouvement relatif. Théoréme de 
Coriolis. — Nous avons donné précédemment (n° 45) un théoréme 
d’une grande importance liant l'une a lautre ‘la vitesse absolue 
d’un mobile et sa vitesse relative par eer a un systéme (S). 
animé d’un mouvement connu. 


Yi 


Nous nous proposons d’exposer un théoréme du méme genre, 
liant Pune a l’autre l’accélération absolue et l’accélération relative. 
Nous allons employer une méthode analytique qui donne aussi le 
théoréme sur les vitesses, précédemment démontré par la Géomé- 
trie (n° 45). 


APPELL. — I. 6 
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Pour définir le mouvement du systéme de comparaison (S) par 
rapport auquel on étudie le mouvement relatif, nous supposerons 
trois axes mobiles Ozyz inyariablement liés a (S), et nous deéfi- 
nirons leur mouvement comine nous l’avons fait dans le n° 51. 
Soit M le point mobile : comme il se déplace a la fois dans le sys- 
teéme (S) et dans l’espace absolu, ses coordonnées par rapport aux 
axes mobiles x, y, z seront des fonctions du temps, ainsi que ses 
coordonnées absolues x,, y,, 5,. Ces coordonnées sont liées par 
les formules 2 

| l1= Lot ov+ uy + des, 
(1) 4 ya Yor Pa + Pry + Boz, 
] B= Sy tye+yyt yes. 


Le point mobile M a une vitesse et-une accélération absolues 
ayant pour projections sur les axes fixes 


dx, dy; dz, 


’ ’ ) 


dt dt 
Cx, ay, 024 
BE AE RAR 


(Va) 


oan) 


il a une vitesse et une accélération relatives ayant pour projections 
sur les axes mobiles 


de dy az ‘| 
(Vr) GEN aa an 
. 24 dy d2z 
Ge) de’ de? de 
et sur les axes fixes 
(oF oY out, 
Dan on dit oe 
dx dy nals 
Vr) oa ale Ge. Pa 
_ dx bis dy dz 
ap a ae ees 
f ae ay a? 3 
\ dt in) bees > de” 
12 x a? - az 
J; pals Yi gs: adm ASE 
(Ir) Oat begat Pt aa 
ad? x d*v 23 
Tek TENE pe Ne age 


CHAPITRE 11. 


— CINEMATIQUE. 


83 


Le point a aussi une vitesse et une accélération d’entrainement 
ayant pour projections sur les axes fixes 


\ dx, mis dz do day 
“dt Te dO gee 
(Ve) dy ab dy 3 abs 
dt dt dt dt 
Hes {daa dy dys aie. 
| ae ate Pan ae 
ad? x» iy ree aa, _ Bm, 
at? Air ae tikes Ea 
ay,  _a?8 d?B,  _ d? By 
(Je) aie wit alk ity a epee 
d? Z> dl? dy, a?» 
Gi git ae apa aes” 


formules obtenues en regardant x, y, 5 comme constantes, car on 
appelle vitesse et accelération dentrainement du point M la 
vitesse et Vaccélération qu’aurait ce point s'il était invariablement 
hé aux axes mobiles. 

En différenuiant une premiére fois les formules (1) par rapport 
at, on obtiendrait expression analytuque du théoréme démontré 
plus haut (n° 45) : 


la vitesse relative et de la vitesse d’entrainement. 


la vitesse absolue est la somme géométrique de 


Une seconde différentiation des formules (1) donne 


ar; a dy dz 
Valea ns (« HIG eee ae? a) 
d* xo dz. ax, A? th» 
©) : ( LOL TS MENU SRST Gia a) 
da dx | da dy da =) 
ie BEG doe abit at) aL), 


et deux-formules analogues pour les dérivées secondes de y, et 5,. 
Pour interpréter ces équations, considérons le vecteur J! ayant 
pour origine le point M et pour projections sur les axes fixes les 


quanutés 
BONS dz da du, dy diy dz 
ic lee ES at We Ges) a 
i Wt eee dB dx \ dB, dy ab @) 
(J") aot ar de ke aee aby” 
Fy tes dy dw dy dy | dy, dz\ 
EON AE ab Suche) ae hE eae 
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On appelle ce vecteur l’accélération complementaire. Les 
équations (2) expriment que la projection de Jq sur chacun des 
trois axes fixes est égale a la somme des projections de J;, Je et J 
sur le méme axe, c’est-a-dire que, dans l’espace, le vecteur Jaq est 
la somme géométrique de J,, Je et aj 


Laccélération absolue est donc la résultante de laccélé- 
ration relative, de Vaccélération dentrainement et de laccéle- 
ration complémentaire. 


Il reste & trouver une interprétation simple de J’: pour eela, 
cherchons les projections de J’ sur les axes mobiles J’,, J), Ji. Ona 


évidemment 
Ves adi + #35, +I), 


Le systéme de comparaison (S), par rapport auquel on étudie le 
mouvement relatif, constitue un corps solide ou un systéme inva- 
riable en mouvement. En appliquant a ce systéme les résultats de 
lV étude faite précédemment, nous savons que les vitesses de diffé- 
rents points de ce systéme invariable sont, a instant considéré, 
les mémes que si le systéme était animé d’une certaine translation 
et d’une rotation instantanée w@ ayant pour projections sur v les axes 
mobiles p, g, 7, avec 


Q 
dt pe 


Bea ae +7 = (uF dg veGh)> aes 
dt ENCE : 


Ces formules étant rappelées, on trouve immédiatement 


/ 


; 1g d 
We=2(97, So 


dt dt 
clea pat dz 
i de eae 


Il 


; dy dx 
UF 2(p gf), 


Si, donc on considére le point Vi. (fig. 50) ayant pour coordon- 


, x se bs 
nées par rapport aux axes mobiles ag Rae "est-a-dire l’extré- 


mité du vecteur OV; dorigine O eal et paralléle a la vitesse 
relative V,, les projections de J’ sur les axes x, y, z sont égales aux 
doubles des projections de la vitesse que prendrait ce point V%, si 
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Pangle wOV'., supposé invariable, tournait autour de l’axe Ow 
-supposé fixe, avec la vitesse angulaire w. Le vecteur J’ est done, 
en grandeur, direction et sens, égal au double de cette vitesse, 
c’est-a-dire au double du moment de w par rapport au point V/.5 i 
est appliqué au point M. On peut, en détaillant, le définir comme 
iulsuit : le vecteur J est perpendiculaire au plan w OV’, de l’axe ins- 
tantané et de la vitesse relative; il a pour grandeur le double du 
produit de w par la distance du point Va Paxe Ow, c’est-a-dire 
20V,sin(o, V,); enfin il est dirigé par rapport au plan wOV’, du 
cété ou la rotation instantanée w tendrait a entrainer l’extrémité V’. 
dune paralléle OV’, a la vitesse relative. 
En résumé, ona 


(Va) =(Vr) + (Ve), (Ja) = (Sr) + (Se) + (J’). 


te i SS 
Le vecteur J’ est nul si un des trois facteurs w, V,., sin (oan) est 


nul. Le cas le plus important est le suivant. 


60. Mouvement de translation des axes mobiles. Composition 
des mouvements. — Si w est constamment nul, Vaccéléralion 
complémentaire est toujours nulle. Pour qu'il en soit ainsi, il 
faut et il suffit que les axes mobiles aient un mouvement de trans- 
lation; l’accélération absolue Ja est alors la résultante de Uaccé- 
lération relative J, et de Vaccélération dentrainement J. 


4 


Fig. 51. 


Ce cas particulier du mouyement relatif porte le nom de com- 
position des mouvements. Pour définir le mouvement de trans- 
lation des axes mobiles, qu’on peut alors supposer paralléles aux 
axes fixes (fig. 51), il suffit évidemment de définir le mouvement 
d’un point O du systéme de comparaison, ce qu’on peut faire en 
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donnant la variation du vecteur O,O en fonction du temps; le 
mouvement relatif de M est défint de méme par la variation du 
vecteur OM. Le mouvement absolu de M, défini par la variation 
du vecteur résultant O,M, s’appelle mouvement résultant des 
deux premiers; d’aprés ce qui précéde, la vitesse et Paccélération 
de ce mouvement sont les sommes géométriques des vitesses et 
des accélérations des deux mouvements composants. 


61. Formules générales donnant la vitesse et l’accélération d’un 
point rapporté 4 des axes mobiles. — Soit un triédre mobile 
Oxyz animé d’un mouvement connu : appelons comme plus haut 
V", V9, V2 les projections de la vitesse absolue V° de lorigine O 
sur les axes Ox, Oy, Os, et P, 7," les composantes de la rotation 
instantanée du triédre Oxyz suivant ces mémes axes. 


Vitesse. — Considérons un point mobile M ayant par rapport 
aux axes Oxyz les coordonnées x, y, 2. La vitesse relative V, du 
point M par rapport au triédre a pour projections sur les axes 
mobiles 
la vitesse d’entrainement V, du méme point a pour projections 
(n’ 51) 

| Vo+g4—Ty, 
(V.) Ve+re— pz, 
] Vet py 


Gx. 


La vitesse absolue V, du méme point étant la résultante de V, 
et V, a pour projections 


: dx . 
Vax = ih aM Voor Ur S aR hie) 
7 ; dy vo 
(3) Viv = om SY H-re—pZ, 
dz 
Vie y gan 
Pie ern Vi+py—qex 
Accélération. — Pour obtenir les projections de |’accélération 


absolue Jz du point M sur les axes Oxyz, il suffit de se reporter a 
la détermination de l’accélération a laide de l’hodographe (n® 41). 
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Par un point fixe A, menons trois axes Az), Ay,, As, paralléles 
a Ox, Oy, Oz et un segment Am égal et paralléle a la vitesse 
absolue V, du pomt M. L’accélération cherchée J, est égale et 
parallele a la vitesse absolue du point m. Or ce point m a pour 
coordonnées par rapport aux axes AL V1.3 


(m) %,= Vaz, jee Vay, 3, = Vaz3 


la vitesse de Vorigine A est nulle et la rotation instantanée du 
triédre Ax, y, 5, est identique a celle du triédre paralléle Oxrys : 
les projections sur Azv,y,3, ou sur Ozys de la vitesse absolue 
du point m sont donc, d’aprés les formules analogues a (3), 


dz, 
8 Fae see hah 


Ona, par suite, pour les projections de l’accélération absolue Jy, 


ava : 
Jax = re + 9Vaz—T Vay; 
pee 
(4) Jay = p> +1 Va2— P Vaz, 
AV a: 
Jaz = re == PV ay qVax- 


Ces formules permettraient de retrouver, sous une autre forme, 
le théoréme de Coriolis. 


EXERCICES. 


1. Déterminer la trajectoire d’un mobile sachant qu’elle est plane et que les 
composantes tangentielle et normale de l’accélération sont constantes. 


Réponse. — En comptant le temps ¢ a partir d’un instant convenable, et Varc 
de trajectoire s a partir d’une origine convenable, on trouve 
y? ha 
Sa, BO, nee s, 


iy 


ot o est le rayon de courbure, a et 6 des constantes, La trajectoire est une spi- 


‘ 
rale logarithmique. 

2. Un mouvement qui a lieu dans un plan est défini par deux équations faisant 
connaitre les coordonnées' polaires du mobile ret 6 en fonction du temps. On 
demande de calculer soit directement, soit comme application de la théorie du 
mouvement relatif, les composantes de la vitesse et de l’accélération suivant le 
rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur. 


» 
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Réponse. — Composantes de la vitesse, 
dr d$ 
EN ers Ase 
di 5 dt? 


de Vaccélération, 
(diy? 1d ay 
te Tuas en 7 


3. Un mobile parcourt une lemniscate 
r?= 2a’ c0s26 


avec une vitesse de grandeur constante a. Exprimer les coordonnées du mobile 
en fonction du temps et calculer l’accélération, (Cet exercice exige la connais- 
sance des fonctions elliptiques. ) ; 


Réponse. — Soit s arc de courbe compté a partir du point oi 8=o,. On 
trouve 
2a*dr 
= S , 
ay? Ve@+r)(2e@—r) 
d’ot - 
2 : ; 
n= ay 2ent, cos§ = dnt, sinf = Sat, 
V2 


le module des fonctions elliptiques étant —; on en déduit immédiatement x et y 


V2 


en fonction du temps. 


4. Démontrer que, dans un corps solide en mouvement, a un instant donné : 
a. Le lieu des points du corps qui ont des yitesses concourant en un point donné 
est une cubique gauche; 
b. Le lieu des directions de ces vitesses, un cone di@second degré; 
c. Le lieu des points dont Ja vitesse a Ja méme grandeur, un cylindre de révo- 
lution autour de l’axe du mouvement hélicofdal (Castes). 


5. Mémes questions pour les accélérations. 


6. Dans un corps solide en mouvement, les plans normaux aux trajectoires des 
points du corps situés dans un méme plan passent par un méme point; les plans. 
normaux aux trajectoires des points situés sur une droite D passent par une 
droite A; les plans normaux aux trajectoires des points d’une surface d’ordre m 
enveloppent une surface de classe » (CHASLES), (Ces propriétés résultent immé- 
diatement des propriétés des plans et de leurs foyers, indiqués dans le n*-17.) 


7. Les plans normaux aux trajectoires de deux points quelconques a et b du 
corps rencontrent l’axe D de rotation et de glissement en deux points a, 8, qui 
sont les pieds des perpendiculaires abaissées des points a et 6 sur lui. De sorte 
quon a 

«8 = abcos(ab, D) ( CHASLEs ). 


8. Si Pon considere les vitesses que possédent au méme instant les différents 
points d’un solide comme des droites indéfinies, ces vitesses forment un complexe 
du second ordre dont les coniques sont des paraboles (exercice identique a l’exer- 
cice 8, p. 50), 
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9. Dans un corps solide en mouvement, on projette A un instant Z les vitesses © 
des différents points du systéme sur un plan perpendiculaire a l’axe central; 
démontrer que ces projections sont perpendiculaires aux droites joignant les pro- 
jections des points sur le méme plan au pied de l’axe sur ce plan. 


10. Construction de Vaxe instantané de rotation et de glissement d’aprés 
Poncelet. — On méne par un point arbitraire O de lespace trois vecteurs OV, 
OV’, OV" égaux aux vitesses de trois points M, M’, M” du corps; l’axe instantané 
est perpendiculaire au plan = des trois points V, V’, V”. Projetons sur ce plan 


deux des points M et M’ en m et m' et leurs vilesses en mv et m''; les perpen- 


diculaires élevées en m et m’ a mv et my’ se coupent au pied de l’axe sur le 
plan x. L’axe est donc déterminé. i 


11. Un corps solide est mobile autour d’un point fixe O. Démontrer que, si 
Paxe instantané de rotation est fixe dans le corps, il est aussi fixe dans l’espace, 
et que le mouvement du corps se réduit a une rotation autour d’un axe fixe. 

Réciproquement, si l’axe instantané est fixe dans l’espace, il est aussi fixe dans 
le corps. 


12. On considére une courbe gauche rapportée a des axes fixes 0,2,7, 4%, et 
sur cette courbe un point mobile O dont les coordonnées sont des fonctions don- 
nées de l’arc s. On suppose que le mouvement du point O est défini par l’équa- 
tion s=Z, et lon considére le triedre trirectangle Owyz formé par la tan- 
gente Ow dans le sens du mouvement, la normale principale Oy dans le sens du 
rayon de courbure principal po, et la binormale Oz. 


a. Trouver les composantes p, g, r de la rotation instantanée du triedre mobile 
suivant les axes mobiles. 


j I I Aah 
Réponse. P= — = 7 = 0; (et (t, rayon de torsion). 
a p 


b. Trouver les équations de l’axe instantané de rotation et de glissement. 


13. Démontrer, en vertu de la propriété précédente, que si ° —const., la 
T 
courbe est une hélice tracée sur un cylindre quelconque (BERTRAND). 
[On considére un triédre auxiliaire O, 2’ y's’ ayant son origine fixe et ses arétes 


paralléles aux axes mobiles Oxy. Si ® = const., Vaxe instantané de rotation de 


v 
ce nouyeau triédre est fixe dans le triédre, par conséquent fixe dans Vespace 
(exercice 11), et la tangente Ow a la courbe fait avec la direction de cet axe fixe 
un angle constant.) 


14. Une droite AB de Vespace est invariablement liée 4 un axe fixe Oz, autour 
duquel elle tourne avec une vitesse angulaire constante w. Un corps solide C, 
invariablement lié 4 la droite AB, tourne autour de celte droite avec Ja méme 
vitesse angulaire relative w. 

Trouver, pour ce corps solide C, l’axe instantané de rotation et de glissement, 
la surface réglée fixe 4, et la surface réglée mobile &. 


15. On fait rouler un cylindre de réyolution (C) dans un cylindre de réyo- 
lution (C’) de rayon double, en le faisant glisser en méme temps parallélement 
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aux génératrices, de telle facon qu’un point du cylindre (C) décriye une droite 
fixe rencontrant nécessairement l’axe du cylindre (C’). 

Déniontrer que, dans ce mouvement, tous les points du solide mobile décrivent 
des ellipses. 

Ce mouvement est, en excluant le cas d’un déplacement paralléle a un plan 
fixe, le seul dans lequel tous les points de la figure mobile puissent decrire 
des courbes planes. (Voir DArBoux, Comptes rendus, t. XCII, ou Annales de 
UEcole Normale, 1890.) 


16. Démontrer qu’on peut obtenir le déplacement continu d’un corps solide par 
le procédé suivant, imaginé par Poinsot. Un cone C de forme invariable, lié au 
corps solide, roule, sans glisser, sur un céne C, de forme invariable, animé d'un 
mouvement de translation. ‘ 

(La démonstration se fera facilement en prenant un point fixe quelconque O 
dans le corps solide et étudiant le mouvement relatif du corps par rapport a des 
axes Ox'y's' de directions fixes menées par O.) 


{7. Le lieu des axes de courbure des trajectoires des différents points d’une 
droite le long de cette droite est un hyperboloide; le lieu des centres des sphéres 
osculatrices est une cubique gauche (MANNHEIM). 


18. Sur le théoréme de Coriolis, — Si la rotation instantanée w du systéme 
de comparaison est la résultante des deux rotations w’ et w”, laccélération com- 
plémentaire J’ est la résultante de deux accélérations complémentaires qui 
seraient dues aux rotations composantes w’ et w’. 

Si la vitesse relative V_ est la résultante de deux vitesses relatives Wosete Vee 
Vaccélération complémentaire’ J’ est la résultante des deux accélérations comple- 


mentaires qui seraient dues aux vitesses composantes V). et V;- ( RESAL). 


CHAPITRE III. 
-PRINCIPES DE LA MECANIQUE : MASSES, FORCES. 


La Mécanique repcse sur un petit nombre de principes qu’il est 
impossible de vérifier directement et auxquels on a été conduit 
par une longue suite d’inductions : les conséquences qu’on en 
déduit sont vérifiées par lobservation, La premiére idée de ces 
principes remonte a Galilée qui, dans |’étude des lois de la chute 
des corps (plan incliné, pendule, mouvement parabolique), a 
introduit les notions d’inertie, d’accélération, de composition des 
mouvements. Huygens fut le continuateur de Galilée dans la 
théorie du mouvement d’un point : il étudia le premier le mouve- 
ment d’un systéme matériel; enfin Newton étendit le champ de la 
Mécanique par la découverte de la loi d’attraction universelle. 

Il nous est impossible, dans cet Ouvrage, de faire la critique des 
principes de la Mécanique. C’est la une question des plus délicates 
qui demande de nouvelles recherches. On pourra consulter, a ce 
sujet, ’Ouvrage de M. Maca, Die Mechantk in threr Entwicke- 
lung historisch-kritisch dargestellt; le troisiéme Volume des 
OEuvres du célébre physicien Hervz, Die Principien des 
Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt, analysé 
par M. Poincaré dans la Reoue générale des Sciences, en 1897; 
les Lecons de Mécanique élémentatre, de Bonner (Mallet-Bache- 
lier, 1858); V Etude des théories de la Mécanique, par M. Bovasse 
(Carré, 1895); les Legons de Mécanique physique, de M. Anpravr; 
les Lecons de Mécanique, de M. Boussinesg; citons encore, au 
point de vue pédagogique, une note de M. Vascuy, Sur la déft- 
nition des masses et des forces (Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, janvier 1895), et un article de M. Picarn intitulé 


, 
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Une premiére lecon de Mécanique (L’ Enseignement mathé- 
matique, 15 janvier 1900, Carré et Naud). 

Nous adopterons un mode d’exposition emprunté presque 
textuellement 4 M. Bionpior, professeur a l'Université de Nancy 
(Notions de Mécanique a usage des éléves de Physique, Auto- 
eraphie, Nancy, 1896), et s’inspirant surtout de Kirchhoff et de 
M. Mach. 


I. — PRINCIPES. 


62. Axes fixes. — Nous rapporterons les positions de tous les 
corps & unsystéme d’axes que nous appellerons, par définition, 
axes absolument fixes : ce systéme d’axes est un triédre dont le 
sommet est au centre de gravité du systéme solaire et dont les 
arétes sont dirigées vers trois des étoiles appelées elocles fixes. 


63. Temps. — Le temps en usage est le temps moyen défini en 
Cosmographie. 
64. Point matériel. — Afin de commencer par le probléme le 


plus simple, on étudie d’abord le mouvement d’une portion de 
matiére assez petite pour qu’on puisse, sans erreur sensible, déter- 
miner sa position comme celle d’un point géométrique. Une telle 
portion de matiére s’appelle un point matériel. On considére 
ensuite les corps comme formés par la réunion d’un trés grand 
nombre de points matériels. 

En méme temps qu’il change de position, un point matériel 
peut tourner et se déformer, mais nous ne nous occuperons ici 
que de sa position, et non de la maniére dont il peut tourner et se 
déformer. 

L’observation et l’expérience montrent que les points matéricls 
agissent les uns sur les autres :-ainsi les points matériels qui con- 
stituent un corps appelé solide agissent les uns sur les autres de 
facon & maintenir, 4 peu de chose prés, la forme du corps quand 
on cherche a le déformer; deux points électrisés s’attirent ou se 
repoussent,; etc. 


65. Principes. — Premier principe. — Tout point matériel 
supposé seul ne prendrait pas d’accélération. 
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On peut encore exprimer ce principe en disant qu’un point 
matériel supposé seul conserverait sa vitesse en grandeur, direc- 
tion et sens; il aurait, par rapport aux axes fixes, un mouvement 
rectiligne uniforme, qui pourrait étre nul. Ce principe est connu 
sous le nom de principe de Vinertie. 


Deuxiéme principe. — Deux points matériels déterminent l’un 
sur l’autre des accélérations dirigées suivant la droite qui les joint, 
et en sens opposé | voir lune des deux figures ci-dessous (fig. 52) |. 


L’étude des conditions dans lesquelles ces accélérations se pro- 
duisent fait partie de la Physique expérimentale : cela pourra étre 
parce quils sont électrisés, ou parce quils se pressent mutuel- 
lement, ou par suite de I’attraction newtonienne, etc. 


Troisiéme principe. — Le rapport des valeurs numériques des 
accélérations que deux points matériels quelconques A et B déter- 
minent l’un sur l’autre est constant; autrement dit, ce rapport est 
le méme quelles que soient les conditions physiques qui pro- 
duisent Vaccélération, que ce soit lélectrisation, la pression 
mutuelle, Vaction newtonienne, etc. 

Cela étant, nous pouvons exprimer le rapport de l’accélération 
de B a laccélération de A par une fraction dont le numérateur sera 
un nombre choisi arbitrairement, que nous désignerons par le 
symbole m,, et le dénominateur, un autre nombre m,, ne dépen- 
dant que de la nature des points A et B . Nous avons ainsi 


accélér. de B ma 
accélér. deA - mp 


Si maintenant nous mettons en présence de A, non plus le 
point B, mais un autre point matériel C, nous pouvons de méme 
exprimer le rapport des accélérations de C et de A par une fraction 
dont le numérateur est le nombre m, déja choisi, et le dénomina- 
teur un autre nombre mg caractéristique de l’ensemble des points A 


‘ 
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et C. Nous aurons encore ici 


accélér. de G ms 


accélér. de A Me 


De méme pour tous les points D, E, F, ... qu’on mettrait en 
présence de A: pour chacun de ces points on a un dénominateur 
particulier my, Mg, Mp, 

Formons le tableau des nombres m,y, my, ... définis comme il 
vient d’étre dit : 

TS rps) MIDORI Sey MIL: 


Ce tableau nous permet de répondre a la question suivante : Le 
point A et un autre point quelconque K étant mis en présence, 
trouver le rapport des accélérations qu’ils déterminent l'un sur 
Pautre. Pour cela, on n’aura qu’a écrire 


accélér. de K my 


accélér.de A mx 


Mais il y a plus : ce tableau peut nous servir a résoudre un pro- 
bléme d’un type beaucoup plus général, grace a la proposition 
suivante qui compléte le troisiéme principe : 

Le rapport des accélérations que deux points matériels quel- 
conques P et Q déterminent lun sur l’autre est égal au rapport 
d’accélération du point P et d’un autre point quelconque, tel que A, 
divisé par le rapport d’accélération du point Q et du point A; ce 
qu’on peut écrire 
rapp. daccélér. de P et A 
rapp. d’accélér. de Q et A 


rapport d’accélér. de P et Q = 


Le tableau des nombres my, mp, ... nous met donc en état de 
répondre a la question suivante: Trouver le rapport d’accélération 
de deux points matériels queleonques. Ce rapport est égal a Vin- 
verse du rapport des nombres m correspondants dans le tableau. 
(On remarque Vanalogie entre les propriétés de ce tableau et 
celles du tableau des équivalents chimiques. ) 


Définition. —- Les nombres my, mg, mc, ... s'appelient les 
masses des points A, B, CG, 

Résumons ce qui précéde. Le rapport des masses de deux points 
est, par définition, Vinverse du rapport des accélérations que 
chacun d’eux détermine sur l'autre; la valeur numérique de une 
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des masses ayant été choisie arbitrairement, les valeurs de toutes 
les autres sont déterminées. 


Quatriéme principe. — L’accélération que détermine sur un 
point matériel quelconque M l’ensemble de plusieurs systémes 
matériels S,, Sy, S3, ... s’obtient en composant, d’aprés les régles 
de la composition des vecteurs, les accélérations que détermine- 
raient isolément les systémes S,, S., Ss, ... agissant successive- 
ment sur le point M. 

Ces faits ne sont rigoureusement vrais que pour les mouvements 
absolus rapportés au systéme d’axes fixes indiqué. Mais ce n’est 
qu’en Astronomie ou dans le cas de quelques expériences tout a 
fait exceptionnelles (comme le pendule de Foucault, par exemple) 
qu’on a besoin de se servir de ce systéme d’axes. Dans l’immense 
mayjorité des cas, il est permis de prendre un systéme d’axes lié a 
la Terre : il n’en résulte aucune inexactitude appréciable, comme 
le montre l’observation, d’accord avec la théorie des mouvements 
relatifs. 


66. Des forces. — Le mot force n’entre pas dans les principes 
de la Dynamique, tels que nous venons de les donner. On peut, en 


Fig. 53. 


2) 


M 


F 


effet, s’en passer. L’objet de la Dynamique est le suivant : « Sachant 
quels sont les mouvements qui se produisent dans certaines con- 
ditions données, prévoir quels sont les mouvements qui se produt- 
raient dans d’autres conditions données. » Il n’est question, dans 
ce probléme, que de corps ef de mouvements, et il n’est pas 
nécessaire de faire intervenir un troisiéme élément. 

Il y a toutefois avantage, au point de vue de labréviation, de 
faire la convention suivante : Lorsqu’un point M de masse m 
éprouve une certaine accélération J déterminée par la présence dun 
ou de plusieurs autres points matériels, nous dirons convention- 


‘ 
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nellement que M est soumis, de la part de ce ou de ces points maté- 
riels, @ une force égale 4 mJ en grandeur, en direction et en sens. 
Cest ce vecteur mJ qui est par définition la force agissant sur M. 
Si on le désigne par F, on a la définition (F-) = m(J) en grandeur, 
direction et sens. On voit que la force est une notion dérivée, 
définie a l'aide d’autres quantités : le vecteur force est un vecteur 
polaire comme I’accélération. 


67. Principe de l’égalité de l’action et de la réaction. — Newton 
a énoncé, sous le nom de principe de Végalité de laction et de 
la réaction, la loi suivante : Si un point M est sollicité par une 
force F due a la présence d’un autre point M’, cette force est 
dirigée suivant MM! et le second point M’ éprouve de la part de M 
une force égale et directement opposée a F. Newton exprime ce 
fait en disant que la réaction est égale et opposée a l’action. Ce 
principe est implicitement contenu dans ceux que nous avons 
donnés. En effet, si le point M de masse m est soumis a une 
force F, cela veut dire qu’il a une accélération J égale, géomé- 


{ 


triquement, a (3): D’aprés notre deuxiéme principe, le point M’ 
mM 
éprouve une accélération de sens contraire, numériquement 
égale a 
m F m EF 


m m Fite aT 


autrement dit, il est soumis a une force F de sens contraire a la 
premiére. C’est la loi de Newton. 

Le principe de Végalité de l’action et de la réaction s’étend 
immédiatement aux actions mutuelles de deux systémes de 
points (S) et (S’‘). 

Si les points du systéeme (5) exercent sur ceux de (S') cer- 
taines forces, inversement les points de (S') exercent sur ceux 
de (5) des actions représentées par des forces égales et direc- 
tement opposées Aux premieres. 


C’est ainsi que, si l’on exerce avec la main des pressions sur un 
mur, ce mur réagit sur la main en produisant sur elle des forces 
égales et directement opposées; quand un cheval tire une voiture, 
les actions d’un des traits sur la voiture sont égales et directement 
opposées a celles de la voiture sur le trait, etc. 
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68. Composition des forces. Résultante. — Le quatriéme prin- 
cipe donne immédiatement la régle de la composition des forces. 
Un systéme S, agissant seul sur le point matériel M lui commu- 
nique une accélération J, : il produit done sur le point une force F, 
définie par légalité géométrique (fig. 54) 


CE I) 


De méme un deuxiéme systéme S, agissant seul communique au 


Fig. 54. 


point M, dans les mémes conditions de position et de vitesse, une 
accélération J» et produit sur le point une force 


(Fy) =m (Ia). 


...Un dernier systéme S, agissant seul communique au point M 
une accélération J, et produit par suite une force 


CE) = 770 (5): 


Lorsque toutes ces forces agissent en méme temps sur le point M, 
dans les mémes conditions, elles lui communiquent une accéléra- 
tion J égale a la somme géométrique J,, Jn, 2.6, In: 


ese Cre tae a): 


La valeur F de la force unique qui communiquerait au point 
cette méme accélération J (fig. 54) est 


GH y= i770 
on aura donc 
(FP) = (Fi) +(F2) +...4+ (Fn). 
Cette force unique, qui se nomme résultante des forces don- 


APPELL., — I. 7 
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nées Fy, Fy, ..., Fy, est donc, a chaque instant, représentée par le 

vecteur résultant des vecteurs représentatifs de F,, F3,..., Fn. 
On peut donc appliquer, ala composition et ala décomposition 

des forces agissant sur un méme point, tout ee quia été dit sur la 

composition et la décomposition des vecteurs concourants. 


69. Equations du mouvement. — Soit un point M de masse me 
sollicité par des forces représentées a Vinstant ¢ par les vecteurs 
Fy, Fo, ..., Foe Appelons 2, y,-2 les coordonnéeés du. point ym, 
(Mig Vay Livy Xb, Lig ly 22185 (Me Vian Ze) Seoaprojectioussdes 
forces sur les axes; les projections X, Y, Z de leur résultante F 
sont 


(F) Xe SY eae ere 


les projections de Vaccélération J sont 
proj 


(J) aa d*y d?z 


La relation géométrique (EF) = m(J) donne donc, pour les pro- 
jections sur les axes, les relations 
aa ay arz 


1 (ji aN. Ho Ns je 
i) dl? ; dt? dl? : 


qui sont les éguations du mouvement. 
Dans le cas le plus général qui puisse se présenter, la résul- 
tante F dépend de la position du point, c’est-a-dire de x, y, 3, de 
dz dy~dz 


sa vitesse, c’est-a-dire de —; —, —, et du temps; on aura donc 
UE Bhi at 


: aL “dye az 
(2) X.= alge es CS SS yes 
Gir epee relay) 
et pour Y et Z des expressions analogues. Pour trouver le mouve- 
ment du point sous laction des forces données, il faudra intégrer 
les équations du mouvement, qui sont des équations différentielles 
du second ordre définissant x, y, z en fonction de /. 


Nous nous bornons a indiquer cette question, qui sera détaillée 
au commencement de la Dynamique. 


70. Equilibre. — Plusieurs forces appliquées a un point maté- 
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riel se font équilibre lorsque, le point étant au repos, ces forces 
ne lui impriment aucun mouvement. La somme géométrique des 
accélérations dues a ces forces est alors nulle; donc la somme eéo- 
métrique des forces, c’est-a-dire leur résultante, est nulle. Cette 
condition nécessaire de l’équilibre est évidemment suffisante. 

En général, un systéme matériel soumis a l'action de certaines 
forces est en équilibre si, ce systéme Gtant au repos, ces forces ne 
lui impriment aucun mouvement. 


Tl. Statique; Dynamique. — La partie de la Mécanique dans 
laquelle on étudie les conditions que doivent remplir les forces 
appliquées 4 un systéme de points, pour que léquilibre existe, se 
nomme la Statique. La partie de la Mécanique dans laquelle on 
étudie les relations qui lent les forces aux mouvements qu’elles 
produisent est la Dynamique. 

Nous commencerons par l'étude de la Statique, quin’est qu’une 
Géométrie d'un genre particulier; nous traiterons ensuite la Dyna- 
mique. Get ordre se trouve justifié par cette considération que, 
grace 4 un principe di a d'Alembert, la mise en équation dun 
probleme de Dynamique peut étre ramenée a la résolution d’un 
probleme de Statique. me 

Dans Vordre historique, la Statique est la partie la plus ancienne 
de la Mécanique. La Statique remonte, en effet, Jusqu’a Archi- 
méde, qui a donné le principe du levier dans son Livre De equi- 
ponderantibus. Quant ila Dynamique, elle ne fait son apparition 


-qu’avec les découvertes de Galilée. 


II. — UNITES DE MASSES ET DE FORCES; HOMOGENEITE. 


72. Pesanteur; poids. — Un point pesant tombant, sans vitesse 
initiale, d’une petite hauteur, prend, par rapport a la Terre, un 
mouvement rectiligne uniformément accéléré, suivant la verticale. 
L’accélération g de ce mouvement, variable avec la latitude et 
altitude, a pour valeur, 4 Paris, 9,808, Punité de temps étant la 
seconde. En vertu du mouvement de la Terre, 4 ce mouvement 
relatif correspond un mouvement absolu qui n’est pas rectligne 


et uniforme; il faut en conclure que le poimt pesant est soumis a 
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une force ala surface de la Terre; cette force est Pattraction de 
la Terre. 

‘Quand un point matériel pesant est retenu par un obstacle, 
Vaction de la Terre s’exerce encore sur lui, mais l’effet de cette 
force est modifié : cela tient. A ce que lobstacle exerce aussi une 
action sur le point. Par exemple, si un point pesant attaché a l’ex- 
trémité d’un fil est immobile par rapport a la Terre, le fil exerce 
sur le point une certaine action qui est la tension du fil. On 
appelle poids absolu du point la force fictive égale et. directe- 
ment opposée a cetle tension. 

Si la Terre était immobile, le point matériel suspendu au fil 
serait en équilibre sous l’action de la tension du fil et de Vattrac- 
tion de la Terre. Cette derniére serait done égale et opposée a la 
tension, c’est-a-dire égale au poids absolu du point. Mais, en 
réalité, le point matériel n’est m1 immobile ni animé d’un mouye- 
ment rectiligne uniforme; la tension et l’attraction ne se font pas 
équilibre, et le poids absolu est différent de l’attraction. Cette 
différence est d’ailleurs trés petite et négligeable dans la plupart 
des phénoménes. Nous verrons plus tard qu'un point matériel 
pesant, tombant dans le vide d’une petite hauteur, prend sensible- 
ment, par rapport a la Terre, le méme mouvement que si la Terre 
était immobile et si le point était sollicité par son poids absolu. 


le 


Comme ce mouvement posséde une accélération constante g, 


poids absolu p d’un point de masse m est une force constante en 


un méme lieu : 
pHme~. 

Ce poids varie, comme g, avec la latitude et l’altitude. 

On peut se rendre compte également de ce qu’est le poids absolu 
de la fagon suivante. Supposons un point matériel placé sur une 
main immobile par rapport ala Terre : la main exerce sur le point 
une action qui est une force verticale dirigée vers le haut et égale 
en intensité au poids absolu du point; inversement, d’aprés le prin- 
cipe de légalité de laction et de la réaction, le point exerce sur la 
main une pression dirigée vers le bas et égale au poids absolu en 
intensité, direction et sens; c’est cette pression qui est sentie par 
la main et qui donne une idée yague du poids absolu. De méme, si 
le point est placé sur le plateau d’une balance, la pression est iden- 
tique au poids absolu. 


¢ 
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73. Unités industrielles; kilogramme-force. — Dans l'industrie 
on prend ordinairement les unités fondamentales suivantes : 


Unité de force. ..... ........  Kilogramme-force 
Unité de longueur..... oreneoretre 
Wuwerde emis ce aver +... Seconde de temps moyen 


Par définition le kilogramme-force est le poids absolu de 1*8 a 
Paris, cest-a-dire la somme des poids absolus des points maté- 
riels constituant 1' deau distillée, a son maximum de densité, 
@ Paris. \\ est indispensable d’ajouter que ce poids absolu est pris 
en un lieu déterminé de la Terre, a Paris, par exemple, car le poids 
absolu d’un point matériel change d’un point a V’autre de la 
Terre. 

Dans ce systéme, lunité de masse est une unité dérivée : la 
masse d’un point est définie par la formule 


p étant le poids absolu évalué en kilogrammes-forces et g laccé- 
lération due a la pesanteur. Sil’on fait p= g,onam=t. L’unité 
de masse est donc la masse d’un point dont le poids absolu est g 
kilogrammes-forces. A Paris, g étant égal a 9,808, lunité de masse 
sera la masse de g',808 d’eau distillée a 4°. 

L’inconyénient de ce systéme est que Vunité de force, kilo- 
gramme-force, est une quantité dont la définition exige Pindica- 
tion d’un leu déterminé a la surface de la Terre; de plus, la masse 
dun corps, qui est une qualité physique inhérente a ce corps, est 
exprimée par des nombres différents, suivant que le kilogramme- 
force est défini en un lieu ou l'autre de ia Terre. C’est ce qu’on 
peut éviter, ainsi que l’a déja montré Gauss, en adoptant comme 
unités principales les unités de longucur, masse el temps pour en 


déduire lunité de force. 


74. Unités absolues. Dyne. — Dans ce systéme, on prend comme 
unités fondamentales les unités de longueur, temps et masse; Punité 
de force est alors une unité dérivée. Ce systeme repose sur cette 
remarque, qu’on peut comparer entre elles les masses des corps a 
Vaide d’une balance. En effet, soient, en un lieu déterminé de la 


= 
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Terre, g Vaccélération due a la pesanteur, p, p', p", .-- les poids 
absolus de points matériels de masse .m, nv’, m",.... On aura 


, 1 " it 
Pi hes pie, p= mes 


Done, sip= ps m=m',sip=—p +p mm - m,..:, dune 
maniére générale, les masses des points matériels sont proportion- 
nelles & leurs poids absolus en un méme lieu, c’est-a-dire a leurs 
poids relatifs évalués a l'aide d’une balance. On pourra donc, en 
choisissant arbitrairement une unité de masse, mesurer toutes les 
masses. Les intensités des forces seront ensuite exprimées en 


nombres par la formule 
d Reyes. 


m étant la masse du point sur lequel agit la foree et J Paccéléra- 
tion due a la force. Si l'on suppose m et J égaux a lunité, F sera 
exprimée par 1; donc, dans ce systéme, l’unité de force est la force 
qui, agissant sur l’anité de masse, lui imprime une accélération 
égale a l’unité de longueur, lunité de temps étant choisie. Con- 
formément aux principes adoptés par la Commission britannique 
en 1871, puis par le Congrés des électriciens en 1881, on a pris 
comme unités primitives : pour les longueurs, le centiméire ; 
pour les masses, le gramme-masse, c’est-a-dire la masse de 1™ 
d’eau disullée a 4°; pour le temps, la seconde de temps solaire 
moyen. Dans ce systéme dunités C. G. 5S. (centimetre, gramme, 
seconde), la masse d’un corps est exprimée par le méme nombre 
que son poids relauf en grammes; l’unité de force appelée dyne 
est la force qui, agissant sur la masse de 18, lui imprime une accé- 
lération de 1°, 

Le poids absolu de 18 4 Paris est de 980,8 dynes, car ce poids 
absolu communique a la masse de 18 une accélération de g™,808 
ou de 980°", 8. ; 


75. Mesure statique des forces. — Le systéme de mesure qui 
consiste 4 prendre un poids absolu pour unité a été le premier 
employé. Cela tient 4 ce que Vhomme s’est d’abord fait une idée 
de la force par leffort qu’il est obligé de faire pour supporter un 
fardeau; d’ou la comparaison des forces aux poids. Cette compa- 
raison peut-se faire d’une maniére précise a l'aide du dynamo- 


@ 
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métre. Prenons un ressort a boudin vertical, dont Pallongement 
peut étre mesuré par une graduation; suspendons a ce ressort, a 
Paris, des. poids de 1*#, de 2*%, etc.; nous pourrons noter les 
allongements correspondants. Alors, pour mesurer une force quel- 
conque agissant sur un point matériel, nous pourrons fixer le point 
a lVextrémité du ressort, orienter l’axe du ressort dans la direction 
de la force et noter l’allongement correspondant : nous aurons la 
mesure de la force en kilogrammes-forces, 

Cette mesure statique des forces est trés ppt car elle 
montre que la relation fondamentale 


B= J, 


qui se traduit par les équations (1), n’est pas une simple iden- 
tuté. Prenons, par exemple, un point matériel sur lequel agit une 
force dépendant seulement de la position du point. En donnant 
au point diverses positions et mesurant statiquement la force dans 
chacune de ces positions, on connaitra la loi de la variation de la 
force avec la position du point; analytiquement, on connaitra les 
projections X, Y, Z de la force en fonction des coordonnées z, 
y, s du point. Si, ensuite, on lance le point, en le soumettant 
aux forces considérées, il prend un mouvement dont on obtient 
les équations sous forme finie, en intégrant les équations (1) ot 
les deuxiémes membres X, Y, Z sont des fonctions connues 


(Ney er ae 


76. Homogénéité. — Si, pour les applications, il est indispen- 
sable de faire choix d’un systéme d’unités déterminées, il n’en est 
pas de méme pour la théorie. Dans les recherches théoriques, il 
est préférable de laisser les unités fondamentales indéterminées, 
de facon que les formules obtenues puissent étre appliquées a tout 
systéme d’unités. Les formules devant alors subsister, quel que 
soit le choix des trois unités fondamentales, deyront présenter une 
triple homogénéité par rapport aux _longueurs, aux temps et aux 
masses. Soient / une longueur, ¢ un temps, 7 une masse, ¢ une 
vitesse, 7 une accélération, f une force, mesurés a Vaide d’un cer- 
tain systéme d’unités fondamentales, de longueur, temps et masse. 
Si on prend une unité de longueur A fois plus petite, une unité 
de temps < fois plus petite et une unité de masse ». fors plus petite, 


25) 
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les mesures des quantités ci-dessus deviendront 
ak é. 
UX, -tt; mp, v=y> J —; 
% v 


car une vitesse est le quotient d’une longueur par un temps, une 
accélération le quotient d’une vitesse par un temps et une force le 
produit @une accélération par une masse. Si donc les unités fon- 
damentales ne sont pas spécifiées, les formules deyront subsister 
quels que soient tes facteurs , p, 7. 

Par exemple, la durée de Voscillation infiniment petite d'un 
pendule simple de longueur Z, en un lieu ot laccélération due a la 
pesanteur est g, est donnée par la formule : 


Vi 
Cae — 
s 


Si Pon change d’unités comme ci-dessus, ona 


a formule ne change pas; elle est bien homogéne. 


: EXERCICES. 


1. Etablir Jes formules qui permettent de passer du systéme d’unité mélre- 
seconde-kilogramme-force, a Paris, au systéme C. G. S. 


2. Admettant qu’on sache que la durée ¢ de Voscillation infiniment petite d’un 
pendule simple ne dépend que de sa longueur Z et de l’accélération 2 


8) 
Oy (UG i 


GC 


déduire des conditions dhomogénéité cette conséquence que ¢ est nécessairement 


de ta forme 
7 
i k if 
Ve 


k désignant un coefficient numérique (kK =z). 


3. Admettant que la vitesse » d’un corps pesant abandonné & lui-méme dans Ie 
vide sans vitesse initiale dépend uniquement de Ja hauteur de chute ’ et de 
Paccélération ¢& 


* 


v= 9(h, 8), 


Ua 


du son ‘dans un gaz est une fonction de Vélasti- ; 


ta vitesse 


CHAPITRE LV. 
TRAVAIL : FONCTION DE FORCES. 


Avant de commencer la Statique, il est utile d’introduire une 
notion d’une importance fondamentale ; celle du travail d’une 
force. 


I. — POINT MATERIEL. 


77. Travail élémentaire. — Soit une force F appliquée a un 
point matériel M : supposons que ce point subisse un déplace- 
mentinfiniment petit quelconque MM’ (fig. 55); on appelle ¢ravail 


élémentaire de la force F, correspondant au déplacement MM’, 
le produit intérieur de F par MM’, 


LOS 
(1) F.MM’.cosFMM’, 


c’est-a-dire le produit de la force par le déplacement et le cosinus 
de l’angle de la direction de la force avec celle du déplacement. 
Ce travail élémentaire est une quantité algébrique supérieure, 
inférieure ou égale a zéro, suivant que langle FMM!’ est aigu, 
obtus, ou droit. Quand -ce travail est positif, il est dit moteur; 
quand il est négatif, il est dit résistant. Si le déplacement infi- 
niment petit MM’ s’effectue pendant un temps dé, la vitesse du 
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é : ; MM’ : 
pomt pendant ce déplacement est 9 = re et l'on peut écrire 
expression du travail élémentaire 
(2) Fv cos(F, v) dt; 


car langle de la force avec la vitesse est identique a langle de la 
force avec le déplacement. , 
Le travail élémentaire, pouvant s’écrire 


ww. [Ee cos nar’ |. 


est égal au déplacement MM’ du point matériel multiplié par la 
projection de la force sur la direction du déplacement. Donc, si 
plusieurs forces sont appliquées au point M, pour un méme dépla- 
cement, le travail de la résultante de ces forces est égal a la somme 
des travaux des composantes; carla projection de la résultante sur 
la direction du déplacement est égale 4 la somme des projections 
des composantes. 


En écrivant le travail sous la forme 
a 
FE. | MM’ cosEMM’ | . 


on peut le définir comme le produit de la force par la projection du 
déplacement sur la direction de la force. Si done le déplacement 
MM est la somme géométrique de plusieurs déplacements, ou si la 
vitesse du point est la somme géométrique de plusieurs vitesses, le 
travail élémentaire de la force F, correspondant au déplacement 
résultant ou a la vitesse résultante, est la somme des travaux élé- 
mentaires de la force F correspondant aux déplacements compo- 
~sants ou aux vilesses composantes. 
Lorsque le travail élémentaire d'une force est nul, il faut, ou 
bien que le déplacement soit nul, ou bien que la force soit nulle, 
ou qu'elle soit normale au déplacement. 


78. Expression analytique du travail élémentaire. — Soient 2, 
vy, sles coordonnées du point M par rapport a trois axes rectan- 
gulaires; «+ dz, y+dy, z+dz celles du point infiniment 
voisin M’; X, Y, Zles projections de la force F sur les trois axes. 
Les cosinus directeurs de la force F et ceux du déplacement MM’ 


108 PREMIERE PARTIE. NOTIONS PRELIMUNAIRES. 


sont 
Z dx dy dz 
Rie hoes MM’? ~MM’’? MM’ 


apes ; : , 
Calculant le cos FMM’ de langle de ces. deux directions, on a, 
pour l’expression du travail élémentaire en coordonnées carté- 


siennes rectangulaires, 


ZENS - 
F.MM’.cosFMM’= X dx + Y dy + Zaz. 


On obtient immédiatement cette expression en explicitant la 
formule (3) du n° 3 donnant le produit intérieur de deux vecteurs. 


79. Travail total; unité de travail. — Considérons un mobile M 
qui subit un déplacement fini en partant d’un point My a 
Yinstant ¢), et arrivant au point M, a l’imstant ¢,, aprés avoir 
décrit une courbe M)M, (fig. 56), suivant une certaine loi de 


Fo 

mouvement. Soit F une force agissant sur ce mobile; on appelle 
travail total de F, correspondant au déplacement fini considéré, 
la somme des travaux élémentaires de cette force pour tous les 
déplacements infiniment petits successifs dont se compose le 
déplacement fint. Ainsi on divise Parc MyM, en parties infini- 
ment petites M)M’, M’M", M’M”, ..., et Von calcule la somme 


= . Dag ; en SS 
G = lim(F,.M)M’.cosF,M, M/+ F’.M'M".cosi”M'M’+...), 


Fy désignant la valeur de la force F, qui agit sur le mobile en My, 

F’ la valeur de cette force quand le mobile est en M’, .... Cette 

somme © est le travail total de F. Elle est donnée par la formule 
(My) 


(1) C= Xdx+Ydy+Zdsz, 
(Mo) 
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qui exprime la somme des travaux élémentaires. Par exemple, si 
la force F est constamment normale a la trajectoire, tous les élé- 
ments de la somme sont nuls et le trayail est nul, 


Unité de travail. — Lorsqu’on achoisiles unités fondamentales, 
on trouve que le travail total d’une force unité agissant sur un 
point qui se déplace d’une longueur égale a l’unité, dans le sens 
de la force, est exprimé par l’unité. C’est ce travail qu’on prend 
comme unité de travail. Par exemple, Vunité de force étant le 
kilogramme-force et l’unité de longueur le métre, l’unité de travail 
que nous venons de définir est le kilogrammétre. Dans le sys- 
teme C. G. S. Punité de travail s’appelle erg. 

Pour le calcul effecuf de @, différents cas sont a distinguer. 


80. La force dépend du temps ou de la vitesse. — Dans le cas 
le plus général qui puisse se présenter, la force F dépend de la 
position du mobile, ‘de sa vitesse et du temps; de sorte que X, Y 

de dyn naz 
Vine AE - ai et 
ce cas, pour calculer G, il faut connaitre le mouvement du mobile 
de My en M,, c’est-a-dire les expressions : 


et Z sont des fonctions données de z, y, t. Dans 


e=o(t) y=¥(t), 2=a(¢) 


des coordonnées du mobile en fonction du temps. On peut alors, 
en substituant ces expressions de x, y, 2 et celles qu’on en déduit 
par jdifférentiation pour dz, dy, dz dans l’intégrale définie (1), 
ramener cette intégrale a la forme 


‘y 
s=f[ P(t) dt, 


Lay. 


qui permet de calculer &. 


81. La force ne dépend que de la position du mobile. — Dans 
ce cas pour ayoir 6, tl suffit de connaitre la courbe CG que le 
mobile a suivie de My en M,; il est inutile de connaitre la facon 
dont cette courbe est parcourue, de sorte que le calcul du trayail 
total devient un probléme de Géométrie. En effet, on peut expri- 
mer les coordonnées d’un-point M de la courbe C en fonction 
d’un paramétre q yariant de go a J quand le point M parcourt 
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Vare de courbe MyM, : 
c= 9(q) y=v(gh < 4+=a(9). 


‘Les composantes X, Y, Z, dépendant uniquement de x, y, 3, 
deviennent des fonctions de g le long de la courbe; on a donc, en 
substituant, dans l’intégrale (1) ces valeurs de x, y, 3 et celles 
qu’on en déduit pour dx, dy, dz, 

qs 
=f wigidg, 
“qo 
formule qui permet de calculer @. 

Sila méme courbe était parcourue par le mobile en sens con- 
traire de M, en My, le travail total serait — G, car il faudrait 
intervertir les limites Go et q;. 


82. Cas particulier dans lequel G dépend seulement des posi- 
tions initiale et finale. Fonctions de forces. Potentiel. — Suppo- 
sons que X, Y, Z soient des fonctions de x, y, 2 continues et 
admettant des dérivées partielles du premier ordre en tous les 
points d'une région de l’espace dans laquelle seront situées toutes 
les courbes considérées. Cherchons ce que doivent étre ces fone- 


tions 
CE yanS)) Geet) Ei (Conwy ee) 


pour que le travail total correspondant a un déplacement fini My M, 
dépende seulement des positions initiale et finale My et My, et 
non de la courbe suiyie par le mobile. 

Sorent d’abord deux points My, M, (fig. 55) infiniment voisins, 


Pig. 59: 


vi" M, 


Fo 


situés dans un plan parallele au plan des xy, ayant pour coordon- 


nées, le premier My(x, 7, 3), le second M,(# + dz, ¥ + aby, 3). 


Amenons le mobile de M, en M, en le déplacant d’abord parallé- 
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Jement 4 axe Ox d'une longueur dx, pour l’amener en M’, puis 
parallélement 4 Oy, d'une longueur dy, pour l’amener en M,. 
Le travail élémentaire correspondant au déplacement M,M, est 
X(2, ¥,2)dx; en M! la force a une valeur F’ dont la projection 
Y' sur laxe des y est Y(x-+dz, y, =); le travail élémentaire 
de I" correspondant au déplacement M'M, est done Y'dy ou 


Y(2+ dz, y, 3)ty. D’ou, pour le travail el correspondant au 
déplacement M, M’M,, 


G=X(a, y, s)dw+Y(x+dz, y, 2) dy. 


Si lon déplagait le mobile, d’abord parallélement 4 Oy jusqu’en M" 
dune longueur dy, puis de M" en M,, parallélement a Ox, d’une 
lJongueur dz, on trouyerait pour le travail 


6= Y(2, 7,2) dy +X(x, y+ dy, 4) dr. 


Nous voulons que ces deux valeurs de @ soient égales; en les 
égalant et faisant 


Y(e + day, %),=°¥(a@, y, 2) + Ode, 
- OX 
X(@, y + ay, 3) =X(2a, y, Pere 


on trouye, apres des réductions évidentes, 


Yr 0% 


dn oy 


On trouvera, en opérant de méme dans les plans paralléles aux 
deux autres plans coordonnés, les deux autres conditions néces- 
saires 

OL oY ox OL 


Sy oa On ae 


Ces conditions expriment que l’expression 

Xdxt+-Ydy+Zdz 
est une différentielle totale d’une fonction U des variables indé- 
pendantes x, y, z. Nous allons montrer (qu’elles sont sufisantes, 


du moins avec certaines restrictions que nous indiquerons. 
En effet, si ces conditions sont remplies, on a Pidentité 


Xdx+Ydy+ZLdz=du(a, y, 2) 


\ 
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qui entraine les trois autres 


dU eile Sen 


> Oe wes Oe 


La fonction U, qui n’est déterminée qu’a une constante additive 
prés, s’appelle la fonction de forces. On dit aussi que les forces 


dérivent d'un potentiel, mais le potentiel est la fonction — U. 
Fig. 58 5 
M, 
C fa 
Mo 


“ 


Le travail total de la force F, quand le mobile va de My en M, 
le long de la courbe C( fig. 58), est alors 
(M,) (M,) 
= Xdo+Vdy+Zde= f  dU=Ui-Us, 
(My) “ (Mo) 
U, désignant la valeur finale que prend en M, la fonction U suivie 
par continuité le long de la courbe, la valeur initiale de U en My 
étant Uy. 

Done, si U est, dans la région d’espace considérée, une fonc- 
tion untforme de x, y, , avec une seule détermination en chaque 
point de cette région, Uy et U, ont des valeurs parfaitement dé- 
terminées et le travail total G est indépendant du chemin suiyi 
de M,aM,. En particulier, si le mobile décrit alors un chemin 
fermé, M, coincidera avec Mo, et le travail total sera nul. 

Mais, sila fonction U est a déterminations multiples comme un 
are tangente, le travail total n’est pas absolument indépendant 
du chemin suivi de My en My, car il varie suivant que, partant 
de My avec une détermination Up, on est amené par continuité a 
prendre en M, lune ou l’autre des déterminations de U. On peut 
dire aussi que, dans ce cas, le travail total relatif 4 un contour 
fermé n’est pas nécessairement nul. Ces deux facons de s’exprimer 
sont d’ailleurs identiques au fond, car, si l’on considére deux 


~ 


chemins C et C’ allant de My en M, et si l’on appelle © et @' le 
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travail total correspondant aux deux déplacements finis My CM,, 
M,C'M,, le travail total correspondant au déplacement fermé 
M,CM, C’M, est ¢ —@'. Done, si ¢ = @’, ce dernier travail est nul 
et réciproquement. 


Supposons, par exemple, U = arc tang 2; la force F a pour projections 
les expressions 
: , x 0 
Kier sy Y= ———_-,, Ss iO) 
x+y? nr 2 ; 


qui sont des fonctions continues avec des dérivées dans toute la partie de 
Pespace située a l’extérieur d’un cylindre de révolution de rayon aussi 
petit qu’on le veut, ayant pour axe Oz (fig. 59). La fonction U étant 


Fig. 59. 


Pangle z OP que fait avec Oz la projection OP du rayon vecteur OM sur 
Je plan des xy, on voit que, si le mobile décrit une courbe fermée MCM 
ne tournant pas autour de l’axe Oz, le travail total est nul, car la fonc- 
tion U, suivie par continuité le long du contour CG, reprend en M sa valeur 
initiale. Mais, si le mobile décrit une courbe fermée MC’M tournant une 
fois dans le sens positif autour de Oz, la variation de U étant 27, le travail 
total est 27; si le mobile tourne n fois autour de Oz dans le sens posiuf, 
le trayail total est 2n7. 

Ces considérations ont été développées par J. Bertrand (Journal de 
VEcole Polytechnique, 28° cahier). 


D’une maniére générale, on peut, dans le cas ot il existe une 
fonction de forces, établir la proposition suivante, que nous nous 
contenterons d’énoncer pour ne pas entrer dans des développe- 
ments analytiques trop étendus : : 


Si lon peut, par déformation continue, réduire une courbe 
fermée G aun point, sans lamener a passer par aucun point 
ow les fonctions X, Y, Z cessent d’étre continues et d’admetire 


APPELL. — I. 8 


© ~ 
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des dérivées premieres, le travail total de F le long de cette 
courbe fermée est nul. 


La démonstration se fera aisément sil’on s’appuie sur la formule 
suivante : = 

La courbe C, en se réduisant a un point P, engendrera par ses 
positions successives une portion de surface S sur laquelle, par 
hypothése, X, Y, Z sont finis, continus et admettent des dérivées. 
On aalors la formule suivante, dont on trouvera la démonstration 
dans le premier Chapitre du ‘Tome HI (formule d’Ampére et de 


Stokes), 


coat Kaan aye teas 


ox oY aX gL OY 
Soe on) de zas+ (5 ~ 5) dy de + (5 — 5) dady, 


la premiére intégrale étant prise le long de C et la seconde sur la 


surface S. Les éléments de lintégrale double S étant tous nuls, 
en yertu des conditions mémes qui expriment l’existence d’une 
fonction des forces, on a 6 =o. 

83. Surfaces de niveau. — Voici quelques remarques impor- 
tantes sur le cas oti il existe une fonction de forces U ou un poten- 
tiel — U. 

Soient M(z, y, z) une position du point matériel et Mz’ une 
demi-droite paralléle a Ox (fig. 60); la projection de la force F 


sur cette demi-droite est égale a an? c’est-a-dire a la limite du 
rapport 

(ies) i 

MM’ 


aise 
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quand MM’ tend vers zéro, M! étant un point pris sur la demi- 
droite Mz’ et U' la valeur de la fonction U en ce point. Comme 
on peut prendre une direction quelconque pour direction de 
Paxe Ov, on voit que, pour avoir la projection de la force F sur 
une demi-droite quelconque MWD, il suffit de prendre la limite du 
rapport 

Ue 


quand MM" tend vers zéro, M” étant un point pris sur MD et U" 
étant la valeur de la fonction U en ce point. Cette limite s’appelle 
la dérivée de la fonction U prise suivant la direction MD. 

Les surfaces ayant pour équation 


Unies J; 3) 3Se: Gr 


C désignant une constante, se nomment surfaces de niveau. En 
faisant varier G d’une maniére continue, on aune suite de sur- 
faces telles que, par tout point pris dans la région de l’espace ott 
la fonction U est définie, passe une de ces surfaces. La force qui 
agit sur le point matériel dans une position M est normale a la 
surface de niyeau particuliére S qui passe par M, car ses projec- 
tions sont égales aux trois dérivées partielles de U ou U — CG, De 
plus, la force F est dirigée, par rapport a cette surface, du cdté 
ott U va en croissant. En effet, soit MN la normale ala surface de 
niveau U menée du cété ot U va en croissant; la projection de 
la foree sur cette normale coincide avec la force méme; elle est 
positive ou négative suivant que la force est dirigée suivant MN 
ou suivant la direction opposée. Comme cette projection a pour 
expression 
line — v , 


MM, 


M, étant un point de MN infiniment voisin de M, elle est positive, 
car U, est supposé supérieur a U. La force est donc dirigée sui- 
vant MN, et son intensité I s’obtient en prenart la dérivée de U 
suivant cette normale, ce que l’on écrit symboliquement 


OU 


On 


Pes 
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Sion méne tne surface de niveau S, infiniment voisine de S du 
coté ot U ya en croissant, cette surface S, coupe les normales 
telles que MN en des points tels que M,, et, comme U prend une 
valeur constante U, sur cetie surface 5,, expression 

U 


s . Vesa 
F = lim —— 


M M, 


) 


dont le numérateur est constant pour toutes les positions du 
point M sur la surface S, montre que la force varie en raison 
inverse de la portion de la normale a la surface de niveau S com- 
prise entre cette surface et une surface de niveau infiniment yoisine. 

On peut alors se représenter approximativement la distribution 
des forces dans le champ considéré de la fagon suivante ; Soit ¢ 
une quanuté constante choisie d’autant plus petite qu’on désire 
une plus grande approximation. Construisons les surfaces de 
niveau 


U0, [Ure Woes een tert 
(Ui Gb. U = — os, ae U =— kz, ; 
el numérotons ces surfaces Orn, Rrmee eso OMEN marca oa Ur eG olan 


—k, .... En un point M d’une quelconque S de ces surfaces nu- 
mérotéc p, menons la normale du cété de la surface S, numé- 
rotée p +1 et appelons M, le point de rencontre de cette normale 
avec S, : laforce en M est dirigée dans le sens MM, et a pour 


valeur approchée fF = MM,’ 


84. Exemples. — 1° II existe une fonction de forces pour une force 
perpendiculaire a un plan fixe et fonction de la distance du mobile a ce 
plan. En effet, prenons le plan pour plan des xy, la force étant paralléle 
a Oz; X et Y sont rfuls, et, de plus, Zest une fonction de z, o(z). Le 


travail élémentaire étant Zds ou o(z) dzest la différentielle totale de la 


fonction 
U = f 92) dz. 


Les surfaces de niveau sont des plans paralléles au plan des xy. Ainsi, 


la force étant le poids du plan M, on a, en prenant l’axe des = vertical 
yers le haut, 


Z=—mg, U=—mgs-+ const. 


2° Il existe une fonction de forces pour une force dirigée suivant la per- 
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pendiculaire abaissée du point M sur un axe fixe et fonction de la distance 
du point a cet axe. Prenons l’axe pour axe O zg, appelons 9 la distance MQ 


Fig. Or, 


du point M a l’axe et ® la valeur de la force estimée positivement dans 
le sens QM. Les projections de cette force étant : 


+ xv 
X=®-; 
) 


y 


on a, pour le travail élémentaire, l’expression 
Dp : 
7 (adz+-ydy) = do, 
V 


Xda+Y¥dy+Zd 
2 étant égal a w+ y*,o do égale x dx + y dy. Par hypothese, ? dé- 


car, 0 
pend uniquement de 9: le travail élémentaire est donc la différentielle 


totale d’une fonction de a, 
p 
\W)gee [« do. 


ev 


Les surfaces de niveau sont des cylindres de réyolution autour de Og, 
3° Enfin il y a une fonction de forces pour une force dont la direction 
passe constamment par un point fixe O et qui est fonction de la seule dis— 
tance du mobile a ce point. Prenons ce point O pour origine; soient 7 la 
distance OM et F la valeur de la force estimée positivement dans le sens OM, 


Les projections de la force étant 


le travail élémentaire a pour expression 


te dz+ydy+s4dz)=Fdr, 


ay 
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car la relation 
SOR Ne i ott — 


donne, par différentiation, 


adx+ydy+2zdzs=rdr. co 


Comme F est supposé fonction de 7, le travail élémentaire est la différen- 
ticlle totale d'une fonction de 7, 


We [Ea 


Les surfaces de niveau sont des sphéres de centre O. Ainsi un mobile nz 
étant attiré par un centre fixe O en raison inverse du carré de la distance, 
ona 


ott w est un coefficient positif, car la force étant dirigée dans le sens MO 


est négative. Alors 
dr : 


Dans cet exemple, le travail total de la force, quand le mobile passe 
dune position My éloignée indéfiniment a une position M, située a une 
distance 7, du centre attractif O, est 


ead = U. 
ear U,— Us= : 


™ 


Les trois lois de forces précédentes sont des cas particuliers de celle-ci- 
Un point M est sollicité par une force qui est dirigée suivant une nor— 
‘male MP a une surface fixe S, et dont l’intensité est fonction de la lon— 
gueur MP de cette normale. I] existe alors une fonction de forces dépen- 
dant uniquement de MP; les surfaces de niveau sont paralléles 4 S. C’est 
ce qu’on démontrera a titre d’exercice (Exercice 7). 

4° Lorsqu’un point matériel est sollicité simultanément par plusieurs des 
lois de forces précédentes, il existe encore une fonction de forces; cela 
résulte du théoréme suivant : 


Si un mobile estsoumis a un systeme de deux forces Fy, Fy qui don- 
neraient lieu séparément a des fonctions de forces U;, U2, il existe 
encore une fonclion de forces égale a U,+ Us». 


Soient, en effet, 


Xy =>) VO ae taps) Z,= — 


Ju, : OU, OU, 
oy. = 80% : 
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les projections de la premiére force et 


Ue yt, OF aU, 


X,= — S me 2 
; Ox = oy 0z 


celles de la seconde; les projections de la résultante seront évidemment 


om ts) U J : Jo f les 
verze ( pt) ye i Ua) Ge 
Ox Oy kg 
~ ce qui démontre la proposition énoncée. 
85. Remarque sur les surfaces de niveau. — Si les surfaces de 


niveau sont seulement définies géométriquement et non par leur 
équation U = const., la loi de force n’est pas entiérement déter- 
minée. Si, en effet, une certaine fonction V (x, y, 3) reste con- 
stante sur les surfaces de niveau, la fonction des forces sera néces- 
sairement de la forme 


US 
et la loi de force sera 
OV OV OV 
Ne aN Nae Veg eet soe aes a 


Ja foncuon 9’ étant arbitraire, nous arrivons a cette conclusion 
que, sur une méme surface de niveau, la force n’est connue qu’a 
un faeteur constant arbitraire prés. Par exemple, le fait que les 
surfaces de niveau sont des sphéres de -méme centre O apprend 
que la force passe par le point O et est fonction de la distance du 
mobile au point O. 


86. Puissance. — La puissance d’une machine est la quantité 
de travail que cette machine fournit pendant lunité de temps. 


Unité de puissance. — Dans le systéme C. G. S., Punité de 
puissance est l’erg-seconde. C’est la puissance d’une machine qui 
produit un travail d’un erg par seconde. 


Cheval-vapeur. — Dans le systéme industriel, Punité de puis- 
sance est le cheval-vapeur. Cest la puissance d@une machine qui 
produit un travail de 75 kilogrammeétres par seconde, 


¥ 
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Il. — SYSTEMES DE POINTS. 


87. Travail des forces appliquées 4 un systéme de points. Fonc- 
tion de forces. Potentiel. — Soient 2 points M, (xv, ¥%1, 71); 
Mi 25552, -22)5 --+) Makan, Yur Sn) sollucites™ par’ des forces 
données, le premier par des forces dont la résultante est 
‘,(X,, Y,, Z,), le deuxiéme par des forces dont la résultante 
est F,(X5, Yo, Zo), .... Pour un déplacement infiniment petit 
imprimé au systéme, la somme des travaux élémentaires des forces 
Ty bess alee est 
(1) Xy dx, + Y, dy; + Z, dz, | 

+ X_ dxy+ Yo dyz+ Z, dzy 


+ Xp dan+ Yn dyn+ Zn dan. 


Lorsque les forees dépendent seulement de la position du sys- 
téme, c’est-a-dire quand X,, Y,, Z,, X2, Yo, Zz, .-. sont des 
fonctionsyde.2 14°71, 21,025 Von S55 ny Bag Van Sue Cu eel Ox pres= 
sion (t) est une différentielle totale exacte d’une fonction U des 
coordomnées 2,5 9/1, Zig £2, Vx, Say 805 Ln Ynys Sy OM Git queres 
forces données admettent une fonction de foes U ou dérivent 
d'un potentiel — U. Ona alors 


7 0U Pome) ou 
Sie ae) k= 5) Lr 


ashy CE Sy De sacs Mo: 


Quand le systeme passe d’une position P, & une position P,, la 
somme des travaux totaux de toutes les forces F,, Fy, ..., F, est 
donnée par 


(Py) 


qe = ( X, da,+ Y; dy; + Zy dz, 
(Po) £ 
SS Xe ax» = Y> dy» aia LZ» dz 
FD ORS DOO archer ces Geo Oho a bsret oo 
a (Py) 
WK daa a= V, dy 4st Leder / dU; 
AQ) 


elle est done égale a la variation U, — Uo que subit la fonction U 


suivie par continuité quand le systéme passe de la premiére posi- 
tion ala deuxiéme. 
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Si la fonction U est une fonction uniforme des coordonnées, U, 
et U, ont des valeurs uniques; le travail total de toutes les forces, 
G, est alors enuérement indépendant de la facon dont le systéme 
a passé d'une position a l’autre. 


88. Exemples. — 1° Soient deux points M, et M,; supposons 
que laction de M, sur My soit une force F, dirigée suivant la 
droite M,M,; d’aprés le principe de l’égalité de Vaction et de la 
réacuon, Vaction de M, sur M, est une force IF, égale et oppo- 
sée (fig. 62). L’ensemble de ces deux forces se nomme Paction 


o 


mutuelle des deux points; convenons dappeler valeur algé- 
brique ¥ de l’action mutuelle des deux points Vintensité com- 
mune des deux forces I’, et F, précédée du signe + ou du signe —, 
suivant que les deux points se repoussent (comme dans la figure) 
ou s’attirent. On a alors pour les projections de F, et F., en 
appelant r la distance M, My, 


1 Uy — Hy Na OSS . 33 — 41 
F eee aly oe eee 
( 1) r r ] r > 
th lemma ~ See) = Aq 42 
( F,) rr sail 2 FE wy 1 h ~ I’ 1 i 
r r 


Faisant la somme des travaux élémentaires de ces deux forces, 
somme qu’on appelle ¢ravail élémentaire de Vaction mutuclle F, 
on trouve 


|e : 4 
3 [( arg — a1) (dxy— day) + (y2— 1) (dy2— 1) + (42 — 41) (de, — ds) )], 


expression: qui se réduit a 
I dr, 
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en verlu des relations évidentes 


r= (a,—21)°+ (y2— 1)? + (4 41), 
rdr = (a@_—24)(daty— dx) +(y2—y1) (dys — dy) + (42 — 21) (dn — dy). 


Si donc l’action mutuelle des deux points est une fonctuon de 
leur seule distance 7, F = (7), la somme des trayaux élémen- 
taires des deux forces F, et Fy est la différentielle totale exacte de 


U = f e(ryar. 


Ainsi, pour deux points s’attirant proportionnellement a leurs 


la fonction 


masses 72, et my et en raison inverse du carré de leur distance, 


ona 
MN, My 


eee 


r 
J désignant une constante, d’ou 


M4 722 
+ const. 


meee 


Supposons les points d’abord placés a une distance infinie Vun de 

Vautre, puis amenés & la distance 7; Je travail total sera la varia- 
»?P ; 

tion de la fonction U, quand on passe de la premiére position a fa 


M2, IN» 


seconde, c’est-a-dire f 


2° Soit mamtenant un nombre quelconque de points M,, 
M,, ..., M, : supposons que deux quelconques de ces points M; 
et M; exercent l'un sur autre une action mutuelle dont la valeur 
algébrique Fy, est fonction de la seule distance rj, des deux 
points M;M,. Si le systéme subit un déplacement infiniment petit, 
la somme des travaux élémentaires de toutes ces actions mutuelles 
est, d’apreés ce qui précéde, 


LP ix drix, 


la somme étant étendue a toutes les combinaisons des indices 7 
et & deux a deux, 7¢ étant différent de &. Cette somme est la diffé- 
rentielle totale d'une fonction 


Use; [Pix arik; 
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il existe done une fonction de forces. Par exemple, pour un sys- 
téme de trois points de masses my, m2, my, S'atlirant deux a deux 
proportionnellement aux masses el en raison inverse du carré des 
distances, ona . 


Mm; Mfg 
Pipes fe oe 


aeblace Tix 
dou 
Ms: M372 70, 2d: 
ie 2 3 3 i = { 2 ; 
34 42 


a une constante prés. Cette valeur de U est le travail total des 
actions mutuelles quand les trois points, supposés d’abord infini- 
ment éloignés les uns des autres, sont amenés dans leurs positions 
actuelles. 


EXERCICES. 


1. Quelles sont les dimensions du travail par rapport aux unités fomdamentales 
longueur, temps, masse? (Si Von prend une unité de longueur d fois plus petite 


v. feis plus petite, le travail © devient 


de temps t fois plus petite, de masse 


pAze— Bx) 


2. Un point M est attiré ou repoussé par deux centres fixes O et O,, en raison 
inverse des carrés des distances. Calculer la fonction des forces et étudier les 


surfaces de niveau, 
[v Enea? = 
OM O,M 


3. Un fil élastique, dont Ja longueur naturelle est /, est attaché par une de 
ses extrémités en un point fixe O, puis est tiré de fagon a acquérir une lon- 
gueur A> J/; calculer le travail produit par la tension du fil, quand ce dernier 
reyient de la longueur A a la longueur naturelle 2. On admet que, lorsque le fil 
a une longueur 7’, sa tension T est proportionnelle a son allongement : 


; =k(r—l). 
Résultat : 
ese toe Oe 
ae 2 
4, Soit 
U = A arc tang Es + B are tang Laer b 2 
ce: eee: 


Etudier la yaleur du travail total le long d’une courbe fermée C. (Ce lwavail est 
de la forme 2mazA + 2naB, m et n entiers.) Si A et B sont incommensurables 
on peut tracer la courbe C de facon que le travail le long de C differe aussi peu 
qu’on le veut d’une quantilé donnée a l’avance. 


5. Une enveloppe renferme un yolume 9 de gaz dont la pression sur Punité de 
surface de lV’enyeloppe est p. Admettant que p est.seulement fonction de », dé- 


\ ‘ ‘ 
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montrer que le trayail total des pressions du gaz sur tous les éléments de l’enve- 


4 
loppe est pdy quand le volume croit de 9, & ;. — Réponse. On divise la sur- 
ory : 


face en éléments infiniment petils égaux ds; sur chacun d’eux agit une pression 
normale pdco; quand le volume croit dev a » + de, do prend la position do; si 
donc on désigne par ¢ la projection du déplacement de do sur la normale a de, 
le travail élémentaire de la pression pds est pedo et l’ensemble des travaux 


élémentaires des pressions est p fe dco, Or edcest le volume du cylindre dont les 


bases opposées sont ds et ds’: fe dz est donc I’accroissement de volume total, 


ev 


et ensemble des travaux élémentaires est p dv. 


6. Une force F est appliquée en un point d’un systeme de forme invariable qu’on 
fait tourner d’un angle infiniment petit 68 autour d’un axe fixe Oz; démontrer 
que le travail élémentaire de cette force est N66, N désignant le moment de 
la force F par rapport a Oz. 


7. Un point est sollicité par une force F normale a une surface fixe S. Si Von 
designe par p la distance du point M a lasurface comptée sur la normale F, dé- 
montrer que le travail élémentaire de F est =F dp, ot i] faut prendre + ou — 
suivant que la force tend 4 augmenter ou a diminuer p. 


8. L’action mutuelle de deux points de masses m et m’ situés a une distance 7 


7 2s mm’ 
étant F = — f 


s-» ott f désigne une constante (adtraction universelle de 
5 


Newton), comment varie le facteur f# quand on fait un changement d’unités? 


2 


— Réponse. On écrit f = — F “+ OnJSalt ce que deviennent Ky 7:,, web 70 
mim 


3 


VT 


par leffet dun changement d’unités; on yoit que f devient f 
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STATIQUE, 


CHAPITRE Y. 
EQUILIBRE DUN POINT; EQUILIBRE D’UN SYSTEME, 


I. — POINT MATERIEL. 


89. Point libre. — Pour qu’un point libre M soit en équilibre, 

il faut et il suffit que la résultante R des forces qui lui sont appli- 

quées soit nulle, c’est-a-dire que les trois projections X, Y, Z 
de R le soient : F 


(De, 0 ¥-= 0, Lis 6) 


Si, dans une position queleonque M(x, y, z), on abandonne le 
point M sans vitesse initiale sous Vaction de la résultante R, la 
valeur initiale de cette résultante ne dépend que de x, v, z et 0; 
nous supposerons qu’elle est indépendante de ¢. Alors les trois 
équations (1) déterminent les coordonnées des positions d’équi- 
libre. Lorsqu’il existe une fonction de forces U(a, 7, =), les 
projections X, Y, Z sont les dérivées partielles de U et les équa- 
tions deviennent 


gUa. dU dU 


( i —— == (0 


ee) Ore yess oy eas 


Ce sont précisément les équations qu’on a a résoudre lorsqu’on 
cherche les maxima et les minima d’une fonction U de trois 
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variables indépendantes x, vy, s. Nous démontrerons en Dyna- 
mique (Chap. X), d’aprés Lejeune-Dirichlet, que, si la fonction U 
est réellement maximum en un point M, (#1, ¥4, 41), ce point 
est une position d’équilibre stable : cela signifie qu’en écartant 
infiniment peu, d’une maniére arbitraire, le point matériel de la 
position M,, et lui donnant une vitesse initiale infiniment petite, 
on obtient un mouvement dans lequel le mobile s écarte infiniment 
peu de M,. 

On peut s’en rendre compte approximativement comme il suit. 
Supposons qu’en un point M,, U soit maximum et prenne une va- 
leur U,. Dans le voisinage de M,, U est plus petit que U, et, par 
suite, la surface de niveau 


ou ¢ est positif et trés petit, comprend une nappe fermée entou- 
rant M, et réduisant par continuité au point M, quand e tend 
vers zéro (fig. 63, 1) : en chaque point M de cette nappe, la force 


Fig. 63, 


lui est normale et dirigée du coté des U croissants, c’est-a-dire 
vers Vintérteur, elle tend done a empécher le point de s’éloigner 
du pomt M,. 

Si, au contraire, eu un point M, b atteint un minimum U,, 


la surface de niveau 


ee (Gre (ce posilif ) 


comprend encore une nappe fermée entourant M, ;. mais, en chaque 
point M de cette nappe, ta force est normale et dirigée vers Ler- 
térieur (fig. 63, HL) : elle tend done a écarter le point de M, et la 
position M, est instable. 
Supposons, enfin, que les trois 6quations (2) soient satisfaites 
enun point M,, mais que la valeur correspondante U, ne soit ni 
un maximum niun minimum pour U. Dans le vyoisinage de M, ~ 
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il existe alors deux régions A et B (fig. 63, IIL), telles que dans 
Pune, A, U prenne des valeurs intérieures a U, et dans l’autre, B, 
des valeurs supérieures : ces deux régions sont séparées par une 
surface de niveau Y sur laquelle 


U —U,= 0. 
j 
Cette surface de niveau singuliére ¥ passe évidemment par le 


point M, et elle a en ce point un point conique puisque, d’aprées 
les équations (2), les trois dérivées partielles du premier membre 


U —U,-s’annulent en M,. En désignant par ¢ une quantilé positive 
infiniment petite, les surfaces 
UU) eee U, =a 


sont situées dans la région A et, dans cette région, les forces 
tendent a ramener le mobile du cété de M,; les surfaces 


Ur SW s 


é 
sont dans la région B et, dans cette région, les forces tendent a 
écarter le mobile de M, puisqu’elles sont dirigées du cété des U’ 
croissants. La position d’équilibre M, est alors instable. 

Ce dernier cas se présente pour un point altiré par deux centres 

_ fixes en raison inverse du carré de la distance, cas étudié en détail 
au commencement du Chapitre relatif a Vattraction (t. IH). 


90. Exemple. Attractions proportionnelles aux distances. — Trouver 
les positions déquilibre @un point matériel attiré par des centres fixes 
proportionnellement aux distances et aux masses des centres d’attraction. 

Sorent Py, Po, ..., Pn (fig. 64) lescentres fixes et 72), 1722, ...,- 1p leurs 


Ps 
(a3 03C3? 
P, 
» a, 0, C1) G P, 
(20262) 
masses. Les forces d’attraction F, Fy, ..., Fr agissant sur le point mate- 


riel M seront dirigées suivant MP,, MP,, MPs, ..., MP,,; leurs erandeurs 
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respectives seront, f désignant une constante, 
F, = fm,MP,, F, = fm,MP», ie ay : Ee Titian lee 


Soient:- ay, 0,, c1, @2, by, C2, ++.) Gn, On, Cn-les coordonnées des centres 
attractifs; 2, y, 2 celles du point M. Les projections de la force Fx sur les 
trois axes’sont égales aux projections correspondantes du segment MP¢ 
multipli¢es par fm; elles sont donc 2 


fmilar— x), fmg(br—y), fmr(er— 4). 


# 


Les projections de la résultante sont alors 
(3) X=fim:;(az—2), Y=fim,(b;—y), L=f Bint, er— 2); 


le signe © indiquant une somme étendue a toutes les forces, c’est~a—dire 


a toutes les valeurs k= 1, 2,..., m. En posant 


= Sipe feet DT ACL ge Lt == ee Oves uC = Lm, er, 
on peut écrire 
Ge ie rie i, ; 5 pices Gage 
XK=fu(E—@#), . Yo fu(n—y), L=fp(g—s). 


Considérons le point G ayant pour coordonnées £, 4, €; on appelle ce 
point le. centre de gravité du systéme de masses Py, Ps, ..., Py. Les 
équations ci-dessus montrent que la résulante des forces qui agissent 
sur M est la force quwon obtiendratt en supposant le systéme des 
centres atlractifs remplacé par le seul point G auquel on supposerait 
la masse p. La résultante est dirigée suivant. MG, et sa valeur 


est fu.MG. Il ne peut donc y avoir équilibre que si M se confond avec le 
centre de gravité G du systéme. 

Dans ce qui précéde, my,.72, ..., Mp, sont des nombres essentiellement™ 
positifs; admettons maintenant que ces nombres ne désignent plus des 
masses, mais seulement des coefficients, et supposons que certains d’entre 
eux sont négatifs. Cela revient & admettre que les forces correspondantes | 
sont répulsives, car, les projections d’une de ces forces Fz changeant de 
signes avec mr, Fy changera de sens quand m, deviendra négatif. 

Lorsque p est différent de zéro, tous les calculs ci-dessus subsistent et 
Pon arrive aux mémes résultats. Si w est nul, les trois équations (3) 
deviennent indépendantes de 2, y, 3, la résultante des forces est constante 
en‘grandeur et en direction, et il n’y a pas de position d’équilibre. Enfin, 
si ’on a simultanément 


i= tO UMAR = 0, Lm, b;, = 0, SLONKON == Oy, 


X, Y, Z sont nulles quelles que soient 2, y, z; par conséquent, le point M 
se trouve en éguilibre dans une position quelconque. 
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Il existe actuellement une fonction de forces U; dans le cas général, 
p.différent de zéro, ona 


Ua=— FEE 2) + yp (t— 9] =— 


Quand p. est positif, cette fonction est nulle au point G, négative en tout 
autre point : elle est donc maximum dans la position d’équilibre, qui est 
par suite séable. L’inverse aurait lieu pour » négatif. Lorsque p. est nul, 
X, Y, Z ont des valeurs constantes fim,az, fiImpzb,, fUumpeR, et la 
fonction de forces est 


U=f(eimpart yimgb,+ zo mech). 


91. Point mobile sans frottement sur une surface fixe. — Soient 
une surface fixe donnée S (fig. 65) et sur cette surface un point 


Fig. 65. 


mobile M sollicité par des forces données dont F est la résultante. 
Pcur que le point soit en équilibre, il faut et il suffit que cette 
résultante F’, si elle n’est pas nulle, soit normale ala surface. En 
effet, si la force n’est pas normale, on peut la décomposer en deux, 
Yune normale qui presse le point sur la surface, l'autre tangen- 
tielle qui fait glisser le point sur la surface; l’équilibre n’a donc 
pas lieu. Si, dans une certaine position M, la force F est normale, 
Yéquilibre a lieu, 4 condition que le.point ne puisse quitter la 
surface ni d’un cété ni de l’autre; c’est le cas le plus fréquent. 
Mais, si le point est simplement posé sur la surface, comme un 
objet posé sur une table, il ne suffit pas que la force soit normale 
pour quwil y ait équilibre, il faut en outre qu'elle soit dirigée de 
facon a appliquer le point contre la surface. 

Le point pouvant glisser sans frottement sur la surface, action 
de la surface sur le point est une force qui ne doit opposer aucune 
résistance au glissement, c’est-a-dire n’avoir aucune composante 
tangentielle. C'est done une force normale qu'on appelle réac- 
tion normale. Quand le point est en équilibre, la réaction nor- 
male est égale et opposée a I’. D’aprés le principe de légalité de 


APPELL. — I. 9 
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action et de la réaction, le point M exerce sur la surface une 
action égale et opposée & MN, qu’on appelle pression du point 
sur la surface. . 

Traduisons analytiquement ces résultats : so1ent 


Hi Goa pap ae O 


l’équation de la surface en coordonnées rectangulaires et X, Y, Z 
les projections de la force F. La réaction normale MN a pour pro- 
jections des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de 
la normale a la surface, c’est-a-dire des quantités de la forme 


(N ya / Of 
) Ox’ 


Puisqu’ il doit y avoir équilibre entre cette réaction et la force F, 
on a les trois conditions 


qui, jointes a f(a, y, z)= 0, donnent quatre équations pour 
déterminer x, y, < eth. Soit M un point de la surface dont les 
coordonnées sauisfont a ces équations. Sile point matériel ne peut 
quitter la surface ni de l’un ni de lautre coté, il est en équilibre 
en ce point. Dans le cas contraire, il faut en outre imposer a) un 
certain signe. Admettons, par exemple, que le point puisse quitter 
la surface du coté ot f(x, y, =) devient positif; il faut alors que 
la force soit dirigée du cété ot f(a, y, ) est négatif, et la réac- 
tion du c6té opposé. Or la grandeur géométrique dont les projec- 
tions sont 


Of Of oF 
Ox’ dy’ 03 


est dirigée par rapport ala surface du cété od f(x, v, 2) devient 
positif, comme il résulte des remarques faites 4 propos des sur- 
faces de niveau (83) appliquées aux surfaces f(x, y, 3) = const. 
La réaction N devant étre dirigée du méme cété, i devra étre 
posittf. 

Lorsque le point ne peut pas quitter la surface, on simplifie le 
calcul par la méthode suivante : on commence par exprimer les 
‘ coordonnées d’un point de la surface en fonction de deux para- 
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métres g, et 25 soient, par exemple, 
= 991, 92), Y=V(G5 G2), 2=B(G1, 72); 


pour qu il y ait équilibre, il faut et il suffit que F soit normale a 
la surface, c’est-a-dire A chacune des deux courbes qu’on obtient 
en laissant successivement q,, puis g constant; les équations du 
-probléme sont donc 


Ox 0) 0 
One Nie PRs 
os Ogi O”g1 Bae, ° 

A 0% _ oY Cia 
Be ta tan go 


X, Y, Z, dépendant de la position de M, sont des fonctions de 
qi el q2; les deux équations ci-dessus en g, et g. déterminent les 
valeurs des deux parameétres pour les positions d’équilibre. 

Un cas intéressant est celui ot, en désignant par Q, et Qs les 
premiers membres des équations ci-dessus, |’expression 


Q, dqi+ Q> dq 


est la différentielle totale exacte d’une fonction U(q1, gz); on est 
alors conduit, pour trouver l’équilibre, a annuler les dérivées 
partielles Q, et Q, de U(qi, 92), c’est-a-dire 4 chercher les 
maxima et les minima de cette fonction de deux variables indé- 
pendantes g, et q2. Cette fonction peut s’écrire 


U(q, a) = [X dx + Y dy + “Ldsz, 


ou, dans le second membre, toutes les quantités sont remplacées 
par leurs valeurs en qg, et gz. Dans le cas particulier ott la force F 
~ dérive d’un potentiel, on a, quels que soient 2, y, 5, 


[dev dy + Ldz= U(a2, y, 3); 


la fonction U(q,, g2) existe alors et on l’obtient en remplacant 
dans U(2, y, z) les coordonnées par leurs expressions en fonc- 
tion de gq, et 72; la surface de niveau qui passe par une position 
déquilibre M, est, en eénéral, tangente en ce point a la surface 
donnée S, car la force en M, est 4 la fois normale a la surface de 


niveau etas. 


~ 
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Nous démontrerons en Dynamique que, si U(q1, 72) passe dans 
une certaine position du mobile par un maximum effectif U,, 
l’équilibre correspondant est stable. On peut s’en rendre compte, 
comme plus haut pour un point libre, en étudiant la forme des 
courbes qui, sur la surface donnée S, ont pour équations 


Ui, Ul. 


92. Point mobile sans frottement sur une courbe fixe. — Soient 
une courbe fixe C et, sur cette courbe, un point M mobile sans 
frottement, sollicité par des forces dont la résultante est F. On 
voit, comme dans le cas d’un point mobile sur une surface, que, 
dans l’équilibre, la force F, si elle n’est pas nulle, doit étre nor- 
male a la courbe. Si cette condition est remplie, la force F sera 
détruite par la résistance de la courbe et l’équilibre aura lieu. 

L’action de la courbe sur le point est une force normale MN 
qu’on appelle réaction normale : le point M exerce sur la courbe 
une pression égale et opposée a cette réaction. Lorsque le point 
est en équilibre, la réaction normale est égale et opposée a la 
force F; la pression du point sur la courbe est égale a F (fig. 66). 

Soient 

S( £9, 4)=0, file, y, 4) =0 


les équations de la courbe rapportée a trois axes rectangulaires, 
et X, Y, Zles projections dela résultante F des forces appliquées 


Fig. 66. 
\ 


au point M(a2, y, s). Pour exprimer qu'il y a équilibre, il suffit 
d’écrire que F est égale et directement opposée a la réaction nor- 
male N. Cette derniére force peut toujours se décomposer en deux 
autres dirigées suivant les normales MN’ et MN” aux deux surfaces 
f=o0, f; =o qui, par leur intersection, définissent la courbe, car 
les trois directions MN, MN’ et MN” sont dans le plan normal. 
Ces deux composantes de la réaction MN’ et MN” auront respec- 
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ay ae a sew d 9 a 
one hag? re os dy aa ee 


. y¢ A oye . a A 
Puisqu’il y a équilibre entre ces deux forces et la force F, ona 


Of of, tO. 0 0 A 
Re Ag NE 5a vor Ean B <0, (oe 1, Ft = 


Ces trois équations, jointes aux deux équations de la courbe, 
déterminent les cing inconnues x, y, 3, \ et Ay. 

On simplifie le calcul en supposant que les coordonnées d’un 
point de la courbe soient exprimées en fonction d’un pa q 
par les équations 


L=9(q), Y=V(G) &=DB(q). 


Les cosinus directeurs de la tangente étant proportionnels a 
o'(q), U'(q), @'(¢q), la condition d’équilibre s’obtient en égalant 
a 2éro la quantité 

Xo'(q) + YV'(q)+Z0(q), 


que nous désignerons par Q. A chaque valeur de g annulant Q 
correspond une position d’équilibre. Dans le cas actuel, la 
recherche des positions d’équilibre se raméne toujours a la 
recherche des maxima et minima d’une fonction qui ne dé- 
pend plus que d'une variable. Posons, en effet, 


U(q) = [Xda + Vdy + Lde= [ Qaq, 


ou l’on suppose, dans la premiére intégrale, 2, y, s remplacés par 
leurs valeurs en fonction de gq, de fagon a rendre cette intégrale 
identique a la seconde : la condition d’équilibre s’obtient en cher- 
chant les valeurs de g qui annulent la dérivée de U par rapport 
a q; on les trouve donc en cherchant les maxima et minima de U. 
Lorsqu’il existe une fonction de forces U(z, y, 5), la fonction 
U(q) s’obtient éyidemment en y remplagant x, y, s par leurs 
expressions en fonction de g. Dans ce cas, la surface de niveau 
qui passe par une position d@équilibre M, est tangente en M, ala 
courbe. Nous verrons plus tard, par une méthode générale, qu’a 
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un maximum effectif de U(q) correspond une position d’équilibre 
stable. Nous indiquons, a titre d’exercice (fin du Chapitre, Exer- 
cice 7), une méthode particuliére pour vérifier cette proposition 
qui tient, au fond, a ce que le point, étant abandonné sur la courbe, 
tend a se déplacer sur cette courbe dans le sens des U croissants. 


II. — SYSTEMES DE POINTS MATERIELS. 


93. Systeme de points matériels. — Si le systéme est formé— 
de points libres et indépendants les uns des autres, on peut 
répéter pour chacun d’eux ce que nous avons dit sur le point ma- 
tériel complétement libre. Pour que l’équilibre existe, il faut et 
il suffit.que la résultante des forces qui agissent sur chaque point 
soit nulle. 

Quand un systéme de points est soumis a des liaisons, le méme 
théoréme a lieu, si l’on regarde chaque point comme libre sous 
Vaction de toutes les forces qui lui sont appliquées en y compre- 
nant les forces de liaison. 

Nous nous placerons a ce point de vue plus loin, a propos du 
théoréme du travail virtuel. = 

Nous classerons ici les forces appliquées 4 un systéme en deux 
catégories : les forces mtérieures et les forces extérieures. Nous 
montrerons que, pour quil y ait équilibre, il faut que les forces 
extérieures vérifient six conditions, les mémes pour tous les sys- 
témes. 


94. Forces intérieures et forces extérieures; six conditions né- 
cessaires d’équilibre. — On regarde un systéme matériel quel- 
conque, formé de corps solides, liquides, gazeux, comme composé 
d@un trés grand nombre de points matériels assujettis 4 certaines 
liaisons. Un corps solide, par exemple, est un ensemble de points 
assujettis 4 rester a des distances invariables les uns des autres. 
Les théorémes généraux s’obtiennent en supposant qu’on ait écrit: 
les équations d’équuibre de ces différents points matériels et qu’on 
en fasse des combinaisons. 

On appelle forces intérieures A un systéme les actions mu- 
tuelles des différents points du systéme; ces actions sont deux a 
deux égales et directement opposées, d’aprés le prineipe de l’éga- 


_CHAPITRE V. — EQUILIBRE D’UN POINT; EQUILIBRE D’UN SYSTEME. 135 


lité de laction et de la réaction. Par exemple, si un point m du 
systeme en attire un autre mm’ avec une certaine force, inversement 
m’ attire m avec une force égale et opposée. 

Les forces autres que les forces intérieures que nous venons de 
définir s’appellent forces extérieures. as 

DOlent 25-47-61; Lex V5; Bq, +++) Lay Yn Zn les coordonnées 
des divers points du systéme dont les masses sont ™,, my, ..+, Mp. 
Si nous considérons lun quelconque de ces points de masse m 
et de coordonnées x, y, z, nous pouvons partager les forces ap- 
pliquées a ce point en deux catégories : 1° celle qui comprend les 
forces intérieures agissant sur m3; nous appellerons X;, Y;, Z; les 
projections d’une de ces forces; 2° celle qui comprend les forces 
extérieures agissant sur ce méme point; nous appellerons X., Ye, 
Ze les projections d’une de ces forces. Le point m peut étre 
regardé comme entiérement libre, 4 condition qu’on le regarde 
comme soumis a toutes les forces lant intérieures qu’extérieures 
qui agissent sur lui, Pour qu/il soit en équilibre, il faut et il suffit | 
que la résultante de toutes ces forces soit nulle. En projetant sur 
les trois axes, on a ainsi, pour l’équilibre du point m, les trois 


équations 
Xp Ng 05 
(1) LY;+ 2Y-=0, 
YZ; +2 LZ.='0, 


ot les signes © signifient qu’il faut faire Ja somme des projections 

de toutes les forces intérieures ou extérieures appliquées a m, 
Supposons écrites ces équations pour tous les points du sys- 

Léme, et ajoutons membre a membre les équations relatives a Paxe 


' des xv; il viendra 
: ies Spe 0, 


le signe ZX indiquant que la somme est étendue a toutes les forces 
agissant sur les divers points du systéme. Or, en vertu du prin- 
cipe de l’égalité de l’action et de la réaction, les forces intérieures 
sont deux a deux égales et opposées; la somme 22 X; de leurs 
projections sur laxe des z est donc nulle, et l’équation précédente 


se réduit a 


(2) Soe On 


~ 
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on aurait de méme 


’ SS paEN Cee oO, 
(2) (Re Suielici— tO} 


On a ainsi trois conditions nécessaires de l’équilibre entre les 
projections des forces extérieures. On en obtient trois autres en 
introduisant les moments. 

Revenons aux équations (1); muluphons la premiére par —y, 
la deuxiéme par x, et ajoutons; nous aurons 


EL(@Y;— yX;) + 2 (a Ye— y Xe) = 0; ie 


supposons écrites les équations analogues pour tous les points du 
systéme et ajoutons-les membre 4 membre, i] nous viendra 


XE (#@Y;— yX;) + DE(LYe-— y X-) = 0; 


mais LE (x Y;— y X;) représente la somme des moments de toutes 
les forces intérieures par rapport a Oz; cette expression est done 
nulle, puisque ces forces sont deux a deux égales et directement 
opposées. Nous arrivons ainsi a |’équation 


(3) LUCgYe—yXe) = 03” 


on a de méme 
(3) LE(yZe— 2Ye) = 0, 


Sh(42X,-— Ze) = 0. 


Les six conditions nécessaires (2) et (3), ainsi obtenues, peuvent 
s énoncer ainsi : 


Pour qwun systéme quelconque soit en équilibre, il faut 
que la somme des projections des forces extérieures sur chacun 
des trots axes et la somme de leurs moments .par rapport a 
chacun des trois axes sotent nulles. 


On peut encore énoncer ces conditions, indépendamment de 
tout systéme d’axes, de la facon suivante : 


Pour quwun systéme quelconque soit en équilibre, il faut 
que les forces extérieures constituent un systéme de vecteurs 
glissants equivalent a zéro. 


Qn pourra exprimer ce fait en appliquant l'une des méthodes du 
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premier Chapitre. Par exemple; on pourra chercher a réduire ces 
veeteurs a laide des opérations élémentaires, et exprimer qu’on 
obtient finalement deux vecteurs égaux et directement opposés, 
ou encore une résultante générale nulle et un moment résultant 
nul. 


Exemples. — 1° Imaginons de l’eau en équilibre dans un vase, sous 
action de la pesanteur. Le systéme considéré est constitué par les parti- 
cules de eau. Les forces intérieures sont les actions mutuelles entre ces 
particules. Les forces extérieures sont les actions exercées par des corps 
étrangers au systéme sur les points du systéme; ce sont par suite: 1° les 
poids des particules d’eau; 2° les actions des parois du vase sur les parti-— 
cules d’eau qui les touchent; 3° les pressions exercées par l’air sur la sur- 
face libre. Pour quwil y ait équilibre, ¢2 faut que l’ensemble de toutes ces 
forces extérieures constitue un systéme de vecteurs éguivalent a zéro. 

2° Imaginons une chaine pesante suspendue par ses deux extrémités a 
deux points fixes A et B. Les forces extérieures appliquées a la chaine 
sont: 1° les poids de ses divers anneaux; 2° les actions exercées par les 
points fixes A et B; la chaine tire sur ces points, et réciproquement ces 
points agissent sur la chaine avec des forces F, et Fg appliquées aux extré- 
mités de la chaine. Pour qu’il y ait équilibre, il faut que ces forces exté- 
rieures soient équivalentes a zéro. Les poids forment un systéme de 
vecteurs paralléles équivalent A un vecteur unique, P, égal au poids de la 
chaine et appliqué a son centre de gravité; les trois vecteurs P, Fy et Fz 
doivent alors former un systéme équivalent a zéro. 


3° Corps solide. — Si le systéme considéré est un corps solide, les six 
conditions d’équilibre que nous venons d’indiquer comme nécessaires pour 
un systéme quelconque sont aussi suffisantes : c’est ce que nous verrons 
dans le Chapitre suivant. 


95. Fraction d’un systéme quelconque; six conditions néces- 
saires de l’équilibre. — Dans un systéme matériel S, détachons 
par la pensée une partie quelconque du systéme 5,, de telle sorte 
que ce systéme soit divisé en deux parties, les points de S, et les 
points restants constiluant un systéme (S—S,). Si le systéme 
total est en équilibre, ilen est de méme de chacune de ces partes, 
de S, par exemple. On pourra alors appliquer ce qui précéde a la 
partie S, regardée comme un sysltéme en équilibre. Les forces 
extérieures a S,, appliquées a S,, doivent former un systéme de 
vecteurs glissants équivalent a zéro. On obtient ainsi, en prenant 
successivement diverses parties du systéme total, des conditions 
d’équilibre toutes nécessaires. 


> 
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EXERCICES. : 


1. Si n forces concourantes se font équilibre, leur point commun d’application 
est le centre de gravité de nm points de masses égales placés a leurs extrémités 
(Leibniz). 


2. Positions d’équilibre d’un point libre M atliré par des centres fixes O,, 
O,, ..., O, en raison inverse de la distance. Il existe une fonction des forces 


log MO,MO,...MO,. Chaque position d’équilibre O' est le centre des moyennes 
distances des inverses des points O, par rapport a O’. Quand les points O, sont 
dans un méme plan, les positions d’équilibre sont les racines de la dérivée d’un 
polynome en 2 ayant pour racines les quantités imaginaires représentées par les 
points O,. (Cuastes : voir F. Lucas, Comptes rendus, 1879 et 1888, et JuHEL- 
REnoy, /bid., 1906, et Nouvelles Annales de Mathématiques, 4° série, t. VI, 


1907.) 


3. Soit un point M en équilibre dans une position déterminée A sous l’ac- 

tion de forces déterminées P,, P,, ..., Px; sur AP, on prend un point O, tel que 
1 

AO, = (hP,)%, h et v désignant des constantes (vy 2 —1r). Démontrer que la fonc- 


i V-+1 Va] Sa F A 
tion MO, +MO, -+...+MO, est maximum ou minimum quand le point M 
coincide avec la position d’équilibre A. Si v=—1, il faut remplacer cette fonc- 


tion par logMO,MO,... MO,. Si v=1, le point A est le centre des moyennes 
distances des points O,. 


° 
4. Positions d’équilibre d’un point pesant mobile sans frottement sur une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution d’axe vertical et altiré par un point de l’axe 
proportionnellement a la distance. 


Réponse. — Une position d’équilibre stable. 
5. Positions d’équilibre d’un point M mobile sans frottement sur une circonfé- 


rence de rayon a, sollicité par une force dont la direction passe par un point 
fixe A de la circonférence et dont la valeur algébrique estimée en prenant AM 


. 


comme sens posilif est 1— 
AM 


Réponse. — Trois positions d’équilibre : deux pour lesquelles AM=a, une 
pour laquelle AM = 2a; les deux premiéres stables, la troisiéme instable, 


6. Etant donnée une force F dont les projections X, Y, Z dépendent de a, y, z, 
trouver une surface S telle qu’un point mobile sans frottement sur cette surface 
et soumis a l’action de F soit en équilibre dans toutes les positions sur la sur- 
face S. k 


Réponse. — Il doit exister un facteur p tel qu’on ait 


u(Xdx+Ydy+Zdz)=df(a, y, z): 


? 


les surfaces cherchées sont f(z, y, s) =const.;s’il existe une fonction de forces, 
les surfaces cherchées sont les surfaces de niveau. 
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6 bis. Trouver de méme des courbes sur lesquelles le point est en équilibre 
dans toutes les positions. 


(Ges courbes existent toujours : elles sont assujetties a vérifier l’équation 


XN dx+Ydy+Zdz=0, 


qui permet de prendre arbitrairement &@ et y en fonction d’un paramétre q et de 
déterminer ensuite <z. ) 


7. Un point M sollicité par une force F peut glisser sans frottement sur une 
courbe fixe dont les coordonnées sont exprimées en fonction d'un paramttre q. 
On méne a cette courbe la tangente MT dans le sens des g croissants. Démontrer 

_que le cosinus de l’angle TMF a le signe de la fonction appelée Q (n° 92); en 
conclure que, pour qu’une position d’équilibre g = q, soit stable, il faut et il 
suffit que la.fonction Q s’annule en passant du positif au négatif quand gq atteint 
et dépasse la valeur q,. 


8. Positions d’équilibre d’un point mobile M posé sur la surface extérieure 
d’un ellipsoide et repoussé par un point fixe proportionnellement a la distance. 
(Le point M pouvant quitter la surface vers Vextérieur; il faut tenir compte du 
signe de A. Si P est extérieur a Vellipsoide, une position d’équilibre instable; 
s'il est intérieur, pas de position d’équilibre. Géométriquement, le probléme* 
revyient a mener du point P des,normales a la surface; il faut ensuite choisir 
parmi les pieds des normales. ) 


9. Un point mobile sur une parabole y?— 2pa=o est altiré par un point 
fire (a, 0) du plan de la courbe proportionnellement a la distance. Positions 
déquilibre. Stabilité. Ona 

X=u(a.—2z), Y=u(o—y), ue > 0. 
I 
Les ordonnées des positions d’équilibre (pieds des normales issues de a, &) sont 
; : y 
les valeurs de y annulant la fonction ®(y) =p [(« — op) + (06 —y)}, ya- 
leurs qu’on trouyerait en cherchant& rendre maximum ou minimum la fonction 


5 \ 


[(@=2Yr(O—y)*] 


‘ 


exprimée en fonction de y. Il y a stabilité quand cette fonction est maximum. 


10. Aux trois sommets A, B, G d’un triangle, on attache des fils élastiques 


dont les longueurs naturelles sont 2, 8, y; on les allonge pour les attacher 


ensemble en un noeud et l’on suppose que la force élastique de chaque fil est pro- 


portionnelle a son allongement par unité de longueur (par exemple, x étant l’allon- 


f ka : : 
gement du premier fil, sa force élastique est rae k est le méme pour les trois ils) 


Quelles relations faut-il établir entre les trois longueurs a, %, y pour que la 
position d’équilibre du nceud se trouve au centre de gravité du triangle? 


GHAPITRE VI. 
EQUILIBRE D’UN CORPS SOLIDE. 


I, — REDUCTION DES FORCES APPLIQUEES 
A UN CORPS SOLIDE. EQUILIBRE. 


96. Corps solide. — Un corps solide est un ensemble de points 
matériels invartablement liés entre eux. — Lorsqu une force est 
appliquée 4 Pun de ces points, on dit qu’elle est appliquée au 
corps. Le corps solide ainsi défini est une abstraction. Tous les 
corps de la nature se déforment sous l’action des forces qui leur 
sont appliquées; mais les corps appelés communément solides 
subissent des déformations trés petites, qui peuvent étre négligées 
dans une premiére approximation, pourvu que les forces ne soient 
pas trop grandes. 

D’aprés les théorémes généraux relatifs 4 ?équilibre d’un sys- 
teme quelconque, pour qu’un corps solide soit en équilibre sous 
Paction de certaines forces, il faut que ces forces constituent un 
systéme de vecteurs glissants équivalent a zéro. 

Mais, pour un corps solide, cette condition nécessaire est aussi 
suffisante. On le démontre en admettant comme évidente la pro- 


position suivante : 


Deux forces égales et directement opposées appliquées a un 
corps solide se font équilibre. 


D’aprés cette proposition, on peut, sans changer [état d’un 
solide, supprimer ou ajouter un systéme de deux forces égales et 
directement opposées. 

Cette méme proposition permet de démontrer, comme nous 
Payons fait dans la théorie des vecteurs (n° 19), la propriété sui- 


vante : 
\ 


On peut, sans changer l’état d’un solide, transporter le 


CHAPITRE VI. — EQUILIBRE D’UN CORPS SOLIDE. 14 


; ' ae p ; 
point d application d’une force en un point quelconque de sa 
direction, pourvu que ce nouveau point soul invariablement lié 
au solide. : 


* 


Une force appliquée a un solide est done représentée par un 
vecteur localisé sur une droite, ou vecteur glissant. 

Nous allons montrer comment on peut réduire a des éléments 
simples un ensemble de forces appliquées Aun solide et en déduire 
les conditions nécessaires et suffisantes @équilibre. 


97. Réduction des forces appliquées a un corps solide. Equi- 
libre. — D’aprés ce qui précéde, on ne change pas Vétat d’un 
solide en effectuant les opérations élémentaires suivantes : 


Adjonction ou suppression de deux forces égales et directe- 
ment opposées; transport dune force en un point de sa direc- 
tion. 


Composition de plusieurs forces concourantes en une seule, 
ou décomposition d’une force en forces concourantes. 


Nous. avons yu que tous les systémes de vecteurs ' glissants 
obtenus a l’aide de ces opérations sont équivalents, c’est-a-dire 
ont méme résultante générale et méme moment résultant; et que, 
réciproquement, deux systémes de vecteurs glissants équivalents 
peuvent se ramener lun a l’autre par ces opérations. Donc, deux 
systémes de forces représentés par des systémes de vecteurs 
glissants équivalents peuvent étre remplacés lun par l'autre 
sans changer létat du solide. 


Réduction a deux forces. — Comme nous avons démontré 
dans la théorie des vecteurs, un systéme (5S) de forces appliqué a 
un corps solide peut étre réduit, par des opérations élémentaires, 
a deux forces, F et ®, dont l’une est appliquée en un point pris 
arbitrairement. 


Réduction & une force et a un couple. — D’aprés ce que nous 
avons vu dans la théorie des vecteurs, un systéme quelconque de 
force (S) peut étre remplacé par une force unique R, égale a la’ 
résultante générale appliquée en un point arbitraire O, et un 
couple, dont l’axe est égal au moment résultant OG par rapport 
au point O. 


142 DEUXIEME PARTIE. — STATIQUE. : 

Equilibre. — Pour qwil y ait équilibre, ¢ faut que le sys- 
téme (S) soit équivalent a zéro, c’est-a-dire que la résultante géné- 
rale OR et le moment résultant OG soient nuls. Cette condition 
est suffisante : en effet, si elle est remplie, les forces peuvent, par 
des opérations élémentaires, étre réduites a un couple dont Paxe OG 
est nul, et qui est par suite formé de deux forces égales et directe- 


ment opposées. 


Equations d'équilibre. — Appelant X, Y, Z les sommes des 
projections des forces sur les trois axes, L, M, N les sommes de 
leurs moments par rapport aux trois axes, on a les six équations 
d’équilibre nécessaires et suffisantes 


R= .0; Xa=70, Loe O\: | byiaxoy Mg-=267 Ne—0- 


98. Systémes de forces équivalents pour un solide. — Nous 
avons yu dans le numéro précédent que, sideux systémes de forces 
appliqués aun solide sont représentés par deux systémes de vec- 
teurs glissants équivalents, ils peuvent étre remplacés lun par 
Pautre sans changer l'état du corps. 

- Réciproquement, si deux systémes de forces (A) et (B) peuvent 
étre remplacés l'un par lautre sans changer l’état du corps, ils 
sont représentés par deux systémes de vecteurs glissants équiva- 
lents. 

En effet, considérons le systeéme (— A) composé de toutes les 
forces de (A) changées de sens. Ce systeme (— A) est évidem- 
ment tenu en équilibre par le systéme (A); il Pest done aussi par 
le systéme (B) qui par hypothése produit le méme effet que (A). 
Done, l’ensemble des vecteurs (—A) + (B) est équivalent a Zero : 
ou encore le systéme de vecteurs (A) est équivalent au sys- 
téme (B). 

Quand deux systémes de forces (A) et (B) peuvent étre rem- 
placés l'un par autre sans changer |’état dun solide, on dit quils 
sont éguivalents pour un solide. On voit que la condition néces- 
saire et suffisante pour que deux systémes de forces’ soient 
équivalents pour un solide est quwils soient représentés par des 
systémes de vecteurs glissants équtvalents. 


9. Cas particuliers dela réduction. — Pour que le systéme (S) 
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-admette une résultante unique, il faut et il suffit que la résul- 
tante générale OR soit différente de zéro et que le moment résul- 
tant OG soit nul ou perpendiculatre a la direction de la résul- 
tante générale. La résultante unique est alors dirigée suivant 
axe central. Analytiquement, on a les conditions 


NS i Le 0, LX +MY +NZ=o0. 


Pour que le systéme (S) se réduise A. un couple unique, il faut 
et il suffit que da résultante générale soit nulle, sans que le 
moment résultant le soit : 


Ac==0} Ve= "0 Pe" O R=o. 


100. Autre forme des conditions d’équilibre. — Pour l’équt- 
libre @un solide, il faut et tl suffit que la somme des moments 
des forces par rapport a chacune des six arétes d’un tétraédre 
sott nulle. Cette condition est évidemment nécessaire : elle est 
suffisante. En effet, supposons-la remplie pour un tétraédre ABCD : 
lasomme des moments étant nulle par rapport aux trois arétes AB, 
AC, AD, issues du sommet A, le moment résultant par rapport au 
point A est nul, et les forces considérées ont une résultante unique 
passant par A ou bien se font équiltbre. Le méme raisonnement 
pouyant étre appliqué a chaque sommet, les forces se font equt- 
libre, cav il est impossible quelles aient une résultante unique 
passant par les quatre sonnets. 


Comme application, on démontre que quatre forces appliquées aux 
quatre sommets dun tétraédre, proportionnelles aux aires des faces 


opposées et dirigées normalement vers ces faces, se font équilibre. On 
vérifie que la somme des moments par rapport a chacune des six arétes 
du tétraédre est nulle (fig. 67). 


me 
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En effet, soient x, 8, y, 6 les forces appliquées aux sommets A, B, C, D 
du tétraédre : 


=k.BCD, @=%.CDA,  y#=k.DAB, 8=4.ABC. 


Prenons les moments par rapport a l’aréte CD : les forces y et 6 ont des 
moments nuls; les forces « et 8 ont des moments de signes contraires. La - 
force « étant dirigée suivant la hauteur AA’, angle de « avec CD est 
droit, et la plus courte distance de « a CD est la perpendiculaire A’A", 
abaissée de A’ sur CD; le moment de & par rapport a CD a done pour 
valeur absolue 


a, A’A”=a,AA’,coto =k. BCD. AA’ cote = 3kV cota, 
V désignant le volume du tétraédre et 9 l’angle diédre suivant l’aréte CD. 
Le moment de 8 a la méme valeur absolue. La somme des moments par 
rapport 4 une aréte quelconque CD est donc nulle. 


II. — APPLICATIONS. FORCES DANS UN PLAN. FORCES 
PARALLELES; CENTRE DE GRAVITE. 


101. Forces dans un plan. — Prenons ce plan pour plan des ese 
nous aurons éyidemment 


Teh 08 IM =o; 
LX + MY + NZ=o0., 

Par conséquent : 

Si X?-+ Y? > 0, le systéme a une résultante unique située dans 
le plan et dirigée suivant l’axe central; 

Si X=o0, Y =o avec NZo, le systéme se réduit a un couple; 

Si X= 0, Yo, No, le-systémeest en équilibre. 

Lorsque N est nul, les forces ont une résultante passant par le 
point O ou se font équilibre; si done la somme des moments des 
forces par rapport a deux points du plan est nulle, la résultante 
passe par ces points, ou bien il y a équilibre; enfin, si cette 
somme est nulle pour trois points du plan, pas en ligne droite, 


il y a nécessairement équilibre 


102. Exemples. — 1° Prenons dans le plan des wy un polygone quel- 
conque et appliquons au milieu de chacun de ses cétés et perpendiculaire- 
ment a sa direction une-force proportionnelle a sa longueur et dirigée vers 
Vextérieur du polygone; ces forces se font équilibre. Nous allons établir 
géométriquement cette proposition. Démontrons-la tout d’abord pour un 
triangle ABC. 
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Les trois forces A’(K.BC), B’(K.AC), C’(K.AB) sont concourantes 
comme étant perpendiculaires aux. milieux des cétés du triangle; de plus, 
lasomme de leurs projections sur un axe quelconque est évidemment nulle; 
ces trois forces se font donc équilibre ( fig. 68). 


Fig. 68. 


Passons maintenant au cas d’un-polygone quelconque. A |’aide de dia- 
gonales issues d’un sommet, partageons-le en triangles. Perpendiculaire- 
ment aux cdtés de chacun des triangles ainsi déterminés et en leurs milieux 
appliquons une série de forces proportionnelles a ces cétés et dirigées vers 
Pextérieur du triangle correspondant. D’aprés ce qui vient d’étre dit, ce 
systéme de forces est en équilibre : or, au milieu de chaque diagonale sont 
appliquées deux forces égales et opposées; on peut donc les supprimer 
sans troubler l’équilibre, et le polygone reste en repos sous l’action des 
forces appliquées normalement a ses cédtés; Ja proposition est donc 
démontrée. 

2° Soit donné un polygone plan ABCDE ( /g. 69), sur lequel nous 


déterminons un sens de circulation; appliquons, a chaque sommet de ce 
polygone, une force dirigée dans le sens-du cété qui y aboutit et propor- 
tionnelle a sa longueur. Si le polygone est conyexe, ces forces se réduisent 
a un couple. in effet, la somme des projections de ces forces sur un axe 
quelconque est nulle comme égale a K fois la projection du contour fermé 
ABCDE. De plus, la somme des moments par rapport a un point quel- 
conque O du plan du’polygone n’est pas nulle; en effet, c’est 


N =+ 2K(surf. OAB + surf. OBC +...), 


APPEL. —= 7, 


\ 
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c est-a-dire 
N == 2K surf.(ABCDE),. 
{1 ne peut done ’pas y avoir équilibre. 
Si le polygone est concave, il n’en est-plus de.méme; prenons, en effet, 
le polygone A’B'C'D’; la somme des moments par rapport a un point O 


- 


du plan sera, en ayant égard a leurs signes, 


= 2K (surf. D'1C’— surf, B’ TA‘). 


Il y aura done équilibre si les deux triangles D'IC’, BTA’ sont équivalents. 


103. Forces paralléles. — Soit un corps solide sollicité par des 
forces paralléles dune méme direction; appelons «, 6, y les cosinus 
directeurs d’une demi-droite OD paralléle a cette dixection® Pie 
PS , P, les valeurs algébriques des forces paralléles estimées 
positivement dans le sens OD, négativement en sens contraire, 
et 4, Yr, 3% les coordonnées du point d’application de Px. Les 


différents cas possibles sont les suivants (n° 29) : 


1° YP,Z2o, Résultante unique, paralléle a la direction donnée, 
ayant pour valeur algébrique YP, et appliquée au centre des ae 


paralléles 
aoe Da ey: Stee TPEVE Se YP ys, 
Pen Ae. aie sy Fee Pee 


dont la position est indépendante de la direction des forces. 
2° SP,=0, avec L?-++ M? + N? > 0. Couple unique d’axe L, 
M,N: 


: SPP ee 
Bo SPs ge Oe EE eon ie 
’ Q | 
ae ? if 
Equilibre astatique. — Supposons que, le corps se déplagant, 


les forces paralléles restent constantes en grandeur, direction et 
sens et demeurent appliquées en des points fixes du corps; l’équi- 
libre est dit astatéque quand il subsiste quelle que soit l’orjénta- 
tion du corps ou, ce qui revient au méme, quelle que soit l’orien- 


tation des forces par rapport au corps, c’est-a-dire quels que. 


soient %, 2, y. Pour cela, il faut et il suffit qu’on ait 
=O, Dt eat On ey ae), Dieres cor 


Dans ce cas, le centre de celles des forces paralléles qui rent 
dans un sens coincide avec Je centre de celles qui rent en sens 
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contraire, de sorte que ces deux systémes de forces se font tou- 
jours équilibre. 


104. Centres de gravité. — Nous avons déja définile pords d’un 
point matériel: c’est une force verticale dont lintensité p est égale 
ala masse du point matériel multipliée par l’accélération 2 due a 
la pesanteur, accélération qui, en un méme lieu, est la méme pour 
tous les corps. La direction de la verticale change d’un lieu a 
g varie avec la 
latitude et laltitude; mais ces variations sont insensibles dans 


Vautre; Pobservation a prouvé que la valeur de 


Pétendue dun corps de dimensions ordinaires. Un corps solide 
pesant peut done étre considéré comme une réunion d’un grand 
nombre de points matériels liés entre eux et sollicités par des 
forces yerticales, paralléles, proportionnelles 4 leurs masses, loca- 
lisées en ces points. La résultante de ces forces, qui est égale a 
leur somme, s’appelle le poids du corps. Le point d’application de 
cette résultante, ou le centre des forces paralléles localisées aux 
points matériels, se nomme spécialement centre de gravité; il 
occupe dans le corps une position indépendante de l’orientation 
de celui-ci; car, lorsque le corps se déplace, tout se passe, pour un 
observateur entrainé avec lui, comme si, le corps restant immo- 
bile, les forces paralléles tournaient d’un méme angle autour de 
leurs points d’application, ce qui n’altére pas la position du centre 
des forces paralléles. Ainsi, le centre de gravité est le point du 
corps par lequel passe constamment le poids du corps quelle 
que soit son orientation. Si donc on fixe le centre de gravité, en 
laissant au corps solide la liberté de tourner autour de ce point, 
le corps, soumis uniquement a l’action de la pesanteur, reste en 
équilibre dans toutes les positions qu’il peut prendre. 


105. Expression des coordonnées du centre de gravité. — Soient 
M1, Mz, +--+, My les masses, P;, Ps, --+; Pn les poids des points ma- 
tériels qui constituent un corps solide, (24, 1, 31)) (2, Voy S2)s «+> 
(fa, Yn, Sn) leurs coordonnées, P et M le poids et la masse du 
corps. On aura 

P= MEE, P=pi+pet...tpra=Msg. 
si Yon désigne par (2, , ©) les coordonnées du centre de gra- 
5 I 27 iS g 
vité, on a, d’aprés les formules qui donnent le centre des forces 
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paralléles, 


E Pieri t+ PoLet... t+ Pn&n _— MH, + MgXe +... + Mn Xn 


Yam | tetera 1) Sig My, + Mg++... + Mp 


ou, sous forme abrégée, 


: Spa. De rpy  umy ra Sse LL 
= = = ? 0) ae * y) = = = . 
; xp xm 4 Xp xm x xm 


On voit que la position du centre de gravité, dans un corps de 
dimensions ordinaires, dépend uniquement des masses des points. 

Cette observation est importante, car elle permet d’étendre la 
notion du centre de gravité 4 des systémes non pesants. Méme, 
dans certaines questions relatives a des points matériels de masses 
My, My, ..-, My, non invariablement liés entre eux, il est utile 
dintroduire le point dont les coordonnées 6, 7, ¢ sont définies par 
les formules précédentes : ce point, qu Euler proposait d’appeler 
centre d’inertie, continue souvent a porter le nom de centre de 
gravité, quoique les considérations qui conduisent a la notion du 
centre de gravité ne soient plus applicables. Le centre d’inertie est 
évidemment situé a Vintérieur de toute surface convexe entourant 
les points considérés (n° 32, Remarque 11). 

La différence entre le centre de gravité et le centre d’inertie, 
pour des corps de grande dimension, a été étudiée par M. Liljes- 
trém (Comptes rendus, t. 162, 1916, p. 155). 

Lorsque l’on connait les centres de eravité G, et G, des deux par- 
ties d’un corps et leurs masses M, et My, on en déduit immédia- 
tement le centre de grayité du corps, car ce centre est le centre 
des forces paralléles M, g et M,g appliquées aux deux points G, 
et G,. D’une maniére générale, lorsque l’on connait les centres de 
gravité G,, Gy, ..., Gp de plusieurs parties d’un corps et leurs 
masses M,, My, ..., M,, le centre de gravité du corps est le centre 
des forces paralléles M,g, Mig, ..., Mpg appliquées aux 
points G,, Go, ...9 Gp. En appelant’ xy, 15°24, Gey Vay Foe ee 
Lp) ¥p) Sp les coordonnées des centres de grayité de ces diverses 
pares, on aura pour les coordonnées &, 4, ¢ du centre de gravité 
du corps 


M,a4+ Miao+...4+ Mp2, tots Moy , AS Ms 
YFP er Se Teh | Meneame wiuerei aie o ea eS 


ra 
S 
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Lorsqu’on veut déterminer le centre de gravité d’un corps solide 
de forme donnée, par exemple d’tfne masse de métal, on doit 
appliquer les formules précédentes a un corps formé d’un nombre 
extrémement grand de points matériels situés a des distances mu- 
tuelles extrémement petites. On tourne la difficulté en regardant 
le corps comme continu, ce qui n’est pas conforme a la réalité,. 
mais fournit une approximation trés suffisante pour les applica- 
tions. Nous renverrons le lecteur désireux de se rendre compte, 
dune fagon détaillée, de la légitimité de cette substitution d’un 
corps continu a un corps donné, au Chapitre VI de la Mécanique 
de Poisson relatif a l’attraction des corps. Un corps solide étant 
aimsi assimilé 4 un volume continu, on le supposera divisé en un 
nombre infinimeht grand de parties infiniment petites dans tous 

les sens, en plagant le centre de gravité de chacune de ces parties 
en un point quelconque de sa masse; les formules qui donnent les 
coordonnées du centre de gravité d’un corps divisé en parties de 
masses M,, Mo, ..., M, contiennent alors, a la place des sommes 
qui figurent au numérateur et au dénominateur, des intégrales 
uiples. Lorsqu’un corps a une épaisseur trés petite par rapport a 
ses autres dimensions, on assimile le corps 4 une surface : telle 
est, par exemple, une feuille de papier ou de métal trés mince. De 
méme il y a des cas ott lon peut considérer un corps comme 
réduit @ une ligne : tel est le cas d’un fil long et fin. 

Nous indiquerons a la fin du Chapitre quelques formules pour 
la détermination du centre d’inertie des lignes, des surfaces et 
des volumes. 


Ill. — SUITE DES APPLICATIONS. FORCES QUELCONQUES 
DANS L’ESPACE. 


106. Exemples d’équilibre. — 1° Des forces appliquées aux centres 
de gravité A’, B’, C’, D’ des faces d’un tétraedre ABCD, proportion- 
nelles aux aires des faces et dirigées normalement a@ ces faces, toutes 
vers Vintérieur, se font équilibre. Kn effet, ces forces sont, par rapport 
au tétraédre A’ B’C’D! ayant pour sommets les centres de gravité des faces 
du premier, dans la position indiquée a la fin du n° 100, On conclut de la 
que des forces appliquées aux centres de gravité des faces dun 
polyédre, proportionnelles aux aires des faces et dirigées normale - 
ment aux faces, toutes vers Uintérieur, se font équilibre. \\ suffit de 
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décomposer le polyédre en tétraédres et d’appliquer a cet ensemble de 
tétraédres un raisonnement idenaique a celui quia été employé a la fin du 
premier exemple du n° 102. 

Comme cas limite on voit que, si l’on prend une surface fermée et si l’on . 
applique a chaque élément superficiel infiniment petit une force normale 
proportionnelle a cet élément, on obtient un systéme en équilibre. 

2° Des couples dont les axes sont proportionnels aux aires des faces 
d'un polyédre et dirigés normalement a ces faces, tous vers l’inté- 
rieur, se font équilibre. En effet, la somme des projections des axes de 
ces couples sur une-direction quelconque est nulle. 


107. Conditions pour qu’on puisse diriger suivant trois, quatre, 
cinq, six droites des forces en équilibre. — Cherchons comment doivent 
étre situées dans l’espace trois ou quatre, ou cing, ou six droites, pour qu’on 
puisse diriger suivant ces droites des forces se faisant équilibre. -Nous 
ferons d’abord la remarque suiyante : lorsque plusieurs forces Fy, Fo, ..., Fr 
se font équilibre, la somme de leurs moments par rapport a un axe 
quelconque est nulle; donc, si ’on peut mener un axe A s’appuyant sur les 
directions de (7—1) des forces, le moment de chacune de ces forces étant 
nul, le moment de la derniére force est nul aussi, et l’axe A rencontre 
également la direction de cette derniére force, a distance finie ou infinie. 
Cette propriété a méme lieu pour un axe A imaginaire, quoiqu’on une 
puisse plus parler de moments par rapport a cet axe: en effet, soient 
(2, y’, 2) et (2", y", 2") deux points réels ou imaginaires, A l’axe jol- 
gnant ces deux points, et Xx, Yz, Zz, Ly, Mz, Nz les projections et les mo- 
ments dune force I, appliquée au point x, yz, 3%. La condition pour que 
axe A et la force Fx sorent dans un méme plan s’obtient, d’aprés 
les formules élémentaires de la Géométrie analytique, en écrivant que la 
quantité 


ON = (a" — &') Let Cy" — 7) Me + (3"=— 2) Ne (y' 3" — 2'y"") Xe 
a Se (3'a"— a’ 2") Yea: (a' yy’ y' x”) 7, 


est nulle. Les forces Fy, Fg, ..., Fy se faisant équilibre, la somme 
Oy + e+... + ONL, 


est évidemment nulle : si done les quantités Olly, OMe, ..., MWlp»-, sont 
nulles, cest-a-dire si l’axe A rencontre les (m —1) premiéres forces, la 
quantité OIL, est aussi nulle, et l’axe A rencontre aussi la derniére force a 
distance finie ou infinie. Si le point 2’, y’, 2’ est réel, la condition Ih; =o 
signifie que le moment de F, par rapport a ce point est normal a A, 


1° Trots droites. — Supposons que, suivant trois droites, on ait dirigé 
trois forces en équilibre. Tout axe s’appuyant sur deux de ces droites dewra 
s’appuyer sur la tigisiéme. Les trois droites sont donc nécessairement 
dans un méme plan: si deux d’entre elles sont concourantes, la troi- 
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stéme doit passer par leur point de concours; sinon, les trois drottes 
sont paralléles. Ces conditions sont nécessaires. Si elles sont satisfaites, 


on peut évidemment diriger survant les trois droites des forces en équi- 
libre. 


Quatre droites. — Supposons que, suivant quatre droites, D;, Dg, 
D3, D,, on ait dirigé quatre forces se faisant. équilibre. Tout axe A s’ap- 
puyant sur trois de ces droites doit rencontrer la quatriéme. Si donc nous 
nous placons dans le cas général, ot il n’existe pas de plan contenant a la 
fois deux des droites, la surface réglée du second ordre (hyperboloide ou 
paraboloide), engendrée par un axe A s’appuyant sur trois des droites, 
devra admettre la quatriéme comme génératrice du méme systéme que les 
trois premiéres. On a ainsi la condition nécessaire indiquée par Mobius : 
Il faut que Dy, Dz, D3, Dy sotent quatre génératrices d’un méme sys- 
téme d'une surface du second ordre. Pour établir que cette condition 
est suffisante, nous emprunterons & Darboux la démonstration suivante 
(Note insérée dans le premier Volume de la Mécanique de Despeyrous; 
Hermann, éditeur) : 
Pecions sur un hyperboloide quatre génératrices D,, D,, D3, D, d’un 
méme systéme : par un point A de lespace (fig. 70), menons des paral- 


Fig. 70. 


léles Ay, Ao, Az, A, aces génératrices; appliquons sur A, une force F’, et 


soient F{, Fj, F4 les composantes suivant les droites Ay, Aj, A3 d'une 


force égale et contraire a F’, appliquée au point A. Les quatre forces F 4, 
F),, F4, F, ainsi obtenues ont évidemment une somme géométrique nulle. 
Transportons maintenant ces forces parallélement a elles-mémes sur les 
droites Dy, D2, Ds, D, en Fy, Fe, F3, F,. Ces quatre nouvelles forces se 
font équilibre : en effet, leur résultante générale est nulle; leur moment 
résultant est donc le méme par rapport a tous les points de l’espace. Ce 
moment résultant. est ou bien nul, ou bien perpendiculaire a toutes les 
génératrices A du second systéme de l’hyperboloide, car, chacune de ces 


génératrices A rencontrant les quatre droites D,, D., D3, D,, la somme des 


‘ 
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moments par rapport a A, c’est-a-dire la projection du moment résultant 
sur A, est nulle. 

Ie moment résultant est donc nul, puisqu’il ne peut pas étre perpendi- 
culaire a toutes les génératrices d’un méme systéme d'un hyperboloide, 
ces génératrices n’étant pas paralléles 4 un méme plan. Il y a done équi- 
libre. 

Si les quatre droites D,, Dz, D3, D, sont des génératrices d’un méme 
systéme d'un paraboloide hyperbolique, les droites auxiliaires Ay, Ag, A3, 

A, sont dans un méme plan. On peut alors, en procédant comme dans le 
cas précédent, placer sur les ¢rozs premiéres droites D,, Dz, Ds trois forces — 
Si, fo, fx, dont la résultante générale est nulle et dont le moment résul- 
tant de longueur a, le méme pour tous les points de l’espace, est dirigé 
perpendiculairement a toutes les génératrices A du second systéme, c’est- 
a-dire perpendiculairement au second plan directeur. On peut de méme 
placer sur D,, Dz et D, trois forces 21, &2, 8,, dont Ja résultante générale 
est nulle et dont le moment résultant 6 est normal au second plan direc- 
teur, c’est-a-dire a méme direction que a. Si l’on place sur les quatre 
droites les forces 


F,=Afit pei, FL=)\ fat pg, F; =) fs, he VE4 


obtenues en superposant les forces du premier systeme multipliées par A 
a celles du second multipliées par p, la résultante générale est nulle et le 
moment résultant perpendiculaire au second plan directeur est Aa + 26. 
On peut disposer du rapport de X et de p, de facon que ce moment soit 
nul¢ les quatre forces se font alors équilibre. 


3° Cing drottes. — Si, suivant cing droites D,, Ds, D3, D,, Ds, on peut 
diriger cimq forces, se faisant équilibre, toute transversale rencontrant 
quatre d’entre elles doit rencontrer la cinquiéme. II existe deux droites 
réelles ou imaginaires A’ et A” rencontrant D,,. Dz, D3, D,; en effet, les 
droites A s’appuyant sur D,, D,, Ds; engendrent une surface du second 
ordre S, que la droite D, rencontre en deux points réels ou imaginaires 
pet p”; les deux génératrices de S du systéme A, passant par ces deux 
points, forment deux transversales rencontrant les quatre droites D,, Ds, 
D;, Dy. Ges deux transversales \’ et A” doivent rencontrer également D;. 
Mi faut done qwil existe deux droites sappuyant a la fois sur les cing 
droites données, ou, daprés le langage de la Géométrie des droites, que 
les cing drottes appartiennent &@ une congruence linéaire. On montre, 
par un raisonnement identique au précédent (cas du paraboloide), que la 
condition est suffisante. 


4° Stix drottes. — Pour que suivant six droites on puisse diriger des 
forces se faisant équilibre, il faut et il suf fit qwelles appartiennent a 
un complexe linéaire. 

Employons une méthode analytique due 4 Mébius et 4 Somoff. Sur !’une 
des six droites D; prenons, dans un sens déterminé, un segment d, de 
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ongueur 1, et soient a,%, By, yx les projections de ce segment sur les trois 
axes, Ag, Uk, Ve SES MOMents par rapport aux trois axes. Ces six quantités, 
liges par Videntité 
Ae het BERET YKYE=O, ; 

sont proportionnelles aux quantités que Pliicker appelle les coordonnées 
de la droite Dx, Suivant la droite D, dirigeons maintenant une force dont 
_la valeur algébrique, estimée dans le sens du segment dy, soit Fx. Les pro- 
jections et les moments de cette force seront 


ae Pr, BeFe, yeFes AeFe, peks, veFy. 
Si lon fait la méme opération.pour chacune des six droites considérées 


(k =1, 2, 3, ..., 6), on a, en exprimant que les six forces se font équi- 
. . rs . 
libre, les six équations 


(1) OEE SO, = 6rV,= 0, ay p ER 0; 
SV DRO Daal types oO, Vi, oO, 


chaque somme = étant étendue aux six forces. Ces six équations, étant 
linéaires et homogénes en Fy, Fo, F3, Fy, Fs, Fs, donneront pour ces 
quantités inconnues des valeurs nudies, 4-moins que le déterminant des 
coefficients des inconnues soit nul. On a donc la condition nécessaire et 
suffisante 


Oy? Ba ey Mt Pay V4 
© Oy Bo Vo Np [2 Vo 


16 Bs Y6 Xe Ue Yo 


qui exprime que les six droites appartiennent a un méme complexe 
linéaire. 

Un calcul identique montre que, si le nombre des droites données était 
supérieur a szz, on pourrait toujours diriger suivant ces droites des forces 


en équilibre, car les six équations (1) contiendraient des inconnues Fx en 
nombre supérieur a six. 


IV. — CORPS SOLIDES ASSUJETTIS A DES LIAISONS. 


108. Méthode. — La méthode générale que nous emploierons 
consiste a regarder les corps comme libres, en introduisant comme 
inconnues auxiliaires les réactions provenant des liaisons qui leur 
sont imposées, réactions qu’on nomme forces de liaison. 


109. Corps ayant un point fixe. — Imaginons un solide ayant 
un point O fixe, autour duquel il peut tourner librement. Dési- 
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enons par F’,, F,,..., F, les forces qui agissent sur ce solide. Un 
tel corps est ce qu’on peut appeler un devier dans le sens le plus 
général du: mot, Nous cherchons donc les conditions déquilibre 
d’un levier. 

Le corps solide exerce sur le point fixe une pression R (fig. Oner 


Pag: (jee 


Ro ge 


en vertu du principe de l’égalité de Vaction et de la réaction, le 
point fixe exerce sur le corps une réaction Q égale et directement. — 
opposée a R, de sorte que le corps solide peut étre considéré 
comme libre sous Vaction des forces F,, Fy, ..., Fr, Q. Si le 
corps est en équilibre, c'est que les n premiéres forces ont une 
résultante unique, égale et directement opposée a Q; la condition 
@équilibre est done que les forces données aient une résultante 
unique passant par le point fixe. Cette condition est suffisante, 
car si on remplace les forces appliquées au corps par cette résul- 
tante, celle-ci est détruite par la résistance du point fixe qui déve- 
loppe une réaction égale et directement opposée. 

Nous pouvons retrouyer analytiquement ces résultats; prenons. 
des axes rectangulaires passant par le point fixe O; désignons par 
X, Y, Z, L, M, N_ les projections de la résultante générale et 
du moment résultant par rapport a Vorigine des forces F appli- 
quées au corps solide, et par X’, Y', Z' les projections de la réac- 
tion Q du point fixe; les conditions d’équilibre seront 
(1) X+ X’=0, Y+Y'=o0, Z+TZ'=o0, 

(2) 08 No; N50; 


les équations (2), ne contenant pas la réaction, sont les condi- 
tions nécessaires de l’équilibre; elles expriment d’ailleurs que les 
forces F appliquées au corps se réduisent a une force unique pas- 
sant par Vorigine. Les équations (1) montrent alors que la réac- 
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tion (X', Y’, Z’) est égale et opposée a cette résultante (X, Y, ZL), 
quin’est done autre que la pression sur le point fixe. 

Prenons le cas particulier d’un levier soumis a deux forces seu- 
lement F,, F,; pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suffit que ces 
forces soient tenues en équilibre par la réaction Q du point O. 
Les trois forces F,, F,, Q devant se faire équilibre, il faut que 
F,, F, soient dans un méme plan avec O ect que la somme des 
moments des forces F,,.F, par rapport a O soit nulle; c’est la 
condition élémentaire bien connue de Péquilibre du levier. 


110. Corps ayant un axe fixe. — Soient F,, F,, ..., F, les 

forces qui agissent sur le corps solide; celui-ci exercera sur les 
divers points de l’axe des pressions P’, P’, P”, ..., et axe exer- 
cera 4 son tour des réactions Q’, Q’, Q", .... Le corps pourra 
étre considéré comme libre, mais sollicité par les forces Fy, 
Bo, ---, Fr, Q’, Q’, .... Pour quil y ait équilibre, i] faut, en par- 
ticulier, que la somme des moments de toutes ces forces, par rap- 
port a l’axe fixe que nous prenons pour axe des z, soit nulle. Et 
comme les moments des réactions Q’, Q”, ... sont nuls, il faut 
qu’on ait i 
N:=0% 
C’est une condition nécessaire de |’équilibre. Elle est suffisante ; 
en effet, si elle est remplie, les forces se réduisent a une résultante 
générale OR, qui est détruite par la résistance de l’axe et a un 
couple dont l’axe OG est perpendiculaire 4 Oz, puisque N est nul. 
On peut faire tourner ce couple dans son plan, de fagon que son 
bras de levier coincide avec l’axe; alors les forces oy! qui le consti- 
tuent, étant appliquées en des points de l’axe, sont détruites par 
sa résistance; le corps est donc bien en équilibre. 

Le probléme que nous venons de traiter donne les conditions 
d’équilibre d’un treuil. 

Calculons maintenant les réactions de Vaxe. Ces téactions sont 
des forces appliquées aux différents points du corps en contact 
avec l’axe, on peut toujours les réduire a deux forces Q! et Q' 
appliquées en deux points O et O' choisis arbitrairement sur Paxe. 
On peut obtenir ce résultat physiquement en admettant 
que la fixité de VPaxe a été obtenue en rendant invariables 
deux de ces points, O, O'. Ces points exerceront sur le solide des 


ae 
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réactions Q’, Q’. Prenons le point O pour origine. Désignons par 

X, Y, Z, L, M, N les mémes éléments que précédemment, et par 
“XL Y', Z', X", Y", Z' les projections*des réactions Q’, Q". Soit h 

la distance OO’. Nous aurons les conditions d’équilibre (fig. 72) 

X + X’+ X”= 0, ea eee op LA Lin 0), 
Ge Revises Mah Kato ee nos 


La derniére de ces équations est indépendante des réactions : 
c’est la condition nécessaire et suffisante de Péquilibre. Les deux 


équations précédentes donnent X” et Y”. Portant alors ces valeurs 
dans les deux premiéres, on calcule X! et Y'; mais Z’ et Z" ne sont 
assujelties qu’a la condition unique 


Y petra Hi), Benes 


et il est impossible de calculer complétement les réactions, dans 
Vhypothése de la rigidité absolue des corps. | 
Au point de vue physique, les réactions Q’, Q” sont cependant 
bien déterminées; mais les solides naturels ne possédent pas les 
propriétés qu’on suppose aux corps solides en Mécanique ration- 
“nelle : ils sont déformables et leur déformation met en jeu des 
forces élasuques; en tenant compte de ces forces, on peut déter- 
miner complétement les réactions. 


111. Cours tournant autour d’un axe et glissant le long de l’axe. 


— Dans ce cas, les réactions Q’, Q", Q”, ... de l’axe sur le corps 
sont normales a l’axe : en prenant l’axe pour axe Oz, ona les 
deux conditions d’équilibre 


INi=-0% Z= 0, 
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112. Corps s’appuyant sur un plan fixe : 
1° Cas dun seul point d’appui. — Considérons d’abord le 
cas ot le corps ne s’appuie que par un point sur le plan fixe; le 
plan exerce sur le corps une réaction normale, si nous supposons 
que le corps peut glisser sans frottement. Le corps peut étre con- 
sidéré comme libre, mais soumis aux forces Be crss ytiay qUs 
agissent directement sur lui, et a cette réaction Q. Pour que le 
corps soit en équilibre, il faut que les forces F aient une résultante 
unique égale et directement opposée aQ (fig. 73), cest-a-dire 


Fig. 73. 


que les forces données aient une résultante passant par le point 
d’appui, normale au plan et dirigée de facon a appliquer le corps 
sur le plan. Ces conditions sont évyidemment suffisantes, car, lors- 
quelles sont remplies, la résultante ne peut déterminer aucun 
glissement et est détruite par la fixité du plan qui développe une 
réaction égale et opposée a Q. Il serait aisé de retrouver analyt- 
quement ces résultats. 

2° Cas de plusieurs points d’appui en ligne droite. — Admet- 
tons que le corps s’appuie sur le plan fixe par des points Ay, 
A» 


des réactions normales Q,, Qs, ..., Qp, toutes dirigées dans le 


, -+-, Ap de la droite Ox. En tous ces points, le plan exerce 
méme sens (fig. 74) Ces forces ont une résultante Q normale au 
plan, dirigée dans le méme sens, et dont le point d’application 
tombe sur Oz entre les points extrémes A,, Ap. 

Pour que V’équilibre ait lieu, il faut que les forces données 
fassent équilibre aux réactions du plan, c’est-a-dire qu’elles aient 
une résultante unique, normale au plan, dirigée de fagon a appl- 
quer le corps sur le plan, et dont le prolongement rencontre Ox 


yy 
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en un point situé entre A, et A,. Ces conditions nécessaires 
sont suffisantes, car cette résultante peut alors étre décomposée 
en deux autres, normales au plan et appliquées en deux points 
@appui; ces forces seront détruites par la résistance du plan. 


J 


Pour exprimer analytiquement ces conditions, nous prendrons 
pour axe des z la droite Ow, l’axe des z normal au plan et situé 
du méme coété que le corps par rapport a ce plan. Toutes les réac- 
tions Q,, Qs, ..., Qp sont alors positives. Les équations d’équi- 
libre sont 


X = 0) Vig) Z+-Q,;+ Q.+...+Q)=0, 


b =.6, M — a; Qi— a. Qo +...— @) Qp=0, N=o0, 
en désignant par @,, @, ..., @p les abscisses des points d’appul. 


Quatre de ces équations, qui sont indépendantes des réac- 
tions, expriment des conditions nécessaires d’équilibre; elles 
montrent que les forces données doivent avoir une résultante 
unique normale au plan des xy et rencontrant l’axe des x. La 
troisiéme €quation nous montre que Z doit étre négatif, c’est- 
a-dire que la résultante doit étre dirigée de fagon a appliquer le 
corps sur le plan. Soit x labscisse du poimt ot la résultante ren- 
contre Ox. Son moment par rapport 4 Oy sera M=— x Z; on 
devra done avoir 


eh + a, Qi + a2.Q2.+...4+ apQpn= 0, 


dou Von tre, en remplagant Z par sa valeur, 


et celle quantité est, comme on sait, comprise entre les deux 
valeurs extrémes a, et ap, car les quantités Q,, Qs, ..., Qp sont 
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positives; le prolongement de la résultante rencontre done Oa 
entre les points d’appui extrémes. 
Les réactions du plan doivent maintenant vérifier les deux 

équations 

bay SOU ay is i, Op = 0; 

M — a,Q,— a,.Q,.—...— G05 = Oo. 
Sil ny a que deux points d’apput, elles donnent les deux réac- 
tions. Sil y a plus de deux points d’appui, les réactions ne sont 
pas déterminées par ces deux relations. On les déterminerait com- 
plétement en introduisant des considérations d’élasticité. 


3° Cas général. — Supposons que le corps solide repose sur 
le plan fixe par une série de points A,, Ay,..., 
droite. Le plan exerce des réactions normales Q,, Q:, ..., Qp,- 
qui ont une résullante unique Q, car elles sont toutes dirigées 


A, non en ligne 


dans le méme sens et, d’aprés ce que lon a vu sur la composition 
des forces paralléles, le point ot cette résultante perce le plan est 
situé a l’intérieur de tout polygone convexe qui renferme tous les 
points d@appui; en particulier, il est & Vintérieur du polygone de 
sustentation, polygone convexe dont les sommets sont des points 
d’appui et qui renferme tous les autres. Pour qu’il y ait équilibre, 
il faut que les forces données fassent équilibre a la résultante Q; 
il faut donc que les forces F aient une résultante unique normale 
au plan, dirigée de fagon a appliquer le corps sur le plan et qui 
le traverse 4 l’intérieur du polygone de sustentation. Ces condi- 
tions sont suffisantes, car, dans ces hypothéses, on pourra toujours 
décomposer cette résultante en trois forces normales au plan et 
appliquées a trois des points d’appui, forces qui seront détruites 
par la résistance du plan. 

Prenons toujours le méme systéme d’axes; le corps pouyant 
étre considéré comme libre, mais soumis al’action des forces I',, 


ee O,-On..:.,-Q,, les conditions d’équilibre:seront, 
en désignant par ay, 0,, az, bs, .., les coordonnées des points 
Wappui, 
(1). X=_0, Yo==0; Neh), 
Le Oy Og. ot O07, 
(2) { L+ 6,Q,+ 6:Q,+...+ b6)Qp=0, 
M — a,Q,— a2.Q2.—...— a, Q,)=0. 
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Les équations (1), étant indépendantes des réactions, expriment 
une Condition nécessaire d’équilibre :.c’est que les forces données 
aient une résultante unique normale au plan; en effet, la quantité 
LX +MY + NZest nulle, et ’on ne peut avoir Z=o0, sans quoi 
toutes les réactions seraient nullés, puisqu’elles ne peuvent ¢étre 
que positives ou nulles. Dans ce cas particulier, ot toutes les 
réactions seraient nulles, Z, L et M seraient nuls, il y aurait équi- 
libre entre les forces directement appliquées. En écartant ce cas 
d’équilibre évident, on yout que les forces F,, ..., F, doivent avoir 
une résultante normale au plan; il faut, en outre, que Z soit négauif, 
comme il résulte de la premiére des équations (2), et que la résul- 
tante unique perce le plan des xy a Vintérieur du polygone de 
sustentation, condition qu’on déduirait des deux dernieres équa- 
tuons (2). Sil n’y a que trois points d’appui, les équations (2) 
permettent de déterminer les trois réactions. S’il y en a plus, il 
faut tenir compte de l’élasticité des corps. 


4° Applications, — Pour montrer comment on peut former les condi- 
tions auxiliaires d’équilibre, nous traiterons le cas d’une table rectangu- 
laire reposant par quatre pieds sur un plan horizontal. 

Soit A; A, A3A, cette table sur laquelle nous placerons des corps quel- 
conques. Soient P la résultante des poids de ces corps et de Ja table, et A 
le point ot cette résultante perce la table; désignons par By, Bo, Bs, B, 
(fig. 75) les points d’appui; prenons le plan horizontal fixe pour plan 


Fig. 75. 


des wy, le centre du rectangle de sustentation pour origine et les axes 
des w et des y paralléles aux cdtés de ce rectangle; les coordonnées des 
points d’appui By, By, B;, By, seront respectivement (a, 6), (a, — 6), 
(— a, — b), (—a, 6). Soient x, y les coordonnées de A; désignons par Q,, 
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Qe, Qs, Q,, les réactions du sol. Nous écrirons d’abord les conditions 
générales d’équilibre qui se réduisent ici a 


Qit Q+ Q+ Q,—P 10), 
(1) (. 6Q:— 6Q,— 6 Q3 +. 6Q,—'Py =0, 
— aQi— aQ,+4aQ3;4+aQ,+ Px =o. 


Pour avoir une nouvelle condition, nous admettrons que le sol n’est pas 
absolument rigide et qu’il céde en chaque point d’une quantité trés petite 
proportionnelle a la pression qu’il subit; désignons par ¢, ¢, ¢3, ¢, les 
quantités dont les quatre pieds pénétrent dans le sol, nous aurons par 
hypothése 

oa &2 €3 ze 


is fOr Oe, 


le point O considéré successivement comme milieu de B,B; et B,B, s’est 
abaissé de 


7 2: €>-+ & 
OO 1 ae OO = 2 Sen 
2 4 2 
On doit donc avoir 
; Ejiat— &o Seg ai. 6% 
et, par suite, 
(2) Q,+ QO. Q34+- Q,= 0. 


S’il y avait eu p points d’appul, en écrivant qwils sont restés dans un 
méme plan aprés la déformation du sol, on aurait eu p—3 conditions, 
qui, jointes aux trois équations générales, auraient [permis ‘de déterminer 
toutes les réactions. : 

Dans notre cas particulier, les équations (1) et (2), résolues par rapport 
a Q1, Q,, Qs, Q,, donnent pour ces quantités les valeurs 


7(#=f), 


Gin 6 


Q, correspondant aux signes ++, Q,: aux signes + —,Q; ——et 
Q, — +; il faut que ces valeurs soient positives, ce quirevient a dire que 
le point A doit se trouver a ]’intérieur du losange ayant pour sommets les 
milieux des cétés de la table. Sile point A se trouvait a l’extérieur de ce 
losange, du cété de Ay, par exemple (fig. 75), la réaction Q; serait négative 
et les trois autres positives; cela étant impossible, on admet que le pied Bz 
ne porte plus sur le solet l’on calcule les réactions Qi, Qs, Q, comme si la 
table ne reposait que sur trois pieds, ce qui revient a supposer Q3; =o 
dans les équations (1). 


113. Plusieurs corps solides. — Pour trouver les conditions 
d’équilibre du systéme formé par plusieurs corps solides assujettis 
11 


APPELL. — I. 


Ds | 
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a des liaisons mutuelles, on peut employer la méthode suivante : 
On exprime que chacun des corps du systéme est en équilibre 
sous l’action des forces qui lui sont directement appliquées et 
des réactions des autres corps sur lui, ces dernicres forces étant 
soumises a la loi de l’égalité de l’action et de la réaction. Nous ne 
traiterons pas ici d’application de cette méthode ; nous verrons plus 
loin que le principe des vitesses virtuelles fournit une méthode 
bien plus rapide pour résoudre ces sortes de questions. 


V. — QUELQUES FORMULES POUR LE CALCUL 
DES CENTRES DE GRAVITE. 


414. Lignes. — Sur la ligne AB, prenons deux points P et P’ (fig. 76) 
ros laa ele pr ay 

et désignons par m la masse de l’are PP’; le rapport — spr est la den- 

sité moyenne de l’are PP’, Si ce rapport est indépendant de la position 


Fig. 76. 


co) 


des points P et P’, on dit que la ligne AB est homogéne. S’il est variable, 
onappelle densité de la ligne au point P la limite e@ de la densité moyenne 
de are PP’ quand P’ tend vers P. La densité ¢ au point P variant avec la 
position du point est une fonction du paramétre qui détermine Ja position 
de Psurla courbe. Soit ds un élément de courbe infiniment petit com- 
prenant le point P de coordonnées 2, y, 3: la masse dm de cet élément est 
o ds, et l’on a, en appelant M la masse totale de la courbe, &,., € les coor- 
données du centre de gravité, 


M Su Mi= f weds, Mn = [yo ds, Mi faeds. 


Quand la ligne est homogéne, e est constant, la masse M est alors ¢ J, 


{ désignant Ja longueur de la courbe, et l’on a 


ie= fs ds, Ly, =f yas, Le = fx ds. 
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115. Théoréme de Guldin. — L’aire engendrée par une courbe plane 
tournant autour d’un axe situé dans son plan, qui ne la traverse pas, 
est égale ala longueur de la courbe multipliée par la circonférence 
que décrit le centre de gravité de la courbe supposée homogene. 


Kin effet, rapportons la courbe plane a l’axe de rotation (fig. 76) pris 
comme axe Ow et a une perpendiculaire Oy. Un élément ds, ayant pour 
ordonnée y, engendre en tournant un élément superficiel dA, qu’on peut 
assimiler a la surface latérale d’un trone de cone 


ON yas 
ona donc 


Asan f yds=annl, 


ce qui démontre le théoréme. 

Si l’axe traversait la courbe, l’expression trouvée pour A représenterait, 
non la surface totale, mais la différence des surfaces engendrées par les 
portions de la courbe situées de part et d’autre de l’axe, car dans Vinté- 
grale A Vélément y ds est positif ou négatif, suivant que l’élément ds est 
au-dessus ou au—dessous de l’axe. 


146. Surfaces. — Soit m Ja masse d’un élément de la surface d’aire c; le 


- m aa foie a 
rapport — est la densité moyenne de l’élément c. La densité o de la surface 
= 4 


z oe m ae 
en un point P est la limite du rapport — quand o est un élément super- 
g 


fictel infiniment petit entourant le point P. En général, ¢ est une fonc- 
‘tion des deux paramétres qui définissent la position du point P sur la sur- 
face. Quand ¢ est constant, la surface est dite homogéne. 

Soit do un élément superficiel infiniment petit entourant le point P de 
coordonnées w, vy, z; la masse dm de cet élément est 9 ds, et l'on a, en 
appelant M la masse totale, &, 4, ¢ les coordonnées du centre de gravité, 


M= ff pds, me=f fxeds, Ma=f feds, mg= | sede. 


Quand la surface est homogéne, p est constant, la masse M est eS, 
S désignant Vaire de la surface, et l’on a 


Ses [ [eas sn= ff yds, sta ff zdz 


417. Aires planes. — Prenons le plan de l’aire pour le plan des xy; la 
coordonnée © est alors évidemment nulle. L’élément do aura différentes 
expressions suivant le systéme de coordonnées employé; par exemple, en 
coordonnées polaires 7 et 0, do doit étre pris égala rdr di; en coordonnées 
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cartésiennes d’angle a, do est égal a dx dy sina, .... En particulier, si l'on 
a une aire plane homogéne rapportée a des coordonnées cartésiennes rec- 
tangulaires, les forrmules deviennent 


s= | fdvay, six [ fudeay, sn= | fyduay, 


formules dans lesquelles on peut toujours effectuer une intégration. 


118. Théoréme de Guldin. — Le volume engendre par une aire plane 
tournant autour d’un axe situé dans son plan et qui ne la traverse pas 
estégal a l’aire donnée, multipliée par la circonférence décrite par le 
centre de gravité de cette aire supposée homogene. 


Un élément dx dy de laire S engendre par sa rotation autour de l’axe 
Ow un élément de volume, qui est la différence des volumes des cylindres 


0° 


Of-----—f -- 


base rs 


engendrés par les rectangles ABCD, A’B’CD (fig. 77), c’est-a--dire, aux 
infiniment petits du troisiéme ordre prés, 


any dxdy; 
donc le volume V est 


Vaan f [yaw dy =a7n8. . 


ce qui démontre le théoréme. 

Remarquons que, si l’axe traversait la courbe, la formule ci-dessus 
représenterait la difference des volumes engendrés par les portions d’aire 
situées de part et d'autre de Ow. 

Comme généralisation de ce théoréme, nous signalerons les recherches de 
M. Korenics sur les volumes engendrés par un contour (Journal de 
M. Jordan, t. V; 1889). Voyez également une Note de M. Hanamarp, 
Bulletin de la Société mathématique de France, séance du 
7 décembre 1898. 
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119. Volumes. — Dans un corps solide, prenons un volume ¢ compre- 
nant une masse my; le rapport = est dit densité moyenne de ce yolume. 
Lorsque le volume ¢ tend vers zéro et se réduit a un point P, nous admet- 
tons que le rapport — tend vers une limite 9, qu'on nomme densité au 


point P. Cette quantité 9 est une fonction des coordonnées du point P; 
quand 9 est constant. on dit que le corps est homogéne. 

La masse dm d'un élément de volume de entourant le point P de coor- 
données x, y, 2 est ode. On a done, en appelant M la masse totale, les 


formules | 
m=ff fode, 
mix ff | zodv, My =f f freae, mc= fff zeae. 


Si le corps est homogéne et a pour volume V, M est égal Ap Vet l’ona 


af [fom venf [fom veo ff fom 


L’expression de dv dépend du systéme de coordonnées employé : en 
coordonnées cartésiennes obliques, il faut prendre dv égal a k dx dy dz, 
en désignant par x le volume du parallélépipéde dont les arétes, paralléles 
auX axes, ont pour longueur l’unité; en coordonnées polaires dans l’es- 
pace 7, 8, ©, on a pour dy l’expression r? drsin§ d6 dg, etc. 

Dans le cas d'un corps homogéne, on pourra toujours commencer par 
effectuer l’une des trois intégrations et ramener les intégrales triples a des 
intégrales doubles. 


EXERCICES. 


1. Un systéme de forces appliquées a un corps solide étant rapporté a des axes 
obliques, démontrer que les six équations d’équilibre gardent la méme forme qu’en 
coordonnées rectangulaires : 


D2 ie YY. =, 79, YM 2e— Ye) = ue 


2. Si l’on considére un polygone plan fermé et que, dans le plan de ce polygone, 
on applique perpendiculairement a tous les cotés moins un des forces pro- 
portionnelles A ces cdtés, toutes dirigées vers l’extérieur, ees forces ont une résul— 
tante perpendiculaire et proportionnelle au dernier cote. 


3. Si plusieurs forces appliquées a un corps solide se font équilibre ou se 
réduisent a un couple, le centre de gravité de_ masses égales placées aux extré- 
mités de ces forces coincide avec le centre de gravité de masses égales placées 
aux points d’application (Crorron). 


4, Ktant donné un polygone gauche fermé P, on dirige, suivant les cotés de ce 


~ 


/ 
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polygone, dans un méme sens de circulation, des forces égales aux cotés. Démon- 
trer : 1° que ces forces se réduisent 4 un couple; 2° que, si l’on construil dans le 
plan de ce couple un polygone UH dont l’aire soit la moitié du moment du couple, 
la projection de P sur un plan quelconque a méme aire que la projection de I 
sur le méme plan (GUICHARD ). . 


5. Etant donné un quadrilatére plan convexe ABCD, diriger suivant les cétés 
de ee quadrilatére quatre forces se faisant équilibre. (Voir Mésius, Statigue, 


§ 29.) 


6. Centre dun systéme de forces situ€es dans un plan et admettant une 
résultante. — Soit une figure plane A,A,...A,, de forme inyariable, aux diffe- 
rents points de laquelle sont appliquées des forces F, F,, ..., F, toutes situées 
dans le plan de la figure et admettant une résultante R. Déplacons la figure plane 
dans son plan en supposant que les forces F, ..., F, restent appliquées. aux 
mémes points A,, A,,..., A, de la figure mobile, et conservent ehacune une 
grandeur et une direction constantes. La résultante Rest alors également constante 
en grandeur et en direction, et passe par un point fixe C, invariablement lié a la 
figure mobile, qu’on appelle, d’aprés Mébius, centre des forces F,, F,, ..., F 


n* 


7. Cas du couple; directions principales. —Supposons maintenant que les 
forces I’, F,, ..., F,, forment un couple: en déplagant la figure dans son plan 
et laissant les forces constantes en grandeurs et directions, on peut toujours 
amener la figure dans une position d’équilibre. 

I] existe deux directions reciangulaires OP et OQ, tnvariablement liges a la 
figure mobile et caractérisées par la propriété suivante : lorsque la figure est 
amenée dans la position particuliére ou |’équilibre a lieu, si l’on décompose 
chaque force F, en deux composantes P, et Q, respectivement paralléles 4 OP et OQ, 
les forces paralléles P, se font équilibre et les forces Q, également. Ces directions 
se nomment directions principales (Mosius). 


8. Sur une planchette, on a fixé deux aiguilles aimantées dont les lignes des 
poles de longueurs a et 6 se coupent a angle droit en leurs milieux. La planchette 
flottant sur un liquide immobile, trouver: 1° sa position d’équilibre; 2° les direc- 
tions principales (ex. 7). On sait que l’action de la Terre sur une aiguille aimantée 
réguliérement, c’est-a-dire n’ayant que deux poles et une ligne neutre, se réduit 
a un couple dont les forces sont constantes en grandeur et direction et appliquées 
aux poles de Paimant. On appellera, dans l’exercice proposé, P la valeur commune 
de la projection horizontale des deux forces du couple agissant sur l’aiguille a, 
Q la méme quantité pour l’aiguille b. Les forces P et Q sont dirigées suivant le 
méridien magnétique du lieu. 


9. Plan central dans un corps solide sollicité par des forces dont la résul- 
tante générale west pas nulle. — Soit un corps solide sollicité par des forces 
dont la resultante générale west pas nulle : supposons que, lorsque le corps se 
déplace, chaque force conserve une grandeur et une direction constantes et reste 
appliquée en un point fixe dans le corps C’est ce qui arriverait, par exemple, 
pour un corps solide pesant constitué par la réunion de plusieurs corps aimantés : 
Vaction de la Terre sur chaque aimant donne lieu a un couple dont les forces 
sont constantes en grandeur et direction, et appliquées aux poles de l’aimant; le 
poids total du systéme est également une force constante en grandeur et direc- 


tion, appliquée en un point fixe dans le corps. Ce systéme de forces admet une 
résultante générale égale au poids. 
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Tl est évident qu’une translation du corps ne change rien a l’état du corps : il 
suffira done d’étudier l’effet des rotations. 

Considérons une droite Op, et décomposons chaque force F, en une force p, 
paralléle 4 Op et en une force perpendiculaire. Si l’on fait varier la direction Op 
d'une maniére arbitraire, le lieu du centre w des forces paralléles p, est, en 
général, un plan qui se nomme, d’aprés Mobius, plan central : il est fixe dans le 
corps, quelle que soit son orientation. Dans certains cas particuliers, le lieu peut 
étre une droite (ligne centrale), et méme un point (centre des forces). 


10. Théoréme de Minding. — Déplacons le corps d’une maniére quelconque en 
supposant toujours les forces F, constantes en grandeur et direction; il existe une 
infinité de positions pour lesquelles les forces F, admettent une résultante 
unique: l'ensemble de ces résultantes uniques forme dans Je corps une congruence 
dont les rayons rencontrent deux coniques fixes (coniques focales) situées dans 
deux plans rectangulaires. (Voyez Credle, t. 14 et 15.) 


11. Aves d’équilibre. — Imaginons un corps solide libre remplissant les mémes 
conditions que précédemment : lorsque ce corps change de position, les forces 
qui le sollicitent restent constantes en grandeur et direction et leurs points d’ap- 
plication restent fixes dans le corps. Comme nous Vavons dit, une translation 
ne change rien a l’état du corps: il suffit donc d’étudier leffet des rotations. 
Supposons le corps en équilibre dans la position actuelle et posons avec Mébius 
( Statique, Chap. VIII) 


Dy Li EY =F; DF. camel 2 ay Aire Ory a Y= 57 X =H; 
nv 


ake, DVN = m7; WY fi 


les sommes étant étendues a toutes les forces. M6bius nomme axe d’éequilibre 
une droite telle que le corps solide reste en équilibre quand on le fait tourner 
d'un angle quelconque autour de cette droite. Pour que l’axe Oz soit un axe 
Wéquilibre, il faut et il suffit qu’on ait, owtre les six équations d’équilibre, les 
conditions suiyantes : 


ih == 76 Gr ==0; l+m=o. 


? 


12. Equilibre astatique. -- On dit que l’équilibre est astatigue quand il sub- 
siste quelle que soit la position donnée au corps, les hypothéses sur les forces 
étant les mémes que dans le numéro précédent. Il faut pour cela que chacun des 
trois axes coordonnés Ow, Oy, Oz soit un axe d’équilibre, c’est-a-dire que l’on 
ait, avec les six conditions d’équilibre, les six conditions suivantes : 


210; G= 0, IF X00 i=—-0,5 mm =*0; ip = Oy 
Ces conditions nécessaires pour l’équilibre astatique sont suffisantes. 


13. Quand un corps solide est sollicité par deux forces appliquées en des points 
fixes dans le corps, constantes en grandeur, direction et sens, il existe toujours un 
axe paralléle A une direction donnée tel que, en fixant cet axe, le corps soit en 
équilibre indifférent dans toutes les positions qu’il peut prendre (Moxius). 


14. Quand un corps est en équilibre astatique, si l'on considére les composantes 
des forces paralléles a une direction donnée, on obtient un systéme de forces 
paralléles en équilibre. Le centre de celles de ces forces paralleles qui ont un sens 


¢ SS 
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déterminé coincide avec le centre de celles de ces forces paralléles qui ont le sens 
opposé, 


15. Considérons un corps solide sollicité par’ des forces appliquées en des points 
fixes du corps, constantes en grandeur, direction et sens. Quelles sont les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour qu’on puisse amener ce corps a étre en équi- 
libre astatique par l’adjonction d’une seule force, appliquée en un point fixe P, 
constante en grandeur, direction et sens? 


Réponse : 
uX# LY LZez 


SONG ee Oy ee nz 


’ 


et deux proportions analogues dans lJesquelles x serait remplacé par y ou 2. Le 
‘point P existe alors et se nomme centre des forces du systeme. Dans ce cas, les 
coordonnées du point w défini dans l’exercice 9 sont indépendantes de |’orienta- 
tion : ce point est précisément le point P. 


16. Chercher de méme les conditions pour qu’il existe une ligne centrale, c’est- 
a-dire pour que le point w décrive une droite. Dans ce cas, on peut toujours ajouter 
au systéme deux forces, de facon a réaliser ’équilibre astatique. 


17. Lorsque le point » décrit effectivement un plan (plan central), on peut 
ajouter trois forces, de facon a établir l’équilibre astatique. 


18. Un corps solide est mobile autour d’un point fixe et sollicité par des forces 
appliquées en des points inyariables du corps, constantes en grandeur et direc- 
tion, Quelles conditions doivent remplir ces forces pour que le corps soit en équi- 
libre dans toutes les positions qu'il peut prendre autour du point O (équilibre 
astatique du levier) ? 


19. Méme question en supposant le corps mobile autour d’un axe fixe. 


20. Méme question en supposant qu'il puisse tourner autour d’un axe et glisser 
le long de cet axe. 


21. Us corps solide, mobile autour d’un point ou d’un axe fixe, est sollicité 
par des forces constanles en grandeur et direction appliquées en des points inya- 
riables du corps : trouver les positions d’équilibre du corps. (Voyez les exercices 23; 
voyes aussi MoiGno, Lecons de Mecanique analytique, daprés Cauchy, p. 234 
et suiv.). 


22. Etant donnés un systéme de forces appliquées a un corps solide et un triédre 
quelconque OP, OQ, OS, on décompose chaque force F, en trois composantes p,, 
dy S,, paralléles aux arétes du triédre, et l’on appelle A le centre des forces paral- 
léles p,, et p=Xp, leur résultante, B celui des forces g,, C celui des forces s;, 
q et s leurs résultantes. Démontrer que le produit de la surface du triangle ABC 
par le volume du parallélépipéde, ayant pour arétes p, qg, s, est constant, quelle 
que soit l’orientation du triédre OPQS (MinpInG ). 


23. Haercices sur le théoreme de Minding. — 1° Une droite quelconque A, 
s’appuyant sur les deux coniques focales trouvées dansl’exercice 10, étant choisie, 
démontrer qu’il existe une position du corps (c’est-a-dire un systéme de valeurs 
des neuf cosinus) pour laquelle les forces ont une résultante unique dirigée sui- 
vant A, (Il faut remarquer que, les axes mobiles devant pouvoir coincider avec 
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les axes fixes, le déterminant des neuf cosinus égale -+ 1; il est commode d’exprimer 
les cosinus a l’aide des angles d’Euler.) 

2° Par un point P quelconque du corps, on peut mener quatre droites s’ap- 
puyant sur les deux coniques focales : il existe donc quatre positions du corps 
pour lesquelles les forces admettent une résultante passant par un point P du 
corps. 

3° Si les forces, agissant sui un solide, restent constantes en grandeur et direc- 
lion, et appliquées en des points fixes dans le solide; si, de plus, ces forces se 
réduisent a un couple, il existe quatre positions d’équilibre du corps. 

(En effet, les forces étant F,, F,,..., F,,, appliquées aux points A,, A,, ...,A,, 
les forces F,, F,,..., F, ont une résultante générale R égale et opposée a Fy. 
D’aprés ce qui précéde, il existe quatre positions du corps pour lesquelles les 
forces F,, F,,..., F,, ont une résultante unique R passant par le point A, du corps. 
Ces quatre positions sont alors évidemment des positions d’équilibre, puisque, 
dans chacune Welles, R et F, sont égales et directement opposées.) 

Les théoremes précédents ont lieu dans les cas les plus généraux. Si les forces 


ont des positions particuliéres, le nombre 4 peut étre augmenté et devenir méme 
infini. 


n? 


24. Un corps étant.en équilibre dans la position actuelle, on demande, en fai 
sant les hypothéses de lVexercice 11, si ce corps admet un axe d’équilibre. 


Solution. — I) suffit de chercher s’il existe un axe d’équilibre Oz’ passant par O; 


pour cela, on rapporte le systeme a trois nouveaux axes Ow’, Oy’, 02’, faisant 
avec les anciens des angles dont les cosinus sont a, a’, «”, 8, B’, BY, y, 7’, y", et 
Von évalue les quantités F’, G’, H’, l’, m', n’ relatives & ces nouveaux axes. Sil’on 
pose, pour abréger, : 


m+n=f, n+l=g, t+ m=h, 


et si l’on appelle /’, 9’, A’ les quantités analogues par rapport aux nouveaux axes, 
on arrive au résultat suivant : Considérant la forme quadratique 


v(u, vw, u’) = fw gu?+ hu®—2aFw u’—2Gu'u—2Huw, 
on peut écrire 


J'= 4 (a, #0"), gp’ = (8, 8,8), WS ¥l(y 1, ¥"), 


1/ ov ov ov tf ov Lf oh 
Soe r Bap T n ry T , De LS pap OS : H=—-_ RAeg enact 
eee er) Sena) (Pas) 


Pour que l’axe Oz', défini par les cosinus y, 7’, y”, soit un axe d’équilibre, il faut 


et il suffit qu’on puisse déterminer y, y’, y” par les équations 


ee SAN ea cc a 
OY ae eda) OY’ ee} oy" = 


qui exigent que le discriminant de W soit nul. 


25. Positions d’équilibre d'une barre homogene pesante AB, dont une extré- 
) 


mité A est attachée & un point fixe O par un fil AO inextensible et sans masse, et 
dont l’autre extrémité B glisse sans frottement sur un plan horizontal fixe. 


26. Soient des points matériels de masses 72,, ,, ..., m,,, M la somme de ces 


ys 


\ 
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masses, G leur centre de grayité, A un point arbitraire; démontrer les deux rela- 
tions 


2 2 2 
im,.m,A = =im,.m,6S+M.AG , 
2 2 2 
Mim,.m,A =M?.AG + Zm;m,.m,m, , 


m, my, désignant la distance du point m, au point mz (LAGRANGE). 


27. Centres de gravité de lignes homogénes. Arc de cercle. — La distance du 
centre de gravilé au centre du cercle est une quatriéme proportionnelle enwwe 
Varc, le rayon et la corde. 2 

x a 

28.°Are de chainette y = < ee Se a zs — Le centre de gravité d’un arc AB 
a méme abscisse que le point de concours des tangentes aux extrémités A et B. 
Si le point A est le sommet de la courbe, l’ordonnée du centre de grayité est la 
moitié de Vordonnée du point ott la normale en B rencontre Oy. 


29. Aires planes homogénes. — Si une aire plane homogéne admet un diametre 
rectiligne conjugué d’une certaine direction de cordes, le centre de gravité est sur 
ce diamétre. 


30. Centre de gravité de Vaire d’un triangle (il coincide avec le centre de 
gravilé de masses égales placées aux trois sommets); @un trapeze (il est situé 
sur la droite joignant les milicux des bases b et B, et divise cette droite dans le 
rapport de 2B+6a2b+B). 


31. Centrede gravité dune portion de plan limitée par un arc de chainette AB, 
Vaxe des x, base de la chainelte, et les deut ordonnées des points A et B. 
(L’abscisse du centre de gravité est égale & celle du centre de gravité de Varc AB ; 
son ordonnée est égale a la moitié de celle du centre de gravité de J’are. ) 


32. Aires non homogénes. Centre de percussion. — Soit une aire plane S; 
considérons une droite AA‘ de son plan et supposons que la densité 9 soit propor- 
tionnelle a Ja distance 6 de ce point a la droite AA’. Le centre de gravité G de la 
surface matérielle ainsi définie est appelé le centre de percussion de cette sur- 
face par rapport a l'axe AA‘, Ce point se présente dans la théorie des -percussions ; 
il se présente aussi en Hydrostatique. Démontrer que le centre de percussion G 
et Paxe AA’ forment un systeme de poles et polaires par rapport a une conique 
fixe imaginaire, ayant pour centre le centre de gravité de l’aire S supposée homo- 
eone. 


Réponse. — Prenons comme origine le centre de grayité de Vaire S supposée 
A 
homogene et appelons do un élément de cette aire : les intégrales [ [vas et 
Je 
[ [yas étendues a Vaire sont nulles; on peut choisir Vorientation des axes 


4 een 
rectangulaires . Oy de facon que ff xy do soit nulle aussi, Alors f | dos. 
VEC ware 


Posons en outre = 
folee A= aS. [ [oa ="? Sp 


Soit ww + vy +-1=0 Péquation de la droite AA‘; on a, pour la densité supposée 
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de Vaire S, au poiut (z, 7), ° 


k 
0 = —S——— (UL + OY +1) (k constante). 
yur+ ¢? 


Les coordonnées de G sont alors = a?u, 47 = 6°9, pole de la droite AA’ par 


xv? y 
Sa er 
a be? 


le symeétrique par rapport a O du pdle de la droite AA‘ pris dans la conique 
a o y 
réelle wt Re 


rapport a la conique imaginaire +1=0. On peut dire aussi que G est 


—Tp=0 


33. Aires courbes homogénes. — Soient S une portion d’aire sphérique de 
rayon R, ¢ sa projection sur un plan diamétral et 6 la distance du centre de gra- 
vité de Vaire a ce plan; démontrer la formule 


Signe ttion 


34. Volumes homogénes. — Si un volume homogéne admet un plan diamétral 
conjugué dune certaine direction de cordes, le centre de gravité est dans ce plan. 


Exemries : Tetraédre (le centre de gravité coincide avec le centre de gravité 
de quatre masses égales placées aux quatre sommets). Cylindre tronqué (le 
centre de grayité est au milieu de la droite paralléle aux génératrices, joignant 
les centres de percussion des deux bases par rapport 4 la droite d’intersection 
des plans des deux bases). 


35. Solent trois axes obliques Ow, Oy, Os; désignons par S, l’aire de la sec- 
tion faite dans un solide homogéne par un plan paralléle au plan xv Oy; 
par é’, 7’, les coordonnées du centre de gravité de cette aire supposée homo- 
géne; démontrer que le centre de gravité du solide a pour coordonnées 


34 34 34 
Vi=k e S220 dz, Vint x ff San a, Vis mf S,2dz, 


~0 “0 0 
&) et s, désignant les coordonnées z des plans limitant le solide, V le volume du 
Solide-( Vi=k aes dz ) et k le volume du parallélépipede, dont la base paral- 
oq 


léle au plan des zy a pour surface lunité et dont lVaréte paralléle a Os a pour 
longueur Punité. 

(On décompose le solide en tranches infiniment minces par des plans paralleles 
au plan w@ Oy.) 


36. De ld résulte que, si les centres de gravité des sections planes paralléles 
sont dans un plan fixe, le centre de gravité du solide est ausst dans ce plan. 
Si les centres de gravité des sections se déplacent sur une droite, le centre de 
gravité du volume est sur cette droite. Cette derniére circonstance se presente 
pour la partie d’un solide de réyolution comprise entre deux plans perpendicu— 
laires A V’axe, et pour le volume limité par une surface du second ordre et deux 
plans paralleles. 


37. Si l’aire S, est une fonction du second degré de z, on a, en désignant par 


* 
“ 
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S,, S,, ¢ les aires des deux bases du solide et de la section équidistante des bases, 


et par 2 la hauteur du solide, 


I » 
v= = (Sy S42); 


les distances du centre de gravité du volume aux deux bases S, et S, sont entre 
elles comme S, + 2¢ esta 5S, + 2¢. Ces formules s’appliquent aux troncs de pyra- 
mide et de cdne, aux segments de quadriques et de surfaces réglées compris entre 


des plans paralléles. 


38. Dans les solides que nous yenons de citer, on a ce théoréme: Le centre de 
gravité du solide est le centre de gravité de trois masses, placées aux centres 
de gravité des deux bases et de la section moyenne, et égales respectivement 
aux aires des bases et au quadruple de Uaire de la section moyenne. (Dar- 
Boux, Note de la Mécanique de Despeyroux, p. 383-388). 


CHAPITRE VII. 
SYSTEMES DEFORMABLES. 


120. Rappel de la Méthode. — Nous avons, dans le Chapitre V, 
indiqué, sous la forme suivante, des conditions nécessaires pour 
Péquilibre d’un systéme matériel quelconque : 


Quand un sysltéme quelconque est en équilibre, les forces 
extérieures (c’est-a-dire les forces autres que les réactions mu- 
tuelles des différentes parties) gui lui sont appliquées forment 
un systéme de vecteurs glissants équivalent a zéro, c’est-a-dire 
satisfont aux conditions d’équilibre des forces appliquées a 
un corps solide. 


La méme condition doit étre remplie pour les forces extérieures 
appliquées a chaque partie du systeme matériel regardée comme 
isolée du reste. 

On peut aussi se rendre compte de ce fait par le raisonnement 
suivant, fondé sur lidée de solidification: le systéme, étant en 
équilibre, y restera évidemment si !’on relie les points matériels les 
uns aux autres d’une maniére invariable, c’est-d-dire-si l’on soli- 
difie le systéme. Les forces extérieures doivent se faire équilibre 
sur le corps solide ainsi constitué; elles satisfont donc aux six 
équations générales de Veéquilibre d’un solide. Ces conditions, 
nécessaires, ne sont pas, en général, suffisantes. 

Nous allons appliquer ces considérations a certains systémes 
déformables. 


I. — POLYGONE FUNICULAIRE. 
121. Définition. — On appelle ainsi un systéme de points maté- 


riels M,, My, ..., Mn, chacun d’eux étant relié au suivant par un 
cordon flexible et inextensible. Les différents sommets du polygone 
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_sont soumis a des forces Fy, Fy, ..., Fn, sous Vaction desquelles la 
figure peut prendre une certaine position d’équilibre qui sera un 
polygone plan ou gauche; nous allons chercher les conditions de 
cet équilibre. 

Considérons d’abord le cas ot il n’y aurait que deux points M,, 
M, et deux forces F,, F. ; ’équilibre ne peut avoir lieu que si les 
forces extérieures F',, F,, qui agissent sur M,, M3, sont égales et 
directement opposées. Cette condition, nécessaire, n’est pas suf- 
fisante ; il faut, en outre, que ces forces soient dirigées de fagan a 
tendre le cordon. Si elles étaient dirigées de fagon a rapprocher 
les deux points, l’équilibre serait évidemment rompu : pour main- 


Fig. 78. 


FaM, ok CBSenoe 


tenir l’équilibre, il faudrait alors remplacer le cordon par une tige 
q ) P 


rigtde (fig. 78). 


122. Tension. — L’équilibre ayant lieu, prenons sur le cordon 
M, M, un point queleonque A et isolons la portion M,A:: le cor- 
don M, A obtenu est en équilibre; or il n’est sollicité que par la 
force F, et par l’action de la portion AM, du fil; il faut done que 
cette action puisse se remplacer par une force égale et directement 
opposée a F,. Cette force est appelée tension du cordon en A; elle 
est égale en valeur absolue a F,; elle est la méme en tous les 
points du cordon. La poruon AM, est de méme en équilibre sous 
Pactionde F, et de la tension appliquée en A dans le sens AM, ; 
enfin une portion quelconque AB du fil est en équilibre sous 
Paction des tensions appliquées a ses deux extrémités dans les 
sens AM, et BMg. 

En général, si on considére une portion queleconque, par 
exemple PM; M, M; Mz Q d’un polygone funiculaire en équilibre, 
obtenue en coupant les cordons M, M; et M, M, en Pet Q, elle 
peut étre regardée comme étant en équilibre sous l’action des forces. 
directement appliquées aux sommets M,, M;, Mg (fig. 79) et des 
tensions des cotés PM;, M,Q appliquées en P et Q dans les sens 
M;P et M,Q. Ces forces et ces deux tensions satisfont donc aux 
conditions d’équilibre de forces appliquées 4 un corps solide. 
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Par exemple, si les forces F;; F,, E;, Fy ont une résultante 
unique R, il y aura équilibre entre les tensions des cotés extrémes. 


M;P et M,Q et cette résultante: les deux cotés extrémes se cou- 
peront donc en un point de la résultante R (n° 107). 


123. Equilibre du polygone funiculaire. Polygone de Vari- 
gnon. — Considérons un polygone funiculaire en équilibre sous 
Vaction de forces appliquées en ses différents sommets. Pour éviter 
toute confusion sur le sens des tensions, appelons Ties la tension 
du cété M;M;., portée sur ce cété dans le sens M;M;,, et Ti+, i 
la méme tension portée en sens contraire, de telle sorte que Ty i+ 
et T;,., ; soient deux forces égales et directement opposées. 

Supposons que l’on coupe les cordons M,M, et M, M, en P et 
Q et que l’on considére la partie PM;M,™M;M,Q du polygone 
funiculaire ; cette partie est en équilibre sous l’action des tensions 
T; 2 et T, ; appliquées aux points P et Q et des forces données F3, F,, 
F;,F, agissant sur les sommets intermédiaires. Le point M; con- 
sidéré comme libre est sollicité par la force fF, et les deux tensions 
T;., T3,, des cordons attachés a ce point: ces trois forces sont 
done en équilibre; de méme le point M, est en équilibre sous 
Paction de la force directement appliquée IF, et des deux tensions 
T,,3, 14,5 des cordons attachés a ce point; et ainsi de suite. On 
aura ainsi les conditions d’équilibre en exprimant que chaque 
somme est en équilibre sous l’action de la force qui lu est 
appliquée et des tensions des cordons aboutissant a ce sommet. 

Ces conditions se résument d’une maniére simple dans la con- 
struction suivante qui conduit au polygone de Varignon. Par un 


~ 
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point arbitraire A, menonsun vecteur AA, égal et paralléle a la 
tension T; . du premier coté considéré et par le poiut A, un vec- 
teur A, A; identique a F°;: puisque les trois forces T; 5, F; et T;,, 
se font équilibre, le vecteur A;A fermant le triangle A A, As; est 
égal et paralléle aT; , et, par suite, le vecteur AA, est identique 
aT, . Maintenant, comme les forces T, , FP, etT,; se font équi- 
libre, si par le point Ay, extrémité d’un vecteur AA, égal et pa- 
ralléle 4'T, 3, on méne un vecteur A, A, identique aF,, le vecteur 
A,A est identique aT, et le vecteur de sens contraire AA, est 
identique aT; ,; on continue ainsi de proche en proche et l’on 
arrive finalement a mener le vecteur A; A, égal et paralléle a Fy et 
le vecteur A Ag identique ala derniére tension T, 5. Le polygone 
ainsi obtenu AA, A3... est le poly gone de Varignon. 

En résumé, pour que la partie considérée (voir fig. 79) 
PM,;M,M;M,Q du polygone funiculaire soit en équilibre, il faut 
et il suffit: qu’en portant bout a bout des vecteurs A,A;, A; A,, 
A,As, A;A, égaux et paralléles aux forces F;, F,, F;, F, appli- 
quées aux sommets, on puisse trouver un point A tel que les yec- 
teurs AA,, AA;, AA,, AA;, AA, soient paralléles a PM;, M3M,, 
M,M;, M;M,, M.Q et dirigés en sens contraire de ces cordons ; 
cette derniére condition résulte de ce qu’un vecteur tel que AA; 
est identique a la tension T’,,, laquelle est dirigée dans le sens. 
M,M.. 

Ces conditions sont suffisantes : car, si elles sont remplies, 
chaque sommet M,; est en équilibre sous l’action de la force F; et 
de deux tensions T;;,, T;i:, respectivement égales aux vecteurs 
AA; ,, A; A. 

Le moment résultant des tensions extrémes T;., Ty; et des 
forces F,, F,, Fs, Fo est alors nul, ainsi que le moment résultant 
de chaque force F’; et des deux tensions T;._,, Tein, appliquées 
au point M;. En considérant les moments des forces et des ten- 
sions par rapporta un méme point, on aurait donc des vecteurs 
avec lesquels on pourrait construire un polygone analogue a celur 
de Varignon. 

I] peut arriver que toutes les conditions d’équilibre soient rem- 
plies, sauf celles qui sont relatives aux sens des tensions par rap- 
port aux cétés; alors certains cOtés sont comprimés au leu d’étre 
tendus et léquilibre ne subsiste pas. Pour le maintenir, il faudrait 


\ 
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remplacer ces cdtés par des barres rigides pouvant résister a la 
compression. 


124. Conditions aux limites. — Les conditions @équilibre que 
nous venons d’indiquer doivent étre remplies par une portion quel- 
conque du polygone. Les sommets extrémes du polygone funi- 
culaire peuvent étre assujettis 4 des conditions de différentes natures 
appelées conditions aux limites. 


1° Les extrémités sont libres. — I peut se faire que le poly- 
gone funiculaire M,M, ... M, soit libre dans Vespace, les extré- 
mités M, et M, étant libres et sollicitées par des forces connues 
I’, et F,. Supposons, pour simplifier, n = 5, le polygone étant 
M,M,.M,M,Ms. Alors les tensions des cotés extrémes M,M, et 
M,M, sont connues; en effet, M, est en équilibre sous Paction de 
I’, et de la tension T,» : cette tension est done égale et opposée 
a F,. De méme T, , est égale et opposée a F’;. Si lon construit le 
polygone de Varignon correspondant au polygone funiculaire 
total, le premier cété AA, sera égal et paralléle 4 F,, le deuxiéme 
A, Az» égal et paralléle a F., ..., le dernier A, A; égal et paralléle 
a F; (fig. 80). Le polygone ainsi construit est le polygone des 


Fig. 80. 


Fs 


forces F,, F2, F3, F,, F5; ce polygone doit se fermer Ace OIG 
coincider avec A, car, les forces F;, remplissant les conditions 
d’équilibre de forces appliquées a un corps solide, leur résultante 
générale est nulle. Les tensions telles que T;.,,, sont égales et 
paralléles aux diagonales AA; du polygone de Varignon. 


2° Les extrémités M, et M, sont altachées en des points fixes. 
— Il faut alors prendre comme inconnues auxiliaires les forces. 


12 
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I, et F,, représentant les actions des points fixes sur les extré- 
mités M, et M,, ou, ce qui revient au méme, les deux tensions 
exiremiess Largs 4 ins : 


3° Le polygone funiculaire est fermé. — Le polygone est 
fermé quand le dernier point M; est lié directement au premier M, 
par un cordon. Dans ce cas, on pourra appliquer les conditions 
générales d’équilibre et la construction de Varignon a |’ensemble 
du polygone en imaginant qu’on coupe le cordon M,M,; en deux 
points P et Q et qu’on applique suivant M,P la tension T,,;, et 
suivant M;Q la tension T;,. Il faudra alors mener par A un yec- 
teur AA, égal et paralléle a Tis, puis, ala suite, des vecteurs AoAy, 


A,Ay,...., A,As égaux et paralléles 4 F,, F,..., F; (fig. 31); 


Fy 


les tensions des cordons seront égales et paralléles 4 AA,, 
AA», ..., AA;, la tension T,, étant égale et paralléle a AAg, 
T,, a AA,, ..., Tepsg & AAg,.... La derniére-tension T,; sera 
égale et paralléle a AA; ; par suite, A; coincidera avec Ay, car AA, 
est.aussi égal a T, 5. 

Done, pour l’équilibre d’un polygone funiculaire fermé, il faut 
et il suffit : 1° que le polygone des forces directement appliquées 


se ferme; 2° qu’il existe un point A tel que chaque cété M,M,,, 
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{ . . . . 
du polygone funiculaire soit paralléle a la diagonale AA, et de 
sens contraire. 


Remarque. — Sile nombre des cétés du polygone funiculaire 
augmente indéfiniment, chacun d’eux tendant vers z6ro, ce poly- 
gone devient une courbe, le polygone de Varignon aussi. Ce cas 
limite sera traité directement dans le paragraphe II. 

Kn général, la figure @équilibre est un polygone gauche; ce 
polygone sera plan si les forces F,, ..., F,—, sont concourantes 
ou paralléles. 


125. Forces concourantes. — Que le poly gone soit ouvert ou fermé, 
st toutes les forces F, sauf les forces extrémes Fy et Fy, sont concou- 
rantes, la figure d’équilibre est plane, et les moments des tensions par 
rapport au point de concours des forces sont tous égauz. 


Soit O le point de concours des forces : nous avons yu qu’on peut consi- 
dérer le point matériel My comme en équilibre sous l’action de F, et des 
tensions T.,, Ts,3; ces forces, devant se faire équilibre, sont dans un 
méme plan; donc M;, Mz, M3, O sont dans un méme plan P. On verra de 
méme que M2, M3, M,, O sont dans un méme plan, qui n’est autre que P, 


comme ayant en commun avec lui les trois points O, Ms, M3; ..., et ainsi 
de suite : la figure d’équilibre sera donc plane et son plan passera par le 
point O. 

Le point M, étant en équilibre sous l’action des forces Fy, T2,1, T2,3, la 
somme algébrique des moments de ces forces par rapport au point O est 
nulle; et, puisque le moment de F, est nul, on voit que la somme des mo- 
ments de Ts, et de Ts; est nulle, ou que le moment de T,.» égale celui 
de T.,3. En continuant de la sorte, on verra que toutes les tensions T,, p41 
ont méme moment par rapport au point O (/ig, 82). 


126. Forces paralléles. — La figure d’équilibre est encore plane 


cy, - 
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quand toutes les forces, sauf les deux extrémes, sont paralléles. Dans 
ce cas, les projections des tensions sur une perpendiculaire a la direc- 
tion commune des forces sont égales. . 


La premiére partie de cette proposition s’établit comme pour les forces 
concourantes; pour démontrer la deuxiéme, observons que, les forces F3, 
To1, To,3 se faisant équilibre, la somme algébrique de leurs projections sur 
une perpendiculaire za a la direction des forces est nulle, et, comme la 
projection de F, est nulle, il en résulte que la projection de T,,, est égale 
a celle de T, 3; celle-ci est de méme égale a la projection de T;,,, etc. 

Supposons, par exemple, que les deux extrémités du polygone soient 
attachées en deux points fixes et que les forces agissant sur les sommets 
intermédiaires soient des poids : le polygone est alors dans le plan vertical 
des deux points fixes. Nous admettons, de plus, qu’il y a un cété horizon- 
tal My M, dont nous appelons la tension To, les tensions des cOtés suivants 
M,M2, MoMsg, ... étant T, >», To; ..., et les inclinaisons de ces colés sur 
Vhorizon, a, #, ...; les points M,, Ms, ... sont sollicités par des poids p;, 
P2, .-+. Pour construire actuellement le polygone des forces relatif a la 
portion MyoM,M, ... du polygone funiculaire (fig. 83), il faut mener par 


Fig. 83, 


x’ 0 a 


un point A un vecteur AB égal et paralléle a la tension T, dans le sens 
M,Mp, puis des vecteurs BB,, B, Bo, ..., égaux et paralléles a p,, po, 

Les points B, By, Bo, ... sont sur une yerticale, les diagonales AB, ABz,... 
paralléles aux cétés M,M,, M,M3, ... et égales aux tensions To ae lee. 
On a done 


P1 Pit P2 Pit Potter + pp 
lang; = 7- lang 43s tanga, = — : 
iste To To To z 
| To = To, cosa, = T3,2 cosag =... = Tyr 7 C08 2p. 


ean a 
Si l'on suppose que le nombre des sommets M;,M., ... augmente indéfi- 
niment, chaque cdté tendant vers zéro, le polygone devient une courbe 
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plane telle qu’en appelant % Vanyle de la tangente en un point M avec 
Vhorizon, T la tension en ce point et P le poids total de l’arc M)M, 
compté a partir du point le plus bas My ow la tension est Ty, on ait 


tang 4 = as , To = T cosa. 
To . 
Par exemple, si l’on imagine un fil homogéne pesant en équilibre, le 
poids P du fil, compté depuis le point le plus bas My jusqu’en M, est 
proportionnel a are MyM ous : on a donc pour la courbe d’équilibre 
(chainette) 


BY 
tanga = = (a constante); 


nous donnons plus loin l’équation de cette courbe sous forme finie 
(m°439)): 

Si le fil pesant n’est pas homogéne, mais si sa densité linéaire o (telle 
qwelle est définie au n° 114) est une fonction connue de l’are s, compté 
depuis le point My, ona 


s s 
Bee ef ods, tanga = =f ods, 
0 0 


_@ désignant encore une constante. 


Ponts suspendus. — Nous supposerons les tringles de support verticales, 
équidistantes et portant le méme poids, nous négligerons le poids du cable 
cet des tringles, nous admettrons enfin que le cable, symétrique par rapport 
aun plan vertical perpendiculaire au plan qui le contient, est flexible ct 
inextensible. Prenons le plan vertical contenant le cable pour plan du 
tableau, la trace du plan de symétrie pour axe des y, et pour axe des @ la 
trace 2x’ du tablier du pont, supposé horizontal. Nous admettrons que le 
nombre des tringles est pair, c’est-a-dire qu’au milieu du polygone il yaun 
coté MyM, horizontal (fig. 83). Appelons @ la distance de deux tringles et 
désignons par 2%, yx les coordonnées ‘du sommet M,. Les coordonnées 


a ; 
de M, seront 38 b. Les coordonnées des autres sommets se calculeront de 
proche en proche a l'aide des formules 


Li = Up 1 a, Vh=Vh-1 Aang ays, 


(k—1)p 


dans lesquelles tanga,—, est égal a es eee ear tous les poids py, Po, 
0 


sont égaux 4 un méme poids p. On trouve ainsi 


(k—1)a, 


ZX fe a= 


w|Q 


ap Seu ies. aS ap k(k—1) 
Vrs eee ... #(k—1)] engine eee 
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On obtiendrait immédiatement cette derniére équation en remarquant 
que les forces extérieures appliquées a la portion M,M, ... M, forment un 
systéme de vecteurs équivalent & zéro et que, par suite, la somme de leurs 
moments par rapport au point M, est nulle. ; 

Dans ces expressions figure encore la tension inconnue TT; on la déter- 
mine en remarquant que l’on connait Je point d’attache du dernier som— 
met M, : soit A la hauteur de ce point; on devra avoir 


OMI 28) 
’ 


hk=6-5 Te Z 


formule qui donne Ty. Les sommets du polygone sont sur une parabole 
d’axe vertical. Si, en effet, dans les formules 


: ap k(k—1) 
yaa i) : 


a 
aa +(k—t)a, 


on fait varier & d’une facon continue, le point 2, y décrit une parabole 
dont l’axe est vertical, et les sommets du poiygone sont les points de cette 
parabole qui correspondent a des valeurs entiéres de k. On démontrera 
aisément, en outre, que les cétés du polygone sont tangents en leurs mi- 
lieux 4 une deuxiéme parabole d’axe vertical. 

Si le nombre des tringles était trés grand et les cOtés irés petits, le po- 
lygone pourrait tre assimilé a une courbe qui serait nécessairement une 
parabole, d’aprés ce qui précéde. On peut le vérifier aussi en remarquant 
que la tangente de J’inclinaison du coté M;M;4, est proportionnelle a 
Vabscisse du milieu de ce cdté; si le polygone est assimilé a une courbe, 
le coefficient angulaire de la tangente en un point de cette courbe doit étre 
proportionnel a l’abscisse de ce point, propriété caractéristique d’une para- 
bole d’axe vertical. 


427. Applications graphiques de la théorie des polygones funi- 
culaires. — Les propriétés géométriques et mécaniques des poly- 
gones funiculaires donnent lieu a d’importantes théories dont le 
germe est dans une Note de Poncelet et qui se trouvent développées 
dans les Traités de Statique graphique de Culmann, de Cre- 
mona, de Maurice Levy, de Rouché; on pourra consulter égale- 
ment un Ouvrage élémentaire de M. Seyrig publié dans la col- 
lection’ des Atde-Mémoire de Léauté et P. Montel. Statique et 
résistance des matériaux. Gauthier Villars, 1925. Nous nous 
bornons dans ce qui suit a traiter des exemples. 


1° Détermination graphique de la résultante de plusieurs forces 
sttuées dans un plan. — Soit dans un plan un nombre quelconque de 
forces, quatre par exemple, ly, F., F3, F,, admettant une résultante 
générale différente de zéro. Construisons le polygone de ces forces en 
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menant par un point As un vecteur A; A, égal et paralléle a Fy, par Ay un 
vecteur A, A, égal et paralléle a Fy, ..., par As un vecteur A; A, égal et 
paralléele 4 F,, et numérotons les cdtés de ce polygone en appelant r le 
coté paralléle et égal a F,. La résultante des forces F,, ..., F, est égale et 
paralléle & A; A,, cété que nous numérotons 5. Prenons un point A dans 
le plan et joignons le aux sommets As, Ay, As, As, A, du polygone des 
forces : nous appellerons (r, s) la diagonale joignant le point A au point 
intersection des cétés r et s. Nous avons ainsi un polygone de Varignon; 
nous allons construire un polygone funiculaire correspondant. Pour cela 
menons une droite arbitraire L;M, paralléle a la diagonale (5, 1) et appe- 
Jons M, le point ot elle rencontre la direction F,; par M,; menons une 
droite M,M, (fig. 84) paralléle a (1, 2) et appelons M, le point ow elle 


Fig. 84. 


rencontre la direction de F,, et ainsi de suite, ..., par M, menons M,N; 
paralléle 4 (4, 5). Cette derniére droite coupe la premiére LsM, en un 
point Ms qui appartient a la résultante R. En effet, si Pon suppose les 
droites L;M,, M, Mz, ..., M,Ns remplacées par des cordons ou des barres 
rigides, les forces F,, F., F3, F, transportées aux points Mio. an VEZ 
de leurs directions, et les deux cordons extrémes L;M,, M,N; tirés par 
des tensions égales aux diagonales (1, 5) et (4, 5) du polygone de Varignon, 
on a un polygone funiculaire en équilibre. D’aprés le principe de solidifi- 
cation (n° 120), il y a équilibre entre les deux tensions extrémes dirigées 
suivant les cotés M, Ls, M,N;, et les forces F,, F., F3, F, appliquées aux 
sommets. La résultante de ces derniéres forces est done égale et directe— 
ment opposée a la résultante des deux tensions extrémes; elle passe par 
le point Ms, intersection des cdtés L;M, et M,N;. La résultante est_ ainsi 
entiérement déterminée, car on connait en A;A, sa grandeur et sa di- 
rection. 


N 
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Si lon fait varier la position du premier cOté Ls;M,, en déplagant ce 
coté parallélement A lui-méme, le polygone funiculaire se déforme, le. 
point Ms se déplace et décrit la résultante des forces Fy, Fs, F3, Fy. 


Somme des moments des forces par rapport a un point quelconque O 
du plan. — La somme des moments des forces par rapport a O est 
égale au moment de la résultante R, c’est-a-dire 4 Rd, 6 étant la distance 
de O a R. Menons par O une paralléle PQ (fig. 85) a la direction de la 


Fig. 85. 


My 


résultante, et soient P et Q les points ott cette paralléle coupe les cétés 
extrémes M,M; et M,M;; les triangles PQM; et A,AsA, dont les cétés 
sont paralléles, sont semblables : en menant les hauteurs MsH = 6 et AK 
de ces triangles, on a, puisque A,As= R, 


PQ o) > : 
ERs RES Ro = PQ.AK. 
Comme le choix de A est arbitraire, on peut prendre AK =17; alors le 
moment Ro est mesuré par le segment PQ. 


THEOREMES. — On a choisi arbitrairement le paint A. En donnant & 
ce point une autre position A’, on obtiendrait par les mémes considé- 
rations un deuxtéme polygone funiculaire correspondant L';, M‘, M4, 
M3, Mi, Ns, dont les cétés extrémes se couperaient également sur la 
résultante (fig. 84). 


On a, de plus, le théoréme suivant : 


Les points dintersection des cotés correspondants MyMy+, et Mi.Mi+4 
du premier polygone funiculaire et du second sont sur une droite A 
paralléle a AA' (fig. 84). 
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En effet, prenons le premier polygone funiculaire supposé coupé en un 
point B d'un coté, M3M,, par exemple; la partie L;M,M.M,B de ce po- 
lygone est en équilibre sous l’action des forces F,, Fz, F3 et des tensions 
T,5T3,, des cdtés extrémes M,L; et M3B : les deux tensions T,5T3,, ont 
donc une résultante égale et opposée a celle des forces Fy, Fs, F3. Si l’on 
applique le méme raisonnement A la portion L5M,M5M4B’ du deuxiéme 
polygone supposé coupé au point B’ du coté M5Mj, on voit que les ten- 
sions des cétés extrémes ML’ et M4B’, que nous appellerons Ts et T5 ;, 
ont une résultante égale et opposée a celle des forces F,, Fz, F3. De sorte 
que les tensions T, 5 et T;,, ont une résultante identique a celle des ten- 
sions T/,; et T3,,. On peut encore dire, en changeant les deux derniéres 
tensions de sens, que l’ensemble des quatre vecteurs T,,5, T3,, et TS.1, T4,,3, 
est équivalent a zéro. La résultante des deux tensions T3,, et T',3, qui 
passe par le point d’intersection des cotés M;M, et M’,M%, est donc égale 
et directement opposée a la résultante A des deux tensions T,.; et TS 
qui passe par Je point de concours des cotés LsM, et LM. Le point 
de concours des cdtés M;M, et MM’, se trouve donc enfin sur la droite 
fixe A; il en est de méme du point de concours de deux cétés correspon- 
dants quelconques des deux polygones. Cette droite fixe A est paralléle 
a AA’, car la tension T, 5 est égale et paralléle 4 AAs et est dirigée dans 
le sens AAs, la tension T’,, est égale et paralléle 4 A;A’ et dirigée dans le 
sens A;A’; la résultante A de ces deux tensions est donc égale et paralléle 
a la résultante de AAs et As A’, c’est-a—dire a AA’. 


2° Construction d’un polygone funiculaire fermé correspondant a 
un systéme de forces en équilibre dans un plan. — Soient, dans un 
plan, un systéme de forces F,, Fo, ..., Fs en équilibre (fig. 84), c’est- 
a-dire telles que leur résultante générale et leur moment résultant soient 
nuls. Construisons le polygone des forces A, A»...A5; ce sera un poly- 
gone fermé dont les cétés 1, 2, 3, 4, 5 sont respectivement paralléles aux 
forces F,, F2, ..., Fs; puis prenons dans le plan un point arbitraire A; a 
ce point, on fait correspondre un polygone funiculaire fermé de la facon 
suivante : 

Joignons ce point aux différents sommets du polygone des forces, et 
soit (7, s) la droite joignant Je point A au point d’intersection des cétés r 
ets; on obtient ainsi cing droites (1, 2), (2, 3), .--, (5,1). Construisons 
ensuite un polygone fermé M,;M,M;M,M; ayant ses sommets respectifs sur 
les droites F,, Fz, ..., Fs, regardées comme indéfinies, et ses cotés MyM,» 
M,M;,M,Ms,..., M,Ms, paralléles aux droites (5,1), (1, 2), (2, 3), «., (4s): 
D’aprés le cas traité précédemment, on peut prendre arbitrairement la 
position du coté Ms M, ou L;M;; les cotés suivants M,M., M.M3, ..., MN; 
sont alors déterminés, et le point d’intersection Ms; des cdtés L;M, et 
M,N; est sur la résultante des forces Fy, Fp, ..., F,, ¢’est-a-dire sur Fs, 
qui est égale et directement opposée a cette résultante : le polygone 
construit est donc bien fermé. 

Le polygone M,M, ... Ms ainsi construit s’appelle le polygone funt- 
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culaire, répondant au point A. Si l’on suppose les points M,, Ms, ..., Ms 
remplacés par des points matériels et les cétés M,™M., M.Ms3, ..., MsM, 
par des cordons inextensibles, en transportant les forces aux points M,, 
Mz, ..., Ms, on a un polygone funiculaire fermé en équilibre dans lequel 
la tension du coté M,M, est égale et paralléle a la droite (r, s). I peut se 
faire que certains cotés subissent des compressions ; il faut alors les rem— 
placer par des barres rigides; c’est ce quiarrive dans la figure 84 pour M, M; 
et M;M,,. : 

Si l'on prend un deuxiéme point A’, il lui correspond de la méme facon 
un deuxiéme polygone funiculaire MM M4 ...; les cotés correspondants. 
des deux polygones se coupent sur une droite A paralléle a AA’, comme 
nous l’avons démontré. 

Si les forces F,, ..., Fs,.au lieu d’étre en équilibre, se réduisaient a un 
couple, on en serait averti dans la construction, parce que L;M, et M,Ns. 
ne se couperaient pas sur Fs, car alors la résultante R de Fy, Fs, F3, F, 
serait dirigée suivant une droite paralléle a Fs, mais différente de Fs. 


Fig. 85. 


20 


3° Cas particulier; exemple de figures réciproques. — Supposons 
que les forces F,, F., F3, F,, Fs, quise font équilibre, concourent en unméme 
point O (fig. 86); le polygone funiculaire (O)M,M,M3;M,Ms, construit 
comme nous venons de le dire, et le polygone de Varignon (A )A,A,A3A,A5 
sont alors réciproques. Voici ce quwil faut entendre par 1a : Dans ce poly- 
gone funiculaire, M, ... Ms, les tensions Ty,,, T3,, ..., Ty,5 des cdtés M.M,.,, 
MsMo, ..., M;Ms sont respectivement égales et paralléles aux diagonales 
AA,, AAs, ..., AAs du polygone de Varignon. Suivant chacune de ces 
diagonales, appliquons aux sommets Ay, As, ..., As du polygone de Vari- 
gnon des forces Py, Ps, ..., Ps, égales et paralléles aux cdtés correspon- 
dants M,M,, M;M,, ..., M,M; du polygone funiculaire, et remplacons 
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les cotés A, A,, AsAs, ..., As Ay par des cordons. Le nouveau polygone 
funiculaire A, A, ... As, ainsi construit, est en équilibre, et les tensions des 
cotés 1, 2, 3, ... de ce polygone sont égales et paralléles aux diagonales 
OM;, OM,, OM3,:... du polygone funiculaire primitif, qui est ainsi le po- 
lygone de Vavignon du nouveau polygone funiculaire. En résumé, chacun 


des deux polygones funiculaires (A) et (O) est alors le polygone de Vari- 
gnon de l’autre. 


128. Anneaux glissant sur un cordon. — Supposons qu’un cordon 
flexible et inextensible soit fixé par ses deux extrémités A et B et que des 
anneaux infiniment petits puissent glisser sans frottements le long de ce 
fil; ces anneaux sont soumis a des forces connues ; on demande la position 
d’équilibre du systéme. 

Sil n’y a qu'un anneau C, il faut que la force F soit bissectrice de 
Vangle ABC; car le point C peut étre considéré comme mobile sans frotte- 


Fig. 87. 
re 
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ment sur une ellipse ayant A et B pour foyers: il faut done que la force soit 
normale a cette ellipse et dirigée vers l’extérieur, c’est-a-dire de facon a 
tendre le fil. La pression de l’anneau sur le fil est alors égale a F. L’élé- 
ment du fil situé en € est sollicité par les deux tensions T, T’ et la pres- 
sion F; celle-ci étant bissectrice de langle de T et T’, et devant leur faire 
équilibre, ces deux tensions sont égales et l’on a 


a 
= 27 cos —- 
2, 


On traitera maintenant sans difficulteé le cas ot l’on a plusieurs anneaux : 
s'il y a équilibre, chaque force est dirigée suivant la bissectrice des 
deux cordons qui aboutissent a l’anneau correspondant, la tension T du 
fil est partout la méme, et si Fy, Fo, .., sont les diverses forces, 44, %, ... 
les angles successifs des divers brins du fil, on aura (Poinsor) 


ure seen Mae Sean 


Le systéme, étant en éguilibre, y restera évidemmentsi l’on fixe les anneaux 


\ 
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au fil dans les positions quwils occupent; on peut done appliquer a 
cette figure d’équilibre tout ce qui a été dit sur le polygone funiculaire. 
Actuellement, toutes les tensions étant égales, le polygone de Varignon 
(fig. 79) a tous ses sommets Aj, As, As, .-., sauf le premier A, sur une 
sphére dont le centre se trouve au sommet A. Si le polygone est plan, les 
sommets A,, As, ... sont sur unicercle de centre A. 


429. Travures réticulaires. — Des considérations analogues a 
celles que nous avons employées pour les polygones funiculaires 
conduisent aux conditions d’équilibre des travaux réticulaires, 
c’est-a-dire des systémes de barres rectilignes, dont on néglige la 
masse, réunies a leurs extrémités par des articulations. Le systéme 
total est supposé soumis a des forces extérieures appliquées aux 
articulations ou nceuds. Chaque barre telle que AB devant étre 
isolément en équilibre sous l’action des forces agissant sur ses 
deux extrémités, ces forces, qui sont les actions des neeuds A et B 
sur la barre, se réduisent a deux pressions ou tractions égales et 
directement opposées. Chaque nceud sera en équilibre sous lac- 
tion des forces qui lui sont directement appliquées et des actions, 
sur ce point, des barres qui y aboutissent, actions dirigées respec- 
tivement suivant ces barres en vertu du principe de l’égalité de 
Paction et de la réaction; car les actions des barres sur les noeuds 
sont égales et opposées a celles des nceuds sur les barres. 


Exemple..— Un systéme de six tiges non pesantes, formant un tétraédre 
régulier articulé SABC (fig. 88), est suspendu par trois cordons verticaux 


P 


AA’, BB’, CC’ dans une position telle que la base ABC soit horizontale; aw 
sommet S est suspendu un poids P : trouver les tensions et les pressions des 
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barres et des cordons. Appelons ® la valeur commune des tensions des barres 
SA, SB, SC: on a, en projetant sur la verticale et écrivant que la somme 
des projections des quatre forces P et 6 appliquées au neud S est nulle, 


P= 0:(/6 =, ae 


: ; ; 6 
car le cosinus de l’angle d’une aréte SA avee la verticale est ue Les cétés 
re) 


de la base subiront des compressions : appelons p la valeur commune 

le ces compressions et T la valeur commune des trois tensions des cor- 
; : ira: : 

dons AA’, BB’, CC’. Le point A est-en équilibre sous l’action de la force 9, 


de la tension T et des deux forces p. En projetant sur la verticale AA’, 
ona 


8 \/6 
Wet ay 


ol 


ce qui est évident, car les trois forces T et la force P doivent se faire 
équilibre. Puis, projetant les quatre forces appliquées en A sur la 
hauteur AD du triangle ABC, on a 

673 V 


3 
— 2 ===, CY 6b 
2, ar ? t 


wla 


car cos DAB = v3 et cosSAD = v 


3 
2 3 


Il. — EQUILIBRE DES FILS. 


130. Equations d’équilibre. — Cherchons les conditions d’équi- 
libre dun fil, flexible et inextensible, sollicité par des forces 
continues. On pourrait considérer ce probléme comme le cas 
limite des polygones funiculaires, mais nous l’aborderons directe- 
ment. 

Déstgnons par s la longueur du fil, comptée a parur d'une ori- 
gine A, positivement dans un sens déterminé AB (fig. 89). Nous 
admettrons que les forces extérieures appliquées a un élément 
d’are ds peuvent étre remplacées par une force unique de Vordre 
de ds, F ds, appliquée en un point de cet élément; les projections 


de cette force seront 
Xds,- Yds, Lids; 


en désignant par X, Y, Z les projections de F, qu’on appelle 
force rapportée a Vunité de longueur. 
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Si l'on considére une portion AM du fil et si Pon supprime la 
portion MB, il faudra, pour maintenir l’équilibre de AM, apph-. 


quer en M une force T, unique, puisque le fil est supposé parfai- 


Fig. 89. 


tement flexible; la force T est dite la tension du fil. Désignons 
par a, 8, y les cosinus directeurs de cette tension; ses projec- 


tions sont 
5 a te 


Si, aprés avoir coupé le fil en M, on avait supprimé la por- 
tion MA, on aurait di, pour maintenir l’équilibre de MB, 
appliquer en M une force — (T), en vertu du principe de l’éga- 
lité de Paction et de la réaction. Les projections de cette nouvelle 


tension sont 
—Ts, —T8, —Ty. 


Coupons le fil en deux points infiniment voisins M, M, et ne con- 
servons que lélément MM,. Cet élément est en équilibre sous 
Vinfluence de la force F ds, qui agit sur lui, et des deux tensions 
—T, T,, qui remplacent les actions des portions supprimées du 
fil; si Pon désigne par ,, 8,, y, les cosinus directeurs de T,, ses 


projections sont 
Arce AU 8, T,Y3. 


Ecrivons que la somme des projections des trois forces est 
nulle; nous avons, en remarquant que 
Tai Tes d(Tay Pie; 6 = aCER), = TP ley 
d(Ta)+Xds=o0, 
Gin ite ad(T8)+Yds=o0, 
d(Ty)+Zds =o. 


Les moments des trois forces — T, T,, Fds, par rapport a l’axe 
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des x, sont respectivement 
—(yTy—4TB), yitiyr—2ziTi18:, (yZ—2Y)ds, 


ot. nous avons représenté par xyz, 1,73, les coordonnées des 
extrémités de Pare ds; la somme des moments de — T et T, est 
done d(yTy — zT§), et le théoréme des moments donne 


d(yTy—2zT6)+(yvyZ—2Y)ds =o, 
(2) d(2Ta—x£Ty)+(sX—2ZL)ds=0, 
d(aTB—yTa«)+(@Y—yX)ds =o. 


La premiére des équations (2) peut s’écrire en développant 
Tydy + yd(Ty)—TSdzs— zd(T8)+(yZ—2zY)ds=o. 


En vertu des équations (1), les termes en 7 et z disparaissent : 


il reste alors 
dy - dz. 


iearencat 


la deuxiéme des équauions (2) montrerait qu’on a 


ydy —Bds=0, 


du dy _ dz 


Cs Bra sky 


> 


ce qui signifie que la tension est tangente a la courbe. On aurait 
| dailleurs pu admettre ce résultat en considérant le fil comme la 
limite d’un polygone funiculaire. La valeur commune des trois 
rapports est manifestement + ds; mais les tensions doivent étre 
dirigées de facon a tendre le cordon : la tension appelée T est done 
dirigée dans le sens des arcs croissants et le signe + convient 


seul; on a donc 
_ dx fae dy dz 
ae re eae (= ds 


En portant dans les équations (1), il vient 


\ 


et les équations (2) sont des conséquences de celles-ci. 


N 
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131. Théorémes généraux. — Les formules (1) et (2) donnent 


comme conséquence immédiate ces deux théorémes : 


Si la force F est perpendiculaire a un axe, Ox par exemple, 
la projection de la tension sur cet axe est constante. En effet, 
X =o entraine Ta = const. 


Si la force F est constamment dans un méme plan avec un 
axe, Ox par exemple, le-moment de la tension par rap- 
port & cet axe est constant. En effet, yZ— zY =o entraine 
y Ty —2zTB =const. 


Ces deux théorémes sont des cas particuliers du suivant : 


Sila force ¥, tout le long de la courbe, apparlient a un 
complexe linéaire, le moment de la tension par rapport au 
complexe est constant. En effet, la force appartenant a un com- 
plexe linéaire, on a une équation de la forme 


PX+qY +rZL+a(yLl—2zY)+6(sX—2£Z)+e(4Y—yX)=0, 


Ps» 1; @, 6, e désignant des constantes. Remplacant, dans cette 


; ; vi dT 
équation, les termes tels que X par Shak Co les termes tels 


= ad 9 , : 
que yZ— zY par an T(ivy — <8), ..., on obtient une équation 


qui s’intégre et donne 


pTat+qTB+rTy+aT(yy—28)+ 6T (se —2y) 
+cT(xc#6— ya) =const., 


équauion qui exprime que le moment relatif de la tension (n° 28) 
et du systéme de vecteurs dont les coordonnées sont p, 9,7, @, 
b,c est constant (Pennacuterti, Rendiconti del Circolo math. 


di Palermo, t. V1). 


132. Intégrales générales. — Le cas le plus général est celui 
ot la force F, rapportée a Punité de longueur, dépendrait de la 
position et de Vorientation de l’élément ds dans l’espace, ainsi 
que de sa position sur le fil; alors X, Y, Z seraient des fonctions 

dx dy dz 


decay 512, 8) Sore Dans ces conditions, les trois équations 


av ae 


. 
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déquilibre (3) écrites plus haut, jointes a 


a) dy\? dsz\? 

= oo es Si — So 

ds ds ds : 

consutuent un systéme de quatre équations différentielles, qui 
déterminent x, y, z, T en fonction de s. Ces équations sont du 
premier ordre par rapport a T, mais du deuxiéme par rapport a 
L,Y, 311 y aura done, dans les intégrales générales, six constantes 
qui seront, par exemple, pour une valeur initiale s = s4, les valeurs 


CNECAEY OF 
U. 


arbitrairement choisies des six quantités x, y, z, T, —;> 
ds ds 


trouyera ainsi dune fagon générale 


c= OSes Cin Cirigvacks stot Cre) 5 
ea shCrs Gin etsy Ge), 
OTC SaeC nT! Captor cciga)s 
Teen Gy Cs eees 

133. Détermination des constantes, conditions aux limites. — 
I] faudra déterminer les six constantes arbitraires par les condi- 
tions aux limites. Le probléme le plus simple est celui d’un fil de 
longueur donnée, /, attaché par ses deux: extrémités M; 
Mie yis0° 
vant que, pour s=o,s—/J, les valeurs de x, y, 3 se réduisent 


Xo, Yor50)? 


En prenant pour origine des arcs le point My et écri- 


aux coordonnées des deux points M, et M,, on obtient six équa- 
tions déterminant les six constantes. I] faudra discuter ce systéme, 
qui pourra admettre une, deux et méme une infinité de solutions. 

On peut supposer encore que le fil attaché 4 Pune de ses extré- 
RINE CSNY prea rae 9 
infiniment petit pouvant glisser sans frottement sur une courbe 


est terminé a l’autre extrémité par un anneau 


inyariable C ayant pour équations 


DQ.) = Os 
(C) i 


WC Wey Fa) imate 
On aura d’abord trois équations en écrivant que, pour s = 0, 
L,Y, 5 prennent les valeurs 7), Yo, Zo Correspondant au point My; 
il faudra écrire, en outre, que, pour s = J, les valeurs x, yy, 41 
de x, y, 3 satisfont aux équations (C) de la courbe et que la direc- 
tion de la tension, c’est-a-dire de la tangente au point M,, est 


APPELL. — I. 13 
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normale a cette courbe, puisque l’anneau peut glisser sans frotte- 
ment; nous obtiendrons ainsi encore six équations pour déter- 
miner les constantes. 

De méme, si une extrémité M, du fil était mobile sans frotte- 
ment sur une surface donnée, il faudrait exprimer que, pour s = J, 
les valeurs x%,, 71, 5, vérifient Péquation de la surface et que la 
tangente en M, est normale a la surface. 


134. Cas ot la force ne dépend pas de V’arc. — J] arrive fré= 
quemment que X, Y, Z ne contiennent pas explicitement s; en 
remplagant alors partout, dans (3), ds par \/dx? + dy?—-ds?, on 
pourra prendre x pour variable indépendante, et l’on aura trois 
équations pour déterminer y, s, T en fonction de x; les inté- 
erales ne contiennent alors que cing Susans qui sont, par 
dy dz 


pour la valeur 


exemple, les valeurs que prennent y, z, T, ee 


initiale x = x. Soient 


Y= ECL, (oi Cz, Carn Cs), 
Bim Wit aes Cy Crary Ge), 
T= f(2, Ci, Cs, Senet Cs) 


les intégrales générales. Si l'on veut exprimer que le fil a une 
longueur donnée et est attaché par ses deux extrémités aux 
points (Lo, %o, Zo)s (21, Hr, S1); ON Exprime que, pour #7 = Zo, 
y et s prennent les valeurs yy, 39 et, pour = 24, les valeurs 
V1, 21; em €6crivant enfin que la longueur du fil est égale 4/7, on a 
les cing équalions nécessaires pour déterminer les constantes. 


135. Remarque sur la tension. — La solution trouvée ne sera 
acceptable que si T est positif en tous les points dela eourbe, car, 
si T était négatif pour un élément, cet élément serait soumis a 
une presston et non a une tension. On pourra interpréter les 
solutions dans lesquelles 'T est négatuf en supposant le fil remplacé 
par un chapelet de sphéres solides infiniment petites : chaque 
sphére subira alors des pressions de la précédente et de Ja suivante, 
et Péquilibre subsistera (Pornsor). 


136. Equations intrinséques de Déquilibre d’un fil. — On 
appelle ainsrt les conditions déquilibre indépendantes des axes 
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coordonnés. Nous avons déja désigné par «, 8, les cosinus direc- 
teurs de la tangente M¢é, dans le sens des arcs croissants ; désignons 
par «’, 8’, y' les cosinus directeurs de la normale principale Mn 
dirigée vers la concavité (fig. go), et par p le rayon de courbure. 
On connait les formules de Frenet et Serret 

da a dB a ae dy = cee 

ds 0 ds 9 ds yet 


la premiére équation d’équilibre 


d 
PRS aathic cee 


peut donc s’écrire 
; “fA T 


a—+-—4'+X=0; 
ds 9 : 


on obtent ainsi les trois équations 


Seon eine orice 

ds Q 

. av OT 

(4) ees, Pago <" 
dav. oT 

a See 


Ces équations expriment que F est la résultante de deux seg- 
ments qui sont portés respectivement sur la tangente et la normale 


Fig. go. 


principale, et dont les valeurs algébriques estimées suivant M¢ et 


n 


Mn sont — = et — +. La force F est donc, dans le plan oscu- 


lateur a la courbe, dirigée du cdté de la convexité et dans le sens 
des tensions décroissantes. Ses projections sur la normale princi- 


Sete 
1y6 DEUXIEME PARTIE. — STATIQUE. 
pale, la tangente et la binormale sont données par les formules 


we th r puAD 
(5) 2 ere iS ae Fy = 0, 


qui sont les équations intrinscques @équilibre. 

Si la force est constamment normale au fil, la tension est con- 
stante, car on a alors F,—0; la dérivée de la tension est donc 
nulle et la tension constante. 


137. Formule donnant la tension quand il existe une fonction 


de forces. — Multiplions respectivement les équations a’ équi- 
ates) par «, 8, ‘y et ajoutons; en remplagant a, 8, y par 
an a9 — il vient 


aT =—(Xdx+Ydy+Zdz), 


formule qui n’est autre que la seconde des €équations intrnte 
séques (D5). 

Cette derniére équation est trés importante; elle permet de 
déterminer directement la tension lorsque X, Y, Z, ne dépendant 
que de x, y, z, dérivent dune fonction de forces U(2, -y, 2). 
On a alors, en désignant par / une constante, 

GV Og aye Wee 


formule qui donne la tension sous forme finie sans que l’on con- 
naisse la figure d’équilibre. On portera cette valeur de la tension 
dans les équations d’équilibre, qui se réduiront alors 4 deux. 
Lorsque U reprend la méme valeur, la tension redevient la 
méme; si donc U est une fonction uniforme de x, y, <, la tension 
est la méme en tous les points du fil qui sont sur une méme sur- 
face de niveau. Mais si U n’est pas ume fonction uniforme, si 


Yon a, par exemple, U= arc tang z, les surfaces de niveau sont les 


plans y= xtangC, et lorsque le fil traverse un de ces plans, 
a plusieurs reprises, la tension peut prendre Pune des ya- 
leurs C= Ax. On pourrait répéter ici, au sujet de cette expres- 
sion de T, tout ce qui a été dit dans le Chapitre IV au sujet du 
travail total. 


138. Forces paralléles. — Le cas le plus simple est celui ot 
les forces extérieures sont paralléles A une méme direction; la 
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figure d’équilibre est alors une courbe plane, dont le plan est 
paralléle a la direction de ces forces, et la projection de la tension 
sur une perpendiculaire a cette direction est constante. Ces deux 
propriétés peuvent étre considérées comme résultant des propriétés 
semblables établies pour les polygones funiculaires ; nous allons 
les démontrer directement. 

Supposons axe Oy paralléle a la direction commune des 
forces; X et Z Seront constamment nulles; la premiére et la der- 
niére des équations d’ équilibre (3) donnent, en intégrant, 


ds : tS = ee 


éliminons T entre ces deux équations, il reste 


Adz—Bdz=o0, Az—Bar=C., 


C@est ’équation d’un plan. paralléle 8 Oy; la premiére partie de 
notre proposition est done démontrée. Prenons alors ce plan pour 
plan des xy. Nous aurons les deux équations d’équilibre 

d: Bye) : 
Tenet A d(T) +Vas=0. 


En turant T de la premiére et portant dans la seconde, puis dési- 


Dae te, : 
enant par y’ la dérivée o on a la relation 


(6) A dy'+Yds=o, 
qui est l’équation différentielle de la figure d’équilibre. 


Dans le cas le plus général de léquilibre des fils, la force peut 
dz dy 


étre fonction des six quantités 7, y, z, $, 7» ~~; ici, puisque la 
da \2 dy 
courbe est plane, on a z = 0 et (|) + ( or i= : donc Y peut 


étre fonction de x, y, s, y’. Dans le cas ot Y ne Lae que d’une 
seule des quantités xv, y, s, vy’, le probléme se raméne a des qua- 


dratures. 
Soit, par exemple, Y= /(2); en remplagant ds par sa valeur 


—— : ; . 
V1 +y? dz, on voit que les variables y’ et x se séparent et Von a, 


en integrant, 


AL(y'+ 1 + y?) +f f@) dx =C; 
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cetle €quation donne y’ en fonction de x et, par conséquent, y se 
trouve par une nouvelle quadrature. 
fi 

ae dy, 


Soit encore Y=/(y); on prend ds= et dans 


l’équation (6) les variables sont immédiatement séparées. Dans 
ce cas, il existe une fonction de forces, et l’on peut calculer la 
tension directement, comme nous Il’ayons vu. 

L’intégration de l’équation (6) est enfin immédiate si Y est 
fonction de s ou de y’. ; 


Equation intrinséqgue. — Soient x l’angle de la tangente a la figure 
d’équilibre avec l’axe des 2 et 9 le rayon de courbure au point de contact. 


En écrivant que la composante normale de Ja force est égale a — en valeur 
e 


absolue, ona 
Ycosa= —) 


p 


et, comme la projection T cosa de la tension sur Ow est une constante A, 
on a, pour léquation différentielle de la courbe, 


Yo costa = A 


? 
équation qui est identique a (6). Si, par exemple, on avait 
K 


Y= —_, 
COS*% 


léquation précédente donnerait pour 9 une valeur constante et la figure 
d’équilibre serait un are de cercle. 


139. Chainette. — Appliquons ces calculs a la recherche de la figure 
d’équilibre d'une chainette homogéne et pesante. Galilée avait cru que 
cette figure d’équilibre était une parabole : l’erreur de Galilée fut corrigée 
par Huygens. 

Soit p le poids de l’unité de Jongueur de la chainette; sur un élément ds 
agit une force, pds, verticale; !a figure d’équilibre est donc plane et située 
daus le plan vertical passant par les deux points de suspension. Prenons 
alors ce plan pour plan des wy et pour axe des y une verticale dirigée vers 
le haut; nous avons 


Y ds =— pds ou Y=—p; 
les équations d’équilibre sont 


(1) dx 


(2) A dy'— pds =o. 
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On peut toujours supposer A positif; T est, en effet, essentiellement 
positive : donc, si l’onm prend sur la courbe un sens de circulation tel que a 


: : : ~ ax 
et s croissent simultanément, — 


suite, également positive. Nous pourrons la désigner par pa, a étant une 


‘as 


quantité positive. Remplacons ds par sa valeur 


Péquation devient 


d’ou, en intégrant 


(3) 


on en conclut 


*y 


(4) 


en ajoutant ces deux équations, on a y’ et, intégrant de nouveau, on 


ds=+Vi+yidzr; 


trouve pour léquation de la courbe 


Vers = 


Transportons l’origine au point O;(2, yo )( fig. 91); la nouvelle équa- 


tion de la courbe sera 


Cest une courbe symétrique par rapport a l’axe O, 7; l’axe O, a, s’ap- 


{ x—o 
a 
ae a +e 
2. 


pelle la base de la chainette. 
En retranchant les équations (3) et (4), il vient 


X— 2 


exo 
ere et Siete < 
Fagin le eee aie? ) 


la formule (1) donne la tension 


asl: 


La tension en un point M est donc égale au poids d’une portion du fil 
ayant pour longueur l’ordonnée MQ de ce point au-dessus de la base. Si 
donc en M on place une poulie infiniment petite, et si on laisse pendre la 
portion du fil primitivement située au—dessus du point Men la coupant au 


ca =AV/i+ty?=A 


point Q, l’équilibre ne.sera pas rompu. 


sera positif; la constante A sera, par 


2, Sue 
- meee 
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140. Détermination des constantes. — 1° Les extrémités sont atta- 
chées. — L’équation de la chainette contient trois constantes 9, Yo, a,qu yon 


détermine par les conditions aux limites. D'aprés les conventions faites 
précédemment, la constante a doit étre positive. Prenons pour origine le 
point d’attache situé le plus bas et dirigeons l’axe des x de facon que le 
deuxiéme point d’attache soit dans l’angle des coordonnées positives. 
Soient «, 8 les coordonnées de ce point et / lalongueur du fil (voir fig. 91). 


Fig. 91 
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(1) 


(2) 8 


Pour avoir la troisiéme équation, nous écrirons que le fil a une lon- 
gueur 7. Ona 


= iF I et (oh 

— I = — 
Perens Fie Ses oG ee ere 

5 


en intégrant entre les limites 0 et z, on a‘la longueur du fil : 


Py L— Xo A— 2" m9 a 
(3) ESE ae eee Bee ose Cp ee 
2, 


en retranchant (1) et (2), nous éliminerons yo et nous aurons 


a ( a— aX — Xo Xo Xo 
(4) ee We a ee oe ete a et } 


Les équations (3) et (4) vont déterminer a et a. On en déduil aisément 


( a — x _ Xo Wo Ae 
bape ave’? ey = ae Zl gee 


bear 


II 
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pour éliminer x, il nous suffit de multipli¢r membre & membre, ce qui 
donne 


la parenthése est le carré de e?#—e 2; on a donc 


& aan 
+/P—@=+ta ete Mt}. 


Il semblerait qu'il y a deux signes A considérer; mais, d’aprés le choix 
ate is 
des axes, % et @ sont positifs, par conséquent a\ e?4— e x) est positif, 
4 o 
de sorte que le signe + convient seul. Posons Sn: Pinconnue: w est 


positive et l’équation en w deyient 


nous avons a chercher les solutions positives de cette équation. En rem- 
placant le second membre par son développement en série, on a 


/2— B? or u2 fe uk y2n i 
—— =1+ —~; Fe. Ba 
x Pow) NSDeswhotia’s) (2n-+1)! 


Le second membre croit constamment de t a l’infini lorsque uw croit de o 
a Vinfini; par suite, pour qu’il ait une racine positive, il faut et il suffit 
que le premier membre soit ‘plus grand que 1, auquel cas l’équation aura 
une racine positive et une seule. La seule condition de possibilité du pro- 
bléme est done que 


/— B? 
YE, 1 > ar B, 


lof 


c’est-a-dire que la longueur du fil soit supérieure a la distance des points 
d’attache. Lorsque cette condition est remplie, on détermine la valeur 
de uw, et en remontant le cours des calculs, on voit que les trois con— 
stantes a, %, ¥o ont un systéme unique de valeurs; il y a donc, dans ce 
cas, une position d’équilibre et une seule. 

Soit w’ la racine positive de l’équation en wu; cette équation admet éga- 
lement Ja racine négative — wu’. Poinsot interpréte ainsi cette solution : la 
chainette renversée que donne u=— uw’ est la figure d’équilibre d'une 
sorte de votite formée par une suite de billes sphériques solides égales et 
parfaitement polies, de diamétre infiniment petit, 


2° Les extrémités glissent sur deux droites. — Supposons que la 
chainette homogéne pesante ait une longueur donnée / et que ses extré- 


‘ 
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mités A et B soient assujetties a glisser sans frottement sur deux droites 
données, PQ et PR, situées dans un plan vertical. [1] faut déterminer les 
constantes 2, ¥o, @ de facon que la chainette coupe normalement les 
deux droites et ait entre ces deux droites une longueur donnée Z = arc AB. 


Proposant la solution analytique comme exercice, nous donnerons une 
solution géométrique du probléme en nous appuyant sur ce que deux 
chainettes ayant leurs bases paralléles sont homothétiques, et que, réci— 
proquement, la figure homothétique de toute chainette ayant sa base 
horizontale est une autre chainette placée de la méme maniére. Ima- 
ginons une chainette auxiliaire C’ a base horizontale, et menons-lui des 
normales A’P’ et B’P’ paralléles aux droites données QP et RP, ce qui 
est toujours possible d'une seule maniére, car @ variant de —# a+, 
le coefficient angulaire de la tangente a une chainette passe une fois et 
une seule fois par toute valeur donnée : larc A’B’ aura une certaine lon- 
gueur J’. En transportant l’angle A’P’B’ avec l’arc A’B’ sur langle P 
en A” PB", on aura un are de chainette A’ B”, de longueur 7’, a base hori- 
zontale, normal aux deux droites données. L’are cherché AB est alors 
homothétique de A”B” par rapport au point P, car les tangentes aux deux 
arcs en A et A” sont paralléles ainsi qu’en B et B”; le rapport d’homo- 


x 


ii l ; 
thétie est =- I] suffira donc de faire correspondre a chaque point M’ de 


ils 
Fe : PM Y : Rate oA 
Parc A”B’ un point M tel que pm = 7 & Je point M décrira l’are cher- 
ché. La solution est donc unique; on voit de plus qu’en disposant plusieurs 
chainettes de longueurs différentes en équilibre sur les deux droites dans 
les mémes conditions quela proposée, elles sont toutes homothétiques par 


rapport au point P, 


441. Forces centrales. — La figure d’équilibre est une courbe plane 
dont le plan passe par le point de concours des forces; et le moment de 
Ja tension par rapport 4 ce point est constant. 

Ces propositions pourraient étre considérées comme résultant des pro- 
positions analogues établies pour les polygones funiculaires; nous allons 
les démontrer directement. 

Nous avons vu (n° 434) que, st le moment de la force F par rapport 


‘ 
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a un axe est constamment nul, le moment de la tension par rapport a 
cet axe est constant, 

Puisque les forces extérieures sont concourantes, nous pouvons prendre 
le point de concours pour origine; le théoréme ci-dessus s’applique aux 


trois axes et donne. 
dz dy > 
1 a 


dx az 
T(s—2F )=B, 
dy dx : 
T(2fn-yZ) ao 


multiplions ces équations respectivement pat 2, y, z et ajoutons-—les 
membre a membre; il vient 


Axv+By--Cz =o. 


La courbe d’équilibre est donc plane et son plan passe par J’origine. 

Si l’on prend alors ce plan pour plan des xy, et si l’on désigne par F la 
force par unité de longueur, considérée comme positive si elle est répul- 
sive, et comme négative si-elle est attractive, Iles projections de cette force 
seront 


Les équations d@’équilibre se transforment comme il suit (fig. 93) : 


Fig. 93. 


l’équation des moments par rapport a Oz donne, avons-nous vu, 


dy CBA 
T (2% ~» 5) == ey. 


et l’on a, d’autre part, 
-- aT+Xdx+Ydy=o0; 


en introduisant les coordonnées polaires 7 et 6, ces deux équations 
deviennent 


tea =¢, aT+Fdrse. 
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Le cas le plus simple est celui ob F est une fonction g(r) der. Il y a 
alors une intégrale premiére facile 4 trouver; en effet, il existe une fonction 
de forces, et T s’obtient par une quadrature 


T=—[ e(r)dr—h=W(r); 
Sh, 


ayant la tension, on trouve aisément l’équation différentielle de la courbe 
@équilibre, en remplagant T par sa valeur dans la premiére des équations, 
qui devient alors 


(r) 72d) = Cds, 
équation qui s’intégre par des quadratures ; en effet, 


ds? = dr? + r? d6?; 


en substituant dans l’équation précédente élevée au carré, et résolyant par 
rapport a a8, on a pour léquation de la courbe 


0-2: 6: =f Bay Cape es COPS tases dr 
See ibe Nadal 


0 


Si Pon suppose, par exemple, fF = & (constante), on a 
fe Wr) =—kr— h; 


Péquation de la courbe dépend d'une intégrale elliptique; mais, si l’on 
astreint T a avoir la valeur T = — &r(k <0), la courbe cherchée est une 
hyperbole équilatére de centre O. 


Equation intrinséque. — Soit V langle de la tangente au fil avec le 
rayon vecteur OM prolongé : la distance de la tangente au pdle O est 
rsinV (fig. 93); donc, en écrivant que le moment de la tension est 


constant, ona 
Trsin V = C. 


poe es Siar 5 i 
Puis, écrivant que la projection de la force I? sur la normale est —) on a 


(2) 
y 


Fsin¥ = 


“0 | 


L’élimination de T entre ces deux relations fournit ’équation 
For sin? V = C, 


qui est l’équation différentielle de la courbe, 


142, Exemple d’un cas dans lequel il existe une infinité de positions 
@équilibre. — Un fil est attaché en deux points de axe Ox, et chaque 
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élément du fil est repoussé par Vaxe proportionnellement a sa lon- 
gueur et a sa distance & Vaxe, — Ce probléme se présente quand on 
cherche la figure d’équilibre relatif d’un fil non pesant tournant avec une 
vitesse angulaire constante autour d’un axe fixe Ox (corde a sauter). 
Toutes les forces aeieans sur le fil rencontrant Ow, le moment de 
la tension par rapport a cet axe est constant tout le long du fil; mais, 
comme le fil est attaché en deux points de l’axe, le moment de la tension 
aux extrémités est nul; ce moment est done constamment nul et lon a 


Mot 


m est une constante. [La figure d’équilibre est done dans un plan pas- 
sant par l’axe Ow. Prenons ce plan pour plan des wy; la force agissant 
sur l’élément ds est perpendiculaire a Ow, répulsive et proportionnelle a 
Yordonnée y : 

Vids =p yds: 


Les équations d’équilibre sont done 


dx d 
a(re ==0, at ay + py ds=o0; 
ds 
mn da eae i Roe 
la premiére donne T reams A, ot l’on peut toujours supposer A positif en 
ds 
comptant les arcs s dans un sens tel que @ croisse ayec s; en portant cette 
valeur de T dans Ja deuxiéme équation et posant 
2 —,,_dyyir+y’ 
=—) Fee reer bie ee. 
a* Yi 


on a l’équation 
y ay ee yet 


IST 2 aw) 
V1 +y"? a 
et en intégrant 
o = Gp b2 
Ly 2- S => = 
y a ae’ 


62 désignant une constante nécessairement positive puisque le premier 
oes . fs , - . t 
membre est positif. Isolant le radical, élevant au carre et remettant pour y 
dx 
sa yaleur —-) ona 
dy ° 


Fine a dy : 


~ ee = y= at 
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Comme le fil est attaché a l'axe Oz, l’équation doit donner une valeur 
réelle pour y' quand y = 0; donc 62> a?. En désignant par o(y) le poly 
nome bicarré placé sous le radical, on a 


GY OG 9?) COR OP as os : 
y partant de zéro ne peut varier qu’entre — (e—a et + (b?— a. 
'Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en O (fig. 94) 


Fig. 9}. : 


et quil soit situé dans langle yOw : alors z croit @abord avec y, oF, est 


positif, et Yon a 


Vero: 
ad 
() ee 
Yo VO(¥) 
y croissant, @ croit jusqu’a ce que y = /62— a2; & atteint alors la valeur 


/p2?—a@e 

y a 2 

fe ee 
0 Voy) 

on a ainsi la branche OA,; la tangente en A, est horizontale. A partir de 

cette valeur, y décroit et, pour que x continue a croitre, il faut prendre 


le signe — deyant Vo(y): on a ainsi une nouvelle branche A,M,0O, 
symétrique de la premiere OMA, par rapport a lVordonnée A,By, cara 
des variations égales de y correspondent des variations égales de 2. Pour 
y =o on obtient le point O; dabscisse 2 &; puis y devenant négatif peut 


décroitre jusqu’a la valeur — /62— a? : l’abscisse croit toujours jusqu’a 
la valeur 3€, ce qui donne le point Ag, ot la tangente est horizontale. 
Ensuite vy augmente de nouveau de 6?— a? a + /b?—a?;-il faut 


prendre, a partir de Ag, le signe + devant le radical, et l’on obtient l’arc 
A,Q2A;3 coupant l’axe au point O, d’abscisse 4&, etc. Les boucles succes- 
sives ainsi obtenues sont toutes égales a la premiére. La courbe est donc 
analogue a une sinusoide. 

Les équations s’intégrent aisément par les fonctions elliptiques. Faisons 
dans ]’équation (C) de la courbe 


=o 62 — @? 2a2 
7 2 2 ie i ala —R=k?t= ——; 
(1) y= tV OI at, . bpat asec br a?’ 
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elle prend la forme suivante : 


ae ed reat ae ae 
ak’ a V/(1—2)(1— Re) 


n@V8, y= Baten BV, | 


ak’ 


dou 


La différentielle ds de l’arc de courbe est 


(de, _ (Bt y*) dy 
ds = — Fs eps AUS 
Ss (/1+ (2) Ly EGS ; 


en faisant dans cette formule la substitution (1) ci-dessus, On trouve pour 


Vabseisse £ du point A, et la longueur A de la demi-boucle OA, les deux 
expressions 


wwe 


s ak! lee at ak! K 
Vovo Vi—®)G— Pe) /2 

rk ‘(1+ k2— 2k*t2) at 

yay YU) Be) | 


(2) 


car le point Ay s ’obtient en faisant ¢ =1. 

Quand A et — sont donnés, X étant supérieur a &, car arc OA, est 
supérieur a sa projection OB,, les constantes a et A2 ont un seul systéme 
de valeurs, sous la condition 4? <1. En effet, en calculant } -—§ et A +8, 


ae I1— 02 
ae 7 / tae 
A+E ie 

1— vt? 


Pour 42= 0. le rapport du second membre est nul; A? augmentant, le 
numérateur augmente évidemment et le dénominateur diminue : donc le 
rapport augmente, et pour 4?=1 le rapport est 1. Ce rapport passe donc 


, , A—€ 
une fois et une seule fois par la valeur donnée Gar La constante /? a 


ac 5 


donc une valeur et une seule; l’expression (2) de € donne alors pour @ une 


seule valeur ——; é ue, 
KK" 
Détermination des constantes. — Le fil ayant une longueur donnée / 


et étant attaché au point O et au point O' de l’axe Ow d’abscisse ~, il y a 
une infinité de cas possibles. 


~ 


oe 
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1° Le fil n’a qu’une onde entre O et O' (fig. 95). Alors § est la moitié 
de a, \ la moitié de 7. Les quantités & et X étant connues, la constante /* 


a /2 


a une valeur donnée par l’équation (3); puis @ = SKE" 


a a. ; 
2° Le fila deux ondes entre O et O'. Alors § = 7? \.= 7; k? ala méme 
4 ae 
ee A— E x a 3 : 
valeur que dans le cas précédent, car est le méme —— ; ‘ensuite 
A+E +a 
ee 
OI — re) 
4Kk 
‘ eae C 
3° En général, si le fil a n ondes entre O et O', § = ee = ae Rea 
toujours la méme valeur, mais @ = ———_. 
ankk 


Il y a done une infinité de positions d’équilibre qui sont toutes homo- 
thétiques de la premiére par rapport a O, fes rapports d’homothétie 


3 Toe I : aa ‘ : 
RAMS g one (Voir Appeti et Lacour, Théorie des fonctions ellip- 
2 n 


tiqgues, Gauthier-Villars. ) 


143. Equilibre d’un fil sur une surface. — Soit f(x, y, s)=0 
Péquation de la surface, rapportée a trois axes rectangulaires. Le 
fil étant soumis a des forces extérieures continues, nous désigne- 
rons par F (X, Y, Z) la force rapportée a Punité de longueur au 
point considéré. : 

Le fil pouvant glisser sans frottement, la réaction de la surface 
sur Pélément ds est normale; soit N cette réaction rapportée a 


Vunité de loneueur : ses projections sont 
8 J 


of af of. 
a? Se aa 


le fil peut étre considéré comme en équilibre sous l’action des 
forces ds et Nds, qui ont une résultante ® ds. En appliquant 
les formules générales de léquilibre des fils, on a les trois 
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équauions 


a(t ) + Xds4 22 as =o, 
Ox 


(1) 


dx 
ds 
a(re) GO ds ke dg 0, 
ds Oy 
dz 
‘ds 


a(t )+2as+irZds=o, 


qui, jointes a 


da \2 dy \? dz\2 
(FZ) le) (Gyan J (@,¥, %)=0), 


déterminent x, y, s, T,X en fonction de s.  étant connu, on 
connait la réacuon normale qui est dirigée, par rapport a la sur- 


face f =o, du cété ot f devient positif ou négatif, selon que ) est 
positif ou négatif. Comme pour le cas d’un fil libre, si X, Y, Z 
ne contiennent pas explicitement s, on peut réduire a quatre le 
nombre des inconnues en remplagant partout ds par 


Vdx?+ dy?+ dz?, 


et l’on calcule, par exemple, z, y, T et \ en fonction de z. 
Pour déterminer la tension, rappelons que nous avons trouvé 
dans le cas général 


(2) aT =—(Xdx+Ydy+Zdsz). 


Ici cette formule devient 


Va 0 if 
al = “x44 dic (Y +222) dy + nc) de 3 
Ox \ oy 4 
Je fil étant entiérement situé sur la surface, le coefficient de ) est 
nul ; il reste alors la méme formule (2) que dans le cas d’un fil 


libre ; s'il y a une fonction de forces U(x, y, 2), ona 
dT =— dU, T=—(U+h). 
Par exemple, si l’on place un fll homogéne pesant sur une surface, en 
prenant un axe Oz vertical dirigé vers le haut, la force F est paralléle a 


cet axe, dirigée en sens contraire et égale en valeur absolue au poids p de 
lunité de longueur du fil; on a alors 


Qt —ydz. T=p(s—h). 


APPELL. — I. 14 


a 


\ 
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Considérons le plan fixe z=hA: la formule ci-dessus montre que la tension 
en un point M est égale au poids d’une portion du fil égale a la distance MQ 


Fig. 96" 
Rs 


du point M ace plan. Si donc on supprime la partie MB du fil et qu’on en 
laisse pendre une portion égale 4 MQ, en placant une petite poulie en M, 
l’équilibre ne sera pas rompu. 


144. Exemples. — 1° Lignes géodésiques. — Le cas Je plus simple est 
celui d’un fil tendu sur une surface sans étre sollicité par des forces autres 
que la réaction normale N; l’équation précédente se réduit alors a dT = 0, 
et la tension du fil est constante. Le fil va se disposer suivant une ligne 
géodésique de la surface; le plan osculateur ea un point, devant, en effet, 
contenir la force N, sera normal a la surface. ce qui caractérise les lignes 
géodésiques. ‘ 

Appliquons ceci a la sphére : les réactions passant par le centre, le fil est 
sollicité par des forces gentrales: sa figure d’équilibre sera donc dans un 
plan passant par le centre; ce sera par suite un are de grand cercle. 

On sait que la ligne la plus courte joignant deux points sur une surface 
est l'une des lignes géodésiques passant par ces-deux points; mais il est 
inexact de dire que chacune de ces lignes est minima par rapport aux 
lignes infiniment yoisines. Par exemple, l’arc de grand cerele plus grand 
que 180°, qui joint deux points sur une sphére, est une ligne géodésique ; 
et cependant il est possible de trouver entre les deux points un chemin 
infiniment voisin et plus court. Sur un cylindre fermé, au contraire, 
les lignes géodésiques quisont des hélices sont toutes minima. Il y a une 
infinité de ces lignes joignant deux points du cylindre : on les obtient en 
tendant un fil sur la surface entre les deux points, aprés l’avoir enroulé 
une fois, deux fois, ..., 2 fois autour du cylindre. 


2° Chainette sphérique. — La figure d’équilibre d’un fil homogéne 
pesant sur la sphére a été étudiée par Bobilier (Gergonne, 1829), par 
Minding (Credle, t. 12), puis (Jérd., t. 33) par Gudermann qui donna 
les expressions des intégrales a l’aide des fonctions elliptiques; la solution 
fut complétée par Clebsch (Credle, t. 87, § 6), par Biermann ( Disserta- 
tion tnaugurale, Berlin, 1865) et par Schlegel (Programm des Kénig- 
lichen Wilhelms Gymnasium, Berlin, 1884). 

En prenant le centre de la sphére pour origine, pour axe des z la ver- 
ticale vers le haut et appelant p le poids de Vunité de longueur du fil, 


t 
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on a dabord pour la tension T la valeur p(s—h) (n° 143). Comme la 
résultante des forces (poids et réaction normale) qui agissent sur ds est 
constamment dans un méme plan avec Oz, le moment de la tension, par 
rapport a cet axe, est constant. On a donc, en prenant des coordonnées 
polaires r et 6 dans le plan «Oy, 

Trtdt' = Cds; 


C étant une constante arbitraire. Remplagons, dans cette équation, T par 
sa valeur et C par Ap; nous avons 


(s—h) red) = Ads, 


qui est Péquation différentielle de la figure d’équilibre. Pour intégrer cette 
équation, élevons les deux membres au carré et remarquons que 


a cel 
ds? = dr? + 71? d0?4- d2 = + r2d2 
a cause de la relation 
r=(@2—2, 


ott a désigne le rayon de la sphére. Nous ayons, en résolvant par rapport 


a dO, 
Aadz 


(at@— 37) (h fue) (a? — g?) — rte 


B= 


ce qui donne 6 en z par une quadrature. La variable z ne peut prendre que 


des valeurs rendant positif le polynome 


OS) = Ch — 5) (G2 — 27) Aes 


donc, en appelant z) le z d’un point du fil, par exemple d’un des points 
d’attache, on a 9 (49) > 0; dailleurs 9 (a) et ¢(—a@)-sont <0; le poly- 
nome © (z) a donc une racine « entre Zp et a, une autre B entre Z) et —a@: 
la variable z ne pourra varier qu’entre les limites « et 8. La courbe sur la 
sphére sera comprise entre deux paralléles « et @ qu’elle touchera succes- 
sivement. On peut exprimer les coordonnées 2, y, 2 d'un point de la 
courbe en fonctions uniformes du paramétre uw défini par l’équation 


adz 
hh = eee Sy 
V(h—2z)? (a?— 22) — A? 


(Voir une Note de M. Appell dans le Bulletin de la Société mathématique, 
1885, et une Note de M. Gomes Teixeira dans les Annaes scientificos da 


Academia Polytechnica do Porto, t. \V, 1909.) 


145. Equations intrinséques de l’équilibre Wun fil sur une surface. — 
Soasire AA’ la courbe d'équilibre, A¢ la tangente en A dans le sens des 
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ares positifs, Av la normale a la surface en A comptée positivement dans 
le sens qui va du point A au centre de courbure O de la section normale 
menée par AZ, et R le rayon de courbure AO de cette section. Si C est le 
centre de courbure du fil au méme point. A et AC =o9 le rayon de cour- 


Fig. 97. 


PR 


bure du fil, on a, d’aprés le theoréme de Meusnier, 0 = R cos 6, 6 désignant 
Vangle CAO. Appelons enfin A, Ja projection de la direction AC sur le 
plan tangent a la surface en A. L’élément ds du fil est sollicité par la force 
donnée Fds et par la réaction normale Nds comptée positivement dans le 
sens AO. La résultante (N)-+ (IF) des deux forces N et F est, d’aprés les 


’ 


équations intrinséques de l’équilibre d’un fil libre, égale 4 la résultante 
adv Soto : : ; 
des forces ale Fe et — — dirigées respectivement suivant Aft et AC. Donec 
Res al! 
la somme des projections de F et N sur un axe égale la somme des pro- 
jections de a le méme axe. Projetons successivement 
: ds 
sur At, Ap, An, en appelant F,, F,, F, les projectious de F sur ces trois 
axes. Nous avons 
Gal 3 To .. T 
ripe rae ——sinid=F,, = COS, 0a tea Ne 
as Q io) 


‘ 
La derniére de ces équations donne la réaction F : 


ae 


aR 


N= 


~ 
— Fy. 


Les deux premiéres sont les équations intrinséques de l’équilibre du fil 


sur la surface ; dans ces équations, = 5 est le rayon de courbure g éodé- 
sigue du fil. 

Par exemple, pour la chainette sphérique (n° 144), F, désigne la pro- 
jection du poids p sur le rayon de la sphére : F, est done égal a P=; 


comme R est égal au rayon @ de la sphére et T A p(z—h), la réaction 
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normale pour la chainette sphérique est ee ay h), Si Pon suppose 
a 


le fil placé entre deux surfaces sphériques infiniment voisines, il pressera 
sur la sphére inférieure aux points ou cette valeur de N est positive et sur 
la sphére extérieure aux points ou elle est négative : les points o& N =o 
donnent en projection horizontale des points d’inflexion. 

Revenons au cas général. Supposons le fil en équilibre et déformons la 
surface de facon que les longueurs des lignes tracées sur elle ne changent 
pas. La courbure géodésique de ces lignes reste alors tnvariable. En 
méme temps, maintenons Aa la tension du fil les mémes valeurs et modifions 
F de fagon que F, et F, ne changent pas : les deux équations intrinséques 
@équilibre continueront a étre satisfaites et le fil restera en. équilibre. 
La réaction normale N sera seule changée. 

D’aprés cela, on peut ramener la recherche de la figure d’équilibre 
@un fil sur une surface déyeloppable au cas oti la surface est un plan. 
Par exemple, la figure d’équilibre d’une chainette homogéne pesante sur 
un cylindre vertical est une courbe qui, par le développement du cylindre 
sur un plan yertical, donne une chainette. La figure d’équilibre d’une 
chainette homogeéne pesante sur un cone de réyolution d’axe yertical est 
uue courbe qui, par le développement du céne, se transforme en la figure 
@équilibre @un fil dont chaque élément est altiré ou repoussé par un 
point fixe (sommet du céne) avee une intensité constante, courbe dont 
nous ayons obtenu l’équation différenticlle (n° 141), 


Ill. — ETUDE D’UNE INTEGRALE DEFINIE. 


146. Probléme de Géométrie. — La recherche de la figure 
d’équilibre d’un fil dans le cas of il existe une fonction de forces 
peut étre rattachée d’une fagon intéressante a la recherche du 
maximum ou du minimum d’une certaine inlégrale définie, 
qui s’offre aussi dans la détermination des courbes brachisto- 
chrones, dans la démonstration du principe de la moindre action 
et dans le probleme général de la réfraction. 

Soit o(#, vy, s) uue fonction continue des coordonnées carté- 
siennes d’un point, définie dans une région de Vespace dans 
laquelle seront situées toutes les courbes dont nous nous occupe- 
rons. Nous résoudrons d’abord le probléme de Géométrie suivant : 

Parmi toules les courbes Joignant deux points fixes A et B 
(fig. 98), trouver celles qui rendent Uintégrale 


(B) 


eas [ 9 (a, y, 3) ds 


(A) 


214 DEUXIEME PARTIE. — STATIQUE. 


maximum ou minimum. Dans cette intégrale, ds désigne un 
élément de longueur de la courbe, et Vintégrale est supposée 
étendue a toute la courbe de A en B. On congoit facilement que, 
pour certaines courbes C, expression | soit un maximunr ou un 


Fig. 98. 


mintmum; par exemple, si la fonction 9(#, y, 2) est positive 
pour toutes les valeurs de x, v, z, Vintégrale I est positive et ne 
peut pas devenir nulle : il y a donc évidemment un minimum. En 
particulier, si (2, y, )=1, Vintégrale I a pour valeur la lon- 
eueur de la courbe joignant les points A et B; la courbe C qui 
réalise le mmimum est alors la droite AB. 

Soit, dune maniére générale, C la courbe qui réalise le maxi- 
mum ou le minimum de Vintégrale : exprimons les coordonnées 
x,y, 2 d'un point M de cette courbe en fonction d’un paramétre g 
qui variera de a a b quand le point M décrira are AMB; dési- 
gnons par 2’, y’, 3’ les dérivées de x, y, s par rapport a q et 
posons 
R= Vary? 2%; 
nous avons 

ds = Radq, 


et Vintégrale I le long de Ga pour valeur 


‘ 


Tae) 
I= f 9(y, 4) Rag. 


Pour exprimer que I est un minimum, il faut exprimer que la 
valeur I, de la méme intégrale, prise le long d’une courbe quel- 
conque C, infiniment voisine de Cet allant de A en B, est supé- 
rieure al. 

Soient §, 4, ¢ trois fonctions arbitraires de g, s’annulant aux 
limites @ et b et ayant pour dérivées &', n', C’; posons 
(M,) DL) eres WHY +n, B= oa- eG 


e désignant une constante infiniment petite. Lorsque q varie de a 
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a b, le point M, de coordonnées x, y,, z, décrit une courbe C, 
infiniment voisine de CG et allant de A en B. Ona le long de C, 


bo fr 9 (a1, V1; a) Vay? 2 + 3? dq. 


Pour évaluer la Aiterdaco {, —I, cest-a-dire la variation 61 que 
subit Pintégrale quand on passe de la courbe C a la courbe C,, 
développons I, suivant les puissances croissantes de ¢, en nous 
arrétant aux termes du second ordre enc. Ona 


O(L1, Va; 41) = 9( 2 + 2h, yen, e+ ef 
= _ {29% do 09 “ 
=e+e (est ng tae) oP, 
VP Yi? + BP = (w+ €")2+ (y! + en! )2+ (2+ ef’)? 


,OR OR /oR 
= Rave (4 art yt’ me) +eQ 


ou l’on écrit o au lieu de 9(a,y, <). Multiplions membre a 


membre, nous ayons 
9 (21, M1, ayer ey? +2? ek 
de de, 09 ES OR oR — 
=[R(G +n boys cel ag pt EP aas co + 228, 


Multiplions les deux membres par dq et intégrons de aa b, en 


remarquant que 


ORS RBar. oR dy OR ails 
ee oe Oat Rds. dy als dz! ds? 


nous avons 


b 
ION OG: 05) 
i fjes bas ef IG T 1 Oy 1 ie ds 


(1) a ; 
dz _,dy dz mee 
coge 4) ds 1) 4 | pect 


Faisons disparaitre §’, 4’, { par Vintégration par parties : nous 
avons 
oF ; dx 
5 rd(o— 
ds* “f as s.33, ea(s a)? 


t I * 
et deux formules analogues pour les termes en 7 et ¢. Done 


b 


a 


\ 
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enfin 
dx dy =) c 
Ny ESS eT pac je} + 2K 
(2) he ae (: ds nd “ds Sule ; 
en posant 


La partie intégrée est nulle, car , 4, $ sont nuls aux limites a 
et b. Pour que Vintégrale Ile long de la courbe C soit un maxi- 
mum ou un minimum, il faut que le signe de I, — I reste constant 
pour toutes les valeurs infiniment petites positives ou négalives 
de ¢ : il faut done que le coefficient J de < soit nu/, car autrement, 
pour des valeurs suffisamment petites de ¢, la difference I, —I 
aurait le signe de ¢J. Pour qu’il y ait maximum ou minimum, il 
faut donc que l’intégrale appelée J soit nulle, et cela quelles que 
soient les fonctions €, 7, ¢ qui ont été choisies arbitrairement. Or 
cette condition exige que, dans l’intégrale J, les coefficients de &, 
n, G soirent tdentiquement nuls; car, s’ils ne étaient pas, en 
choisissant pour §, 7, € des fonctions ayant pour chaque valeur 
de q les mémes signes qne leurs coefficients respectifs, on 
rendrait positifs tous les éléments de Vintégrale J qui serait éyi- 
demment différente de zéro. La courbe cherchée C qui réalise le 
maximum ou le minimum doit done vérifier les équations 


" ds 
: ay Nee 
(3) (a(S) — Stas =o, 
dz Ooms Ne 
Pia ee 


qui se réduisent 4 deux, comme on le vérifie immédiatement en 


i A ao Sh r dx 
les ajoutant aprés les avoir multipliées respectivement par —— 
as 


dy dz ‘ : f 
—-» =~» et en ayant égard aux relations bien connues 
ds” ds ; 


(F aa (2 2 % dz 2s Ge ee dy aw : dz qel- 
Ap \ ds) \ denne ds. ‘ds. ads ds? 
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on obtient ainsi Videntité évidente 


0 0 
dp — (Sedo + dy + Lda) =0. 


Les équations (3), dans lesquelles on remplace ds par 


Vdx*+ dy?+-dz*, donnent deux équations différentielles du 
second ordre dont les intégrales définissent y et s en fonction 
de x et de quatre constantes arbitraires : 


OF = UY (2, C1, C2, C3, Che 
R= Y-( Gy Ci, Cy, C3, Cy) 


(C) 


« 


On détermine les constantes en écrivant que la courbe passe 
par les deux points donnés A et B, ce qui donne quatre équations 
entre les quatre constantes. On a ainsi les courbes cherchées joi- 
gnant les deux points. Elles ne donnent pas toutes un maximum 
ou un minimum pour l’intégrale, mais c’est parmi les courbes 
ainsi trouvées que sont celles qui réalisent le maximum ou le mini- 
mum. Comme les équations générales des courbes C renferment 
quatre constantes, une de ces courbes est déterminée par quatre 
conditions, par exemple, sauf des cas exceptionnels, par les con- 
ditions de passer par un point donné et d’admettre en ce point 
une tangente donnée. On vérifie sans peine que, si 2 est constant, 
les courbes C obtenues par l’intégration des équations (3) sont 


des droites 
VY HNL + C2, B= C32X == Cy, 


comme nous l’avons vu @ priori. 

On voit, d’aprés les équations (3), que les courbes cherchées C 
sont les figures d’équilibre d’un fil sollicité par une force ¥ 
dérivant de la fonction de forces —y(x, y, 2), la tension du 
fil étant assusettie a avoir la valeur 9(a, y, 2). Réciproque- 
ment, soit un fil en équilibre, les équations d’équilibre étant 


a(TH) +54 =0, ..., avec T—=—(U+h); si, sur le fil, 


on prend des points fixes A et B, la figure d’équilibre rend, en 
général, maximum ou minimum l’intégrale 


B . 
fe ods, o=— (U+h); 
aN 
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dans tous les cas, elle annule la variation de cette intégrale. 
(Méstus, Statique, 2° Partie, Chap. VIL). 


147, Formule de Tait et Thomson, — Le calcul que nous venons de 
faire, étant interprété d’une facon unm peu différente, conduit a un impor- 
tant théoréme da a Jatt et Thomson. Soient CG un are d’une des courbes 
vérifiant les équations (3) ayant pour extrémités les points A et B, et Cy 
une autre courbe infiniment yoisine de la premiére ayant pour extrémités 


Fig. 99. 


les points A,, B, infiniment voisins de A et B (fig. 99). On pourra 
comme plus haut, passer de la courbe C a C, en posant 


Lp HL 66, Vr= V+ eH, By = 5-1 6G, 


avec cette différence que ¢§, en, «¢ ne sannulent plus aux limites a et b, 
mais prennent pour g =a des valeurs (<é),, (eq )1, (eC): €gales aux pro- 
jections du segment AA; sur les axes, et pour g = 6 des valenrs (¢§)o, 
(ey )e, (eC )o égales aux projections du segment BBy. La différence I,;— 1 


des valeurs de lintégrale } 9 ds Je long des deux courbes C, et C est encore 


donnée par la formule (2) dans laquelle la partie intégrée formant le 
premier terme n’est plus nulle, tandis que lintégrale J qui figure dans le 
secund terme est nulle, la courbe C vérifiant par hypothése les équa-— 
tions (3), de sorte que tous Jes éléments de J sont nuls. On a done, en 
négligeant les infiniment-petits du second ordre «2K dans la formule (2), 


CR Aly) Ee 
( pee nents) 


Les valeurs de ¢&, en, <¢ aux deux limites a et 6 viennent d’étre indi- 
quées; appelons 9(A) et 9(B) les valeurs de la fonction ¢ aux deux 
; CN Oe RE . : 
points A et B; remarquons enfin que, —, —~» — étant les cosinus direc- 

CR IS als 
teurs a, B, y de la tangente MT a la courbe C menée dans le sens des arcs 
croissants, c’est-a-dire de A vers B, les valeurs de ces quantités aux deux 
limites sont les cosinus directeurs o, By, y: et a, Bo, Ye des deux tan- 


gentes AT, et BT, aux deux extrémités. On a donc, pour 6I, l’expression 


[(e& )otea+ (€x )2Ba+ (C)eye] o(B) 
— [(eE).%1 + (em )1 Bit (2S ry] ep (A), 


b 


a 


él 
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dont linterprétation géométrique est simple. La quantité 

(2 )2%2 + (<q 282+ (€f ove 
représente la projection du segment BB, sur la tangente BT;; elle est 
done égale 4 BB, cos T,BB,; la deuxiéme des quantités qui figure dans 31 


: par ce Bees tae 
est de méme AA; cos T,; AA,; donc enfin 


ol = BB, 9 (B) cos T,BB,;— AA, (A) cos T,AAq, 
ou, sous une forme plus symétrique, 


(4) dl = — AA, 9(A)cos BAA; — BB, 9 (B) cos ABB,, 


car Vangle ABB, est supplémentaire de T, BB, et BAA, égal a T, AAy. 

Cette formule (4), de Tait et Thomson, est entiéremen( analogue a la 
formule élémentaire bien connue qui donne la variation de longueur 
d’un segment de droite et que l’on obtiendrait en supposant 9 =1 (voir 
le Traité de Calcul différentiel de J, Bertrand, p. 22). 

Les conséquences de la formule (4) sont identiques a celles que lon tire 
de la formule analogue relative aux droites, pour la théorie des déve- 
loppées et celle des courbes et surfaces paralléles. Nous indiquerons les 
Suivantes qui donnent des résultats intéressants dans la ¢théorie des 
courbes brachistochrones, le principe de la moindre action et le pro- 
bléme de la réfraction, Nous supposons dans ce qui suit que 9 ne 
s’annule pas dans la portion de l’espace considérée. 


1° Application. — Etant données deux surfaces S et 2, quelle courbe 
faut-il tracer de l’une des surfaces a l'autre pour que l’intégrale | 
prise le long de cette courbe soit minimum ou maximum? Soient A et B 
(fig. 100) les deux points trconnus ot la courbe cherchée rencontre les 
deux surfaces. Cette courbe sera, en particulier, parmi toutes celles qui 
joignent les deux points A et B, celle qui rend [ maximum ou minimum : 
c'est donc une courbe C définie par les équations (3). Pour déterminer les 
points A et B, remarquons que, quand on passe de la courbe ACB, qui 
rend [ maximum ou minimum entre les deux surfaces, 4 une courbe quel- 
conque infiniment voisine, et en particulier 4 une autre courbe G infini- 
ment voisine, 61 doit étre nul. Calculons cette variation quand on passe 
de Ja courbe ACB 3 une autre courbe C infiniment voisine AEB,, partant 
du méme point A, pour aboutir a un autre point B,-de 2. On a alors, 
d’aprés Ja formule ci-dessus, 


oe 5 Boo 
61 = — BB, ¢(B) cos ABB. 


Comme OI est nul, le cosinus doit l’étre; l’angle ABB, est done droit 
pour toutes les positions de B, sur £, et la courbe C cherchée coupe = 


ay: 


\ 
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normalement; elle coupera de méme S normalement. En particulier, si 
C= 1, on retrouve ce théoréme élémentaire que la plus courte distance 
de S a s’obtient en menant une normale commune aux deux surfaces, 
On voit que la courbe cherchée C est la figure d’équilibre d'un fil dont 
les extrémités glissent sans frottement sur les deux surfaces, la tension 
étant 9 et la fonction des forces — 9. II est évident que le méme théoréme 
subsiste si l’une des surfaces est remplacée par une courbe fixe donnée ou 
par un. point. 


2° TuioreMe DE Tait ET Tuomson. — Si l’on considére les courbes CG 
définies par les équations (3) normales a une surface donnée S et St, 
sur chacune de ces courbes, on prend, a partir du point A ow elle 
rencontre la surface S, un arc AB tel que Vintégrale 


(B) 
le ods, 
4 
(A) 


prise sur cette courbe, ait une valeur constante, la méme pour toutes 


les courbes, le lieu des points B est une surface %, normale a loutes 
les courbes. 


En effet (fig. 100), si ?on passe de la courbe C a la courbe infiniment 


Fig. 1006 


voisine Cy, la variation 61 de lintégrale donnée par la formule (4) est 
5 awe oe 
nulle par hypothése ; comme cos BAA, est nul, la courbe C étant normale 


aS; eae ABB: est nul aussi, et la courbe C est normale a &, 

Ce théoréme, qui comprend comme cas particulier (g =1) la théorie des 
surfaces paralléles, s’applique évidemment au cas limite ott la surface S se 
réduit a une sphére de rayon infiniment petit, c’est-a-dire ot les courbes C 
passent par un point fixe. 


148, Exemples. — 1° Prenons pour (x, y, 2) l’expression pz et ne 
considérons que des courbes tracées dans la partie de |’espace située au- 
dessus du plan des xy. Les courbes C sont les figures d’équilibre d’un fil 
dont chaque élément ds est sollicité par une force verticale dout la pro- 
jection sur Oz est — pds, la tension T étant pz. Ce sont done des chai-— 
nettes‘situées dans des plans verticaux et ayant leurs bases dans le plan 


, 
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horizontal 2Oy; nous ayons yu en effet que, Zo étant l’ordonnée de la base 
d’une chainette en équilibre, la tension T est p(s —-Zo); 40 doit donc étre 
nul, 

Ce résultat s’interpréte géométriquement d’une facon intéressante. 
Soient, dans un plan vertical zOa, les deux points fixes A et B situés au- 
dessus de Oa et une courbe AMB joignant ces deux points. L’aire engen- 
drée par la révolution de cette courbe autour de Ox est 


(B) 
27 f z ds. 
(A) 


La courbe AMB, qui engendre l’aire minimum, est donc la chainette qui 
joint les deux points A, B et qui a pour base Ox. En cherchant a déter- 
miner la chainette remplissant ces conditions, on trouve qu'elle n’existe 
pas toujours : par exemple, si les deux points A et B ont méme ordonnée, 
elle n’existe que si le demi-angle au sommet C du triangle isoscéle ACB, 
ayant sa base en AB et son sommet en C sur l’axe, est moindre que 33°32’, 
car cest la langle que (fig. 101) fait avec V’axe de symétrie CD d'une 


Fig: ror, 


chainette la tangente CT a la courbe issue du pied de l’axe de symétrie 
sur la base. Nous ne donnerons pas ici les conditions pour que la chainette 
existe quand les deux points A et B sont quelconques : ces conditions ont 
été déterminées pour la premiére fois par Goldschmidt (Determinatto 
super ficiet minime, etc.; Gottingen, 1831). 

_ Lorsque la chainette n’existe pas, la courbe AMB qui, en tournant 
autour de Ow, engendre l’aire minimum, est composée des deux ordon- 
nées AA’, BB’ des points donnés et de la portion d’axe Ow comprise entre 
A’ et B’. En effet, les 6quations différentielles de la courbe sont 


da\ dz 
a (p25) = ; a (ps5 )—pas=o, 
dx 


équations qui se réduisent a une. La premiére donne pa—7—-=k. Si k est 
ds 


différent de zéro, on a une Chainette : cette solution est donc a rejeter si 
la chainette n’existe pas. [1] faut alors supposer & nu, et l’on trouve 
dx 


pia Oo, 


N 
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équation qui montre que z est nul ou que # est constant. La portion de 
courbe non confondue avec Ow est donc formée de droites perpendicu- 
laires a Ow. i 


2° Soit g égal & —, les points et les courbes considérés étant encore 
ig ‘ 
situés au-dessus du plan wOy. Les courbes G sont toujours placées dans 


des plans verticaux, et, dans un de ces plans zOz, elles ont pour equations 
différentielles 


en remplacant ds par sa valeur ¥dx?+ ds? et séparant les variables. 
L’intégration est immédiate, et l’on trouve, en appelant @ une nouvelle 


constante, 
(2—a)y+ z2— c=0, 


équation d’un cercle ayant son centre sur Ow. Done, dans l’espace, les 
courbes C sont des cercles orthogonaux au plan des xy. Par deux 
points A et B passe évidemment un de ces cercles et un seul. 

La Géométrie qu’on obtient en faisant jouer a ces cercles C le méme 
role qu’aux droites dans la Géométrie ordinaire, en conservyant la notion 
élémentaire d’angle et en appelant dongueur d’un are de courbe la valeur 


Ra ds , : See ve 
de Vintégrale f S étendue a cet arc, est la Géométrie non euclidienne de 
& 


Lobatchevski. 


149, Méme probléme sur une surface. — La recherche de la figure 
déquilibre d’un fil sur une surface, dans le cas of il existe une fonction 
de forces, se rattache de méme a la recherche du maximum ou du 
minimum d’une intégrale définie, 


Cherchons quelle est, parmi toutes les courbes tracées sur une sur- 
face fixe S et oignant deux points fixes A et B de cette surface, celle 
qui rend minimum ou maximum Uintégrale 


.(B) 
ipa o(x@, y, 2) ds. 


(A) 


Soient C la courbe cherchée, C, une courbe infiniment voisine ¢racée 
sur la surface entre les deux mémes points A et B. En appelant 2, y, z 
les coordonnées d’un point M de la courbe G, les coordonnées du point M; 
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de C, infintment yoisin de M seront 
M=e+8e, y=ytby, m= s+8s, 


en modifiant un peu les notations du n° 146 et désignant, pour abréger, 
par 6x, dy, 6z les quantités appelées précédemment ¢£, en, &€. 

_ D/aprés Je calcul du n° 148, la variation 51 que subit Vintégrale I, quand 
on passe de la courbe Ca la courbe C,, ayant les mémes extrémités, est, 
en négligeant les termes en <2, 


(By 


tas a9 dx* 
ES ow | eas—d (oF) | 
ay [ot ds — a (eG) | +22 | Sas—a(eS)]- 


Dans le cas actuel, cette variation 6{ doit étre nulle quand on passe de 
la courbe C, non plus a une courbe voisine quelconque, mais a une courbe 
infiniment voisine située sur la surface, Les variations 52, dy, 83 ne sont 
plus arbitraires toutes les trois; en désignant par 


J(2, 7,4) =0 
léquation de la surface S, on aura la condition 


(2) LE ERLE dig ae 

: Ox Oye OG : 
qui exprime que la variation de f(z, y, z) est nulle quand on passe de CG 
a Cy, et qui montre que l’une des trois variations, 6x par exemple, est 
fonction des deux autres dy et 63, qui restent arbitraires. D’aprés cette 
condition, on a, en désignant par A une fonction quelconque, 


(A) : 
fo » (2 de ge by 4 Hos] ds = 0. = 


Jp) dx oy Oz 


Retranchons cette intégrale nulle de celle qui donne Of; nous aurons 


(B) 
ee bw | (S21 2) ds—a (ee) 
Re Awe ds 
= do of 
+ ty [(S-2%) asa (eS [+a eee 


ot le terme en 6z est analogue aux deux premiers. Cette variation 6f devra 
étre nulle quels que soient i, dy et oz. Nous pourrons disposer de X de 
facon a annuler le coefficient de 6% : la quantité sous le signe d’intégration 
ne contiendra plus que les termes en dy et dz, et, comme of doit étre 
nul quels que soient dy et 6s, les coefficients de ces deux variations 
deyront étre nuls aussi. Donc, pour une détermination conyenable de i, 
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on aura les trois équations suivantes, que nous écriyons, en changeant les 
signes, 
dx dg Of 
d(o—)+ ( td ds=0 
" ds Ou Ox : 


oor 2) as =o, 
“oy 


or 
ea Sha ee 


ces équations, jointes a l’équation de la surface, déterminent les courbes G 
cherchées. 

Or, ce sont pr aeeereers les Equations d’équilibre d’un fil placé sur 
la Soe S, la fonction de forces étant — 9 et la tension ». On 
retrouve donc un résultat identique a celui qui a été obtenu pour le cas 
des courbes dans I'espace. 


Exemple. — Si 9 =1, Vintégrale I donne Ja longueur de la courbe AB; 
si done on cherche les courbes de longueur minimum tracées sur la sur- 
face de A en B, on trouve les figures d’équilibre d’un fil qui est tenda 
sur la surface et qui n’est sollicité par aucune force directement appli- 
quée (n° 144). 


150. Réfraction. — Nous allons montrer rapidement comment cette 
méme intégrale | (2, vy, z) ds se rencontre également dans Je probleme 


général de la réfraction. Ce fait a déja été remarqué, du moins dans des 
cas simples, par Maupertuis, Jean Bernoulli, Euler; Laplace a méme 
rattaché a ce point de vue la théorie de la double réfraction (Mémoires de 
Institut, 1809). 

Quand un rayon lumineux passe du vide dans un milieu homogéne 
limité par une surface quelconque S, il suit les deux lois suivantes : 


° Le rayon incident AP, le rayon réfracté PA, et la normale PN a la 
surface S sont dans un méme plan. 
2° On a (fig. 102) 


sin v 


ao ’ 


sin?’ 

i étant angle APN, vr Vangle A, PN, et m une constante appelée indice 

de réfraction du milieu par rapport au vide ou indice absolu de 
réfraction. 

Soient deux milieux homogénes (M) et (M,) séparés par une surface §, 

net my les indices de réfraction absolus des deux milieux; si un rayon 

lumineux passe du premier milieu dans le second, la premiére loi est la 


méme et l’ona 
SIN’. 7 


sin 7 n 
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Ces lois étant rappelées, posons le probléme suivant ; 
Soient A et A, deux points fixes, de part et d’autre de S, et P un point 


Fig. 102, 


quelconque de cette surface. Quelle doit étre la position du point P pour 
que la somme 


= nAP+n,A;P 


soit minimum? Nous allons montrer que le minimum a lieu quand les 
deux droites AP et PA, vérifient les lois de la réfraction de la lumiére 
du milieu (M) dans le milieu (M,). En effet, si on appelle a, 6, ¢ et ay, 
6,, ec, les coordonnées des points A et Ay, et 2, vy, z les coordonnées d’un 
point P de la surface S, les distances AP et A,P ont pour valeurs respec- 
tives 


V@—ay+ (vy — bp + @—e) et (a — a)?+ (y— )? + (241). 


La somme c est alors une fonction des deux variables indépendantes & et y, 
car % est une fonction de x et y définie par lVéquation de la surface S, 
J (2, ¥, 4%) = 0. Pour obtenir les valeurs de # et y rendant ¢ minimun, il 
faut égaler a zéro les dérivées partielles de o par rapport a & et y, ce qui 
donne les deux équations 


Oz : 0% 
(Pe ic Lac) (2@—-a,)+(4 C1) = 
7 ——— =e Ly see =: OF 
PA PA, 
0% 0% 
Oe arigge (0. Mins = ot) 5 
‘ n OS Fy — = 0, 
PA PA, 


qui, jointes a l’équation de la surface, déterminent les coordonnées du 
point P. Ce point étant ainsi déterminé, faisons un changement d’axes 
coordonnés : prenons le point P pour origine (fig. 102), pour axe des z la 
normale du coté du point A, pour plan des za le plan contenant le point A 
de telle facon que l’ordonnée & de A devienne nulle, @ et ¢ étant positifs. 


APPLY. -—- le 15 


N 
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. dz 0% : : 
Les quantités 2, y, z, —» — relatives au point P sont alors nulles et les 


0x“ Oy 
équations ci-dessus deviennent . 
Na Nya 
wah Ware Ee yeas Neat Oy Of=0. 
PA PA, 


La seconde de ces équations montre que ‘Je point A, est aussi dans le 
plan zPa, ce qui est la premiére loi de la réfraction : la premiére indique 
que ay, est négatif et donne, si l’on appelle ¢ et 7 les angles de AP et PA; 


avec la normale Pz, 
2 sint —7n,sinr = 0, 


a a ; ha : ‘ 3 ie 
car —— et — — sont égaux a sini et sinr; ce qui est la seconde loi de 


PA PA 
ia réfraction. Ainsi le minimum cherché est fourni par le trajet d’un rayon 
allant de A en Aj. 

Imaginons maintenant plusieurs surfaces S;, S2, ..., Sp séparant des 
milieux homogénes. Soient, au-dessus de S;, un milieu d’indice absolu n; 
entre S; et S, un milieu d’indice m,; entre S_ et S3 un milieu d’indice 
No, «..3 enfin, au-dessous de S,, un milieu d’indice np. Prenons un point A 
dans le premier milieu, un point B dans le dernier, et considérons un 
polygone AP, P,P3;...P,B ayant un sommet sur chaque surface, allant du 


point A au point B. Si Von cherche ( fig. 103) quel doit étre ce polygone 
pour que la somme 


= 72 AP, + 704 P, IPR ae LB) Ps P3-++. “sepa NpP,pB 


soit minimum, on trouve, d’aprés ce qui précéde, que ce polygone doit 
étre le trajet d'un rayon lumineux allant de A en B et suivant les 
lois de la réfraction. 

Supposons enfin que le nombre des surfaces augmente indéfiniment, de 
facon que les cétés du polygone tendent vers zéro, ainsi que les diffé- 
rences m— 71, m4 — 79, ...; Vensemble des milieux considérés devient un 
milieu continu dans lequel Vindice de réfraction absolu nv est une fone 
tion continue 9(2, vy, z) des coordonnées. Le polygone suivi par le rayon 
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jumineux devient une courbe, la somme ¢ devient l’intégrale 


(B) 
[ =f nds. 
(A) 


Le trajet du rayon lumineux de A en B est donc la courbe rendant |’in- 
tégrale I minimum, courbe dont nous avons indiqué les équations diffé- 
rentielles. On pourra consulter A ce sujet un article de O. Bonnet 
(Nouvelles Annales de Mathématiques, 1887). Ces mémes courbes ont 
été étudiées par Vicaire (Comptes rendus, Rapport de M. Jordan, t. GVITI, 
p. 330); leurs propriétés essentielles ont déja été données par Euler, dans 
sa Théorie des brachistochrones. 


IV. — ELASTIQUE PLANE. 


151. Tension et moment fiéchissant. — Soit une tige élastique 
homogeéne trés longue par rapport a son €paisseur, ayant sur toute 
sa longueur la méme section droite. On appelle fibre moyenne de 
la tige la courbe lieu des centres de gravité des sections droites. 
L’état @équilibre naturel de la uge est la forme qu’elle prend 
quand aucune force tendant a la déformer n’agit sur elle, par 
exemple quand elle est posée sur une table. Si lon fait agir sur 
la tige des forces tendant a la fléchir, elle change de forme et 
prend un nouvel état d’équilibre appelé état d’équilibre con- 
traint correspondant aux forces données. Nous traiterons ici le 
cas le plus simple de léquilibre de l’élastique plane. Tout d’abord, 
nous indiquerons quelques propositions générales relatives a ce 
genre de problémes. 

Imaginons une tige élastique dont la fibre moyenne affecte, a 
Pétat naturel, la forme d’une courbe plane Co, et soit o9 la valeur 
du rayon de courbure en un point M de cette courbe. Supposons 
ensuite qu’on déforme la tige sans changer sa longueur, en faisant 
agir sur elle des forces quelconques, mais de telle fagon que la 
fibre moyenne reste plane et prenne une nouvelle forme C. Le 
rayon de courbure en M deyient alors p. Dans cette position 
@équilibre contraint, les forces élastiques sont déterminées d’aprés 
les lois suivantes : 

Si lon coupait la tige en M, pour maintenir |’équilibre il 
faudrait appliquer a la section en M une force T dans le plan de 


\ 
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la courbe C et un couple dont l’axe est perpendiculaire ace plan 


et dont le moment (moment fléchissant) N est proportionnel ala 


5 5 i i 
variation de la courbure Neste ; 
er 


B désignant un coefficient constant qui dépend de la nature de la 


uge. 


152. La fibre moyenne est d’abord un are de cercle. — Nous 
traiterons ici le cas simple ow la fibre moyenne de la tige est pri- 


om . I . 
mitivement un are de cercle ou une droite, ——const., et ou 
20 


Yon fait agir seulement sur ses extrémités M, et My deux forces T, 
et T, situées dans le plan de la courbe d’équilibre et deux 
couples N, et N, ayant leurs axes normaux a ce plan. 


Fig. 104. 


Les deux forces T, et T, sont égales et opposées, car, les seules 
forces extérieures appliquées a la tuge en équilibre étant les 
forces T, et T, et les couples N, et N;, la somme des projections 
de ces forces sur un axe quelconque doit étre nulle. 

En outre, la somme des moments des forces extérieures devant 
étre nulle par rapport a un point. quelconque du plan, les 
forces T, et T, forment un couple qui fait équilibre aux couples N, 
etuiNa: 

Prenons pour axe Ow ( fig. 104) une droite paralléle a T, et To. 


Soit M un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige était 
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coupée en M, la partie M,M serait en équilibre sous l’action des 
forces extérieures suivantes : 1° la force T, ét le couple N, agis- 
sant sur Pextrémité M,; 2° une force T et un couple N agissant 
sur M; le couple N a pour moment 


: v=0(5=3) 


Ces forces extérieures appliquées a l’arc M,M se font équilibre 
Donc, T est égal et opposé & T,. En outre, lasomme des moments 
de toutes les sees extérieures, par rapport a un point du plan 
doit étre nulle. Prenons la somme des moments par rapport a O; 
nous avons, en appelant y et y, les ordonnées des points M 


et M,, 
Tiysar Ty —N,+ N= 0, 


@ou, en remplacant T par T, et N par sa valeur (1), V’équation 


TH — yy) — Ni+B(- _ “| =="Oy 
sik ee 
Si T, était nul, c’est-a-dire si lon faisait agir uniquement des 
couples sur les extrémités de la tige, cette équation donnerait 


I : aie ES 
your — une valeur constante et la figure d’équilibre contraint 
| " 8 
y 


serait un autre arc de cercle. 


. Bias ; Seis 
Laissons ce cas de cdté et résolvons par rapport d= en met- 
b 


T : oe 
tant = en facteur dans le deuxiéme membre; nous aurons une 


équation de la forme 


| 5 


oO |e 


E B 
c? dési ignant la constante positive T, et b une autre constante. On 


peut toujours déplacer Vaxe des x parallélement a lui-méme de 
facon a faire disparaitre cette derniére constante et a ramener 
ainsi l’équation de la courbe a la forme 


I 
(2) Breet 


On a ainsi l’équation différentielle de la courbe suivant laquelle 
se dispose la fibre moyenne. Pour Vintégrer, appelons 4 l’angle 
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de la normale en M avec Oy (fig. 104); si le point M se déplace 
de ds, la normale tourne de langle d4 et Pon a 


d?§ t dy , 

DOV EAR WE ed 
(9) ds? ce? ds un 
PMA CE WE BEN 55. See & ALIS ( 
car 7 est égal A — sin# et qe a cos a | 

Pour intégrer léquation (3), multiplions les deux membres 

do ra plaice 
par-—, et intégrons : il vient 
Bee WO, do 
(4) (3) = —(cosd + p), ds = ntiee GLA we 
ds oe +y/2(cos0 + 2) 


uv. désignant une constante arbitraire. On a alors 


s6 do 
agi= dscos 0 — aves! # ? 
et + /2(cosd + p) 
dou 
(5) a ef. cos§ d0 
re — = ee 
/ ' o t+ y2(cos8 +p) 


ov il est inutile d’ajouter une constante, car on peut toujours sup- 
poser qu’on ait pris pour axe O'y la normale a la courbe perpendi- 
culaire a Ow. On a en outre 


6) ye Dee S + ¢ya(cosd pp). 
(6 eae aE v2 i) 


Ces formules (3) et (6) donnent x et y en fonction de 4. Trois 
cas sont a distinguer, suivant que v est compris entre —1 et +1, 


supérieur a1, ou égala yr. 


Indiquons sommairement la forme de la courbe dans ces trois cas. 

La discussion repose sur les remarques suivantes : 

Convenons de compter l’are s de la courbe a partir du point A situé 
sur Oy (jig. 104), et de prendre comme sens positif de s le sens du mou-— 
vement dun mobile dont labscisse d’abord nulle devient positive. Quand 
on parcourt la courbe dans ce sens, s croit toujours; done ds est toujours 


f 
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positif et, dans la formule (4), le radical a toujours le méme signe que a0; 
ce signe du radical doit étre conservé dans toutes les formules suivantes. 
D’aprés les formules 


(oy) le TENG SE Sa SPOT 


ds ; ds 


on voit que les coordonnées y et x croissent ou décroissent avec s crois- 
sant, suivant que —sin§@ et cos@ sont positifs ou négatifs. Enfin les points 
d’inflexion de la courbe sont les points ow elle coupe l’axe des a, car 
Véquation (2) montre que ¢ est infini pour vy =o et réciproquement. 

L’axe Oy est un axe de symétrie de la courbe. 


Premver cas: —1< p <1. — Dans ce cas, on peut poser p =— cosa, 
et le radical qui figure dans les formules prend la forme 


V/2(cos0 + ph) = /2(cos 0 —'COSa); 


pour quil soit réel, il faut que 0, partant de zéro, varie de —%# a +4. En 
faisant varier 0 deo a a, on a l’are AB (fig. 104, 1; fig. 105, 1, I, MN); en 
faisant varier § deo 4 —a, on a l’are symétrique AB’. 

Aux points B et B’, la courbe coupe l’axe Ow sous langle a, puisque la 
normale en B, par exemple, fait avec Oy l’angle a. Liabscisse du pomt B 


est, d’aprés (5), 
ao cos dO 
/2(cos0 — cos x) — cosa). 


(8) 
ow le radical est pris positivement. 
Quand « est aigu ou droit, a» est positif, car tous les éléments de l’inté- 


grale sont positifs (courbe I, fig. 105); quand « croit a partir de ro 


a, est d’abord positif (forme I, fig. 104), s’annule pour une certaine 
valeur % de «(forme II, fig. 105), puis devient négatif (forme IIT, fig. 105); 
quand «@ est voisin de m, v est négatif et trés grand; ce dernier fait résuite 


de ce que, pour = 7, ona 2 =— »; en effel, on a alors 
“™ cos 0 db 
CaN => 16) ——————; 
: 0 
Pema OS ee 
2. 
intégrale égale 4 —oo. Dans ce cas limite, p=1, la courbe a done la 


forme IV asymptote a Oz. 

Si s continue a croitre a partir du point B, 0 doit nécessairement 
décroitre, car il ne peut pas dépasser « : a partir de ce moment, il faut 
prendre le signe — devant le radical; 8 variant de x 4 —z, on a un nouvel 
are de courbe symétrique du premier par rapport a B, et ainsi de suite. 
On a ainsi une infinité d’ondulations toutes égales comme dans une 
sinusoide. 


‘ 


232 } DEUXIEME PARTIE. — STATIQUE. 


‘ I 
Deuxiéme cas. — Silon a p>1, O peut varier de 0 a 27; y sae ne 


s'annulent jamais; la courbe a la forme II dela figure 104. 

Les intégrations correspondant a ces deux cas peuvent étre faites effec- 
tivement a l’aide des fonctions elliptiques (voir Principe de la théorte 
des fonctions elliptiques, par MM. Appell et Lacour, applications). 


Fig. 109. 


0 
xe 
Iv A 
f 
Troitéme cas. — Dans le cas intermédiaire ott p =1, la courbe est 
asymptote 4 Ox comme nous l’ayons déja dit, car # =— (fig. 105, 1V). 


Dans ce cas, on peut effectuer toutes les intégrations par des fonctions 
élémentaires. 


153. Cas ot. la tige est primitivement rectiligne et soumise a ses 
deux bouts & deux pressions T égales et directement opposées. — 
L’observation montre que, si une tige élastique d’abord rectiligne est soumise 
a ses deux bouts a deux pressions T égales et opposées, la tige ne fléchit 
que quand la valeur de T surpasse une certaine limite; on dit alors qu’il ya 
flambage. Quand T est inférieur a cette limite, la seule figure d’équilibre 
pessible est la forme rectiligne : ce n’est que pour des valeurs de T supé- 
rieures a cette limite que les formes d’équilibre courbes que nous yenons 
détudier sont possibles. Nous allons déterminer cette limite. 

Dans le cas actuel, la fibre moyenne étant rectiligne a ]’état naturel, 


I : é 

on a— =o, d’ou, pour le couple N en un point quelconque (1), 
Po 
\ 


ce couple est donc nulen méme temps que la courbure. Or nous supposons 
qu’aux deux extrémités B’et B” dela tige on applique deux forces T égales 
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et directement opposées et pas de couples : il en résulte qu’en ces deux 


extrémités N = 0, — =0; ce sont donc des points d’inflexion comme dans 


la figure (fig. 105, [). Quand la tige s’écarte trés peu de laforme recti- 
ligne initiale, « est trés petit : il serait rigoureusement nul pour la forme 
reculigne elle-méme. Supposons que la tige puisse prendre une figure 
d@équilibre ondulée telle que I avec nm ondes et déterminons la constante 
connaissant la longueur ¢ de la tige et la pression T aux deux extré- 


oO 


Fae rk | Suarcuscte ny eB 
mités B’ et B” : la constante c est alors connue et égale a (/F D’aprés 


lexpression (4) de ds, l’arc AB a pour longueur 


ae 
do 
arc AB = cf : 
0 V2(cos 0 — cosa)’ 
faisons 
cos) =1— 2sSin?-, cosa =1t — 2sin?—; 
2 2 
il vient 
* d0 
arc AB =C iE Fe eee 


0 vA a. 


2 sin? — — sin?— 
2 2 
, ies p : 
Posons, pour abréger, sin ~ =f, et faisons le changement de variable 
2 


aa 
sin- = ku; 


0 variant deoaz, uw varie deoaret lon a 


are AB Sek 
en posant 


: du 
kK . 
(9) ue V(1— wu?) (1 — k2u?) 


La longueur totale / de la tige étant 27 arc AB, ona 


’ l 
0) OO Kec . \ 
ae) y 2nc 
3 i uk in = est Vi e, détermine «. Pour que la 
Cette équation, ot A= sin —est linconnue, determine «. q 


figure d’équilibre avec ” ondes existe, il faut et il suffit que cette équation 
donne pour & une valeur comprise entre o et 1. Or pour k =o on a, 


Re 


Waprés (9), K= 5 k croissant, Vintégrale K augmente constamment, car 


Vélément différentiel augmente, et, pour & =1, K est infini, Ainsi, A variant 
de o a1, K passe une fois et une seule fois par toutes les valeurs supé- 
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rieures 4 ~- Pour que l’équation (10) en & admette une racine, il faut et il 
‘ . 


suffit que 


B 
Remplacant ¢ par sa valeur 7p? on lrouve 
tT? Bn? 


T rie 


WW 


Telle est la condition pour qu'il existe une figure d’équilibre avec 7 ondes, 
La plus petite limite inférieure de T correspond a mn =1 : donc, pour qu’il 
existe une figure d’équilibre possible avec une onde, il faut que 


ip 


lV 


Sila pression T est inférieure a cette limite, la seule figure d’équilibre 
possible est la ligne droite. ; 


154. Elastique plane sous pression normale constante. — Ce probléme 
a été traité par M. Maurice Lévy (Comptes rendus, t. XCVII, p. 694); les 
intégrations se font eacore a l'aide des fonctions elliptiques, comme on le_ 
verra dans le Traité d’Halphen et dans les Principes de la théorie des 
fonctions elliptiques, par Appell et Lacour. 


x 


EXERCICES. 


{. Un fil tendu non pesant passe dans des anneaux fixes équidistants A,, A,,. ., 
A,. Prouver que, si l’équilibre existe, la tension est constante et la pression sur 
chaque anneau A; inversement proportionnelle au rayon du cercle A;_,, Az, Az., 
passant par cet anneau et les deux qui le comprennent. En conclure comme cas 
limite, pour un fil non pesant tendu ‘sur une courbe fixe sur laquelle il peut 
glisser sans frottement, la loi de la pression du fil sur la courbe ( Poinsot, Sta- 
tique). 


2. Un fil non pesant de longueur donnée est attaché par ses extrémités 4 deux 
points fixes.A et B; sur ce fil glissent sans frottement deux anneaux M, et M, sur 
lesquels agissent respectivement des forces F, et F, données en grandeur, direction 
et sens> Trouver la position d’équilibre du systéme. (On s’appuie sur la remarque 
faite a la fin du n® 128.) 


3..Un polygone funiculaire étant en équilibre, on prend les moments 9, des 
forces et ceux 7, ; des tensions par rapport a un point. Prouyer qu’avec ces vec- 
teurs on peut construire un polygone analogue a celui de Varignon, en remplacant 
les *vyecteurs I, et T,;,.par 9; eb t, jf 
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. Siun polygone funiculaire est en équilibre, prouver qu’en construisant les 
vecteurs conjugués des forces et des tensions, et les droites conjuguées des cotés 
par rapport a une sphére (imaginaire), comme on I’a indiqué dans l’Exercice 3, 
a la fin du Chapitre I, on obtient un nouveau polygone en équilibre. Les cétés 
de l'un de ces polygones sont les droites conjuguées des cotés de l’autre; les som- 


mets de Pun, les points conjugués des plans formés par deux eotes consécutifs de 
Pautre. 


o. Travures réticulaires: — Théoréme de Rankine (voir Philos, Magazine, 
vol, XXVII, 1864, p. 92; CLuerK MAXxweELL, ibid, p.250). — Des forces appliquées 
aux articulations dun systéme polyédral de barres sont en équilibre quand elles 
sont perpendiculaires et proportionnelles aux faces d’un polyedre dont les arétes 
sont dans des plans’ menés, par un point fixe O, normalement aux barres du 
systeme. 

Solution, — En supposant le systéme polyédral de barres en équilibre, on cons- 
truira le 'polyedre obtenu en prenant les vecteurs conjugués des forces et des ten- 
sions par rapport & une sphére imaginaire de centre O, conformément a la méthode 
indiquée antérieurement (Exercice 3, a la fin du Chapitre [). 

( Voir un article de M. Gurpo Hatick, Journal de Crelle, t. 100, p. 365.) 


6. Un quadrilatére articulé, formé de quatre tiges de longueurs invariables a, 0, 
, dy est sollicité par quatre forces appliquées aux quatre sommets. Que doivent 
étre ces forces pour qu’il y ait équilibre? (Ge probleme est résolu par Mosrus, 
Statique. ) 


Systéme articulé de Fuss. — On considére un polygone plan, formé de 
barres matérielles rigides articulées a leurs extrémités: dans le plan du polygone, 
on applique au milieu de chaque barre, perpendiculairement a la barre, une force 
proportionnelle a sa longueur. 

Démontrer que la figure d’équilibre est un polygone Peorrpninle: 


§. Dans un {fil homogéne pesant en équilibre, le rayon-de courbure yarie propor- 
tionnellement au carré de la tension (Méstus).- 


9. Supposons plusieurs fils homogénes identiques, d’abord tendus en ligne droite 
depuis un point P jusqu’a des points N, N,, N,, ..., N;, situés sur une méme 
verticale, puis déplacons un peu le point P sur une horizontale, de facon Aa le 
rapprocher de la verticale, en ’amenant en M. Alors les fils supposés pesants se 
disposent suivant des chainettes. Démontrer : 


1° Que toutes ces chainettes ont méme paramétre a; 
2° Que leurs sommets sont sur une chainette de méme paramétre a tournant 
sa concavité vers le bas et ayant son sommet en M (Mostus). 


10. Positions d’équilibre dun fil homogéne pesant assujetti aux conditions aux 
limites indiquées' par l’un des énoncés suivants, dans lJesquels la longueur du fil 
est supposée donnée : 


1° L’une des extrémités est attachée en un point fixe A; l’autre passe sur une 
poulie infiniment petite C, située ala méme hauteur que A, puis pend libre- 
ment. 

2° Le fil passe sur deux poulies infiniment petites, placées a la meme hauteur, 
et les deux extrémités pendent Jibrement. (Rép.: Les deux parties pendantes ont 
méme longueur et se terminent sur la base de la chainette; il y a deux positions 
d’équilibre, une stable, l'autre instable. ) 
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3° Les extrémités du fil glissent sans frottement sur deux circonférences égales, 
tangentes extérieurement et ayant leurs centres 4 la méme hauteur. | 

4° Le fil est fermé et passe sur deux poulies infiniment petites A et B. { Rep. : 
Deux chainettes ASB, AS'B de méme base; si, par la poulie la plus basse A, on 
méne une horizontale AU’U coupant les deux courbes en U’ et U, les longueurs 
des deux chatnettes ASB et AS’B sont inversement proportionnelles aux arcs BU 
et B’'U (Mostus). | 

5° Les deux extrémités sont attachées en deux points fixes placés 2 la méme 
hauteur; le long du fil peut glisser sans frottement un anneau infiniment petit M 
auquel est suspendu un poids P. (Rép. : L’anneau ya se placer au milieu du fil; 
les deux parties MA et MB sont deux chainettes de méme base; en M il y a un 
point anguleux; les tensions des arcs MA et MB font équilibre au poids P.) 


{1. Trouver la figure d’équilibre que prend, sous l’action du vent, une voile 
rectangulaire ABCD fixée par deux bords opposés 4 deux vergues verticales AB 
et CD. (On-néglige Vaction de la pesanteur; on suppose que le vent souffle hori- 
zontalement et que la pression du vent sur un élément de voile lui est normale, 
proportionnelle asa surface et au-carré de la composante normale de la vitesse 
du vent. On peut regarder comme éyident que la voile prend la forme d’un 
cylindre a génératrices verticales et que la nature de la section droite est indé- 
pendante de Ja hauteur. Il suffit donc d’exprimer qu'une bande comprise entre 
deux plans de section droite infiniment voisins est en équilibre. Cette bande est 
assimilable a un fil flexible et inextensible : en appliquant les équatious intrin- 
séques, on trouve quelle prend la forme d’une chainette et que la Lension est 
constante. ) 


12. Figure d’équilibre d’un fil dont chaque élément est sollicité par une force 
verticale proportionnelle a la projection horizontale de élément. (Parabole. — 
Cas limite du polygone funiculaire des ponts suspendus. ) 

Déterminer les constantes, sachant que le fil a une longueur donnée et est 
attaché en deux points donnés, 


13. Figure d’équilibre d’un fil pesant dans lequel la densité varie proportion- 
nellement a lare s compte a partir du point le plus bas. 


[- 


14. Méme question, en supposant la densité égale a (cercle). 


cos? : 
a 
15. Calculer la loi que doit suivre la densité d’un fil pesant en fonction de s, 
pour qwil se dispose sous l’action de la pesanteur suivant une courbe donnée 
(parabole d’axe vertical, circonférence, etc.).On aura la solution de cette question 
en partant de l’équation intrinséque du n° 138. - 
16. Chainette d’égale résistance. — On appelle ainsi une chaine d’épaisseur 
variable telle que, dans Ja figure d’équilibre, l’épaisseur soit en chaque point pro- 
portionnelle a ia tension en ce point : dans ce cas, il n’y a pas plus de chance de 
rupture en un point qu’en un autre (CortoLis). On demande l’équation de cette 
courbe et la loi d’épaisseur. 


Reponse. — Soient = la section droite dela chaine, variable avec s, v le poids 
de Punité de volume; le poids de élément ds est pods. La courbe a pour équa- 
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tion, en prenant comme origine le point le plus bas, 
x 


CL COS taal 
a 


lI 


et la loi de l’épaisseur o est o 


{7. Figure d’équilibre dun fil dont chaque élément ds est sollicité par une force 
F ds normale a un axe fixe qu’elle rencontre, F étant fonction de la distance r de 
VPélément a Vaxe. 


Réponse. — Prenant l’axe pour axe Oz et appelant ret 0 les coordonnées 
polaires dans le plan Oy, ona les trois équations 


dz dé 
atimay ne Eee Riedie 
fi dr, rs. SX, [rs =k. 


Quelle que soit la loi de la force, on a une équation différentielle de la forme 
K 
dz = ~—7° db, 
GC 
qui montre que les tangentes 4 la courbe appartiennent 4’ un complexe linéaire. 


18. Cas particulier du probléme précédent, ob fF = wr (p constante), les con- 
ditions aux limites étant quelconques. Ce probléme est traité par Clebsch, par 
une méthode spéciale qui sera exposée en Mécanique analytique (Journal de 
Crelle, ty Or pags) 

Noug avons donné dans le texte (n® 142) le cas ot les deux extrémités du fil 
sont attachées en des points de l’axe. 


19. Trouyer la figure @équilibre d’un fil dans un plan, sachant que chaque 
élément est sollicité par une force proportionnelle a cet élément et faisant avec 
lui un angle constant. [On emploie les équations intrinséques : la courbe est une 
spirale logarithmique (O. BoNnNET). | : 


20. Trouver la loi de la force verticale sous laction de laquelle un fil se dis- 
pose suivant une courbe plane donnée. 

[Le probléme n’est pas enticrement déterminé, si l’on n’ajoute rien a l’éroncé 
relativement a la nature de la force. Pour que le probleme soit déterminé, il 
faut donner la variable en fonction de laquelle la force doit étre exprimée. Le 
fil étant dans le plan vOy et la force Yds parallcle ’ Ov, Y peut étre exprimé 
en fonction de lune des quantités suivantes 7, y, s, a, « étant l’angle de la tan- 
gente avec Ox, ou de plusieurs de ces quantités & la fois. Par exemple, si la 
courbe donnée est le cercle #?+y?— a? =0, l’équation intvinséque (n° 138) 
donne 


(1) ee 


a 


i | 
| | 
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puis, comme tanga = — a CLS ak 
: 
TL eee 
( 2 ) VT == Paes 
at | 
Aa 
i \ = 
) a— x” : | 
: A 
(4) io -: | 
i 
a COSs* — 
a 


Voila donc autant de lois de forces différentes conduisant au cercle donné.| Réci- 
proguement, trouver la figure d’équilibre d’un fil sollicité par une force verticale 
dont la loi est exprimée par l'une des formules précédentes (1), (2), (3), (4). 
On trouvera des courbes entiérement différentes suivant celle des lois choisies = 
toutes, par la particularisation des constantes, deyront donner le cercle 


“+y?—a’=o. 


2. Trouver laloi d’une force centrale sous lVaction de laquelle un fil se dispose 


suivant une courbe plane donnée. 
[ On peut répéter ici les mémes remarques que sur l’Exercice 20. En appelant 7 


et 8 les coordonnées polaires, le centre des forces étant a l’origine, on trouve 


cy COE CIS ES 
F=—05 (5). 


ou F est regardé comme positif ou négatif, suivant que la force est répulsive ou 


attractive.| Exemple - 


cercle, 7 = 2a cos, Gs == ade Bis 


22. Figure d’équilibre dun fil dont chaque élément est attiré ou repoussé par 


un centre fixe en raison inverse du carré de la distance. (on trouve une €qua- 


Y IT i 
tion de la forme -=a-+dbcosm® ou - =a-+ becoshyp.m4, ou, comme cas 
ay lig 
\ 


intermédiaire, < =a-+ 0, ) 
/ 

23. Si une méme courbe est la position d’équilibre d’un fil sous action d’une 
force F,, la tension étant T,, ‘puis, sous l’action dune force F,, la tension 
étant T,, elle est aussi la figure d’équilibre du fil sous l’action d’une force 
(F) = (k,F,) + (4, F,), la tension étant (T) = (4,T,)'+ (4,T,); ket k, dési- 
gnant des constantes et ces équations étant prises dans un sens géométrique 
( BonNET)» On emploie les équations intrins¢ques. 


24. Un fil libre; sous Paction dune force donnée F, se dispose suivant une 
courbe C; on réalise cette courbe matériellement, puis, soumettant Je fil a la 
méme force F, on le tend sur la courbe GC: démontrer que, dans cette seconde 
expérience, la réaction normale de la courbe C sur lélément ds est dans le plan 


s 
osculateur et a pour yaleur » k constante, p rayon de courbure. 


\ 


CHAPITRE VII. — SYSTEMES DEFORMABLES. 239 


25. Soit M un point quelconque dun fil en équilibre. Démontrer que le moment 
résultant, par rapport 4 M, de toutes les forces extérieures agissant sur le fil 
depuis une extrémité M, jasqu’au point M est nul (Misrus). (Ce résultat se 
déduit du principe de solidification appliqué a Varc M)M. — On trouvera sous 
une autre forme des résultats indiqués dans le texte, en appliquant cette condition 
a la portion dune chainette en équilibre comprise entre le sommet M, et un 
point M, et introduisant la tension T, en M, comme inconnue auxiliaire. ) 


26. Dans une chatnette pesante, de densité variable, en équilibre sur une 
sphére, l'hyberboloide ayant pour génératrices d’un méme systéme les tensions 
en deux points A et B et la verticale du centre de gravité de l’arc AB passe par 
le centre dela sphére, (On le démontre en supposant I’arc ABsolidifié, et remar- 
quant que les forces appliquées 4 cet arc, tensions A et B, poids et résultante 
des réactions de la sphére, doivent se faire équilibre. ) 


27. Figure d’équilibre dun fil flexible et inextensible non pesant, traversé par 
un courant et soumis a l’influence du pole d’un aimant O. 

{Ligne géodésique @un cone de révolution de sommet O (DaArRBoux) .| 

Rappelons que l’action du pdle Osur l’élément ds, situé a une distance r de O, 


Sion 
sinr, ds, 


est normale au plan O ds el a pour intensité — 
28. On considére sur une surface fixe S les courbes C qui. parmi toutes les 
courbes tracées sur cetie surface entre deux points, rendent minimum J’inté- 


grale I = fe ds, courbes qui ont été déterminées dans le n? 149. Démontrer que, 


quand on passe d’une deces courbes AB 4 une courbe infiniment voisine A,B, sur 
la surface, la variation de lintégrale est encore donnée par la formule de Tait 
et Thomson. En déduire les mémes conséquences que pour les courbes C dans 
espace (n° 147). 


29. On considére dans un plan sO des chainettes ayant Oz pour base et 
coupant normalement une courbe fixe C: a partir du point A ot chaque chai- 
nette coupe cette courbe, on prend sur cette chainette un arc AB tel que, en 
tournant autour de Ow, cet arc engendre une aire déterminée S, Démontrer que 
le lieu des points B est une courbe C’ normale a toutes les chainettes. ( Applica- 
tion du théoréme de Tait et de Thomson.) 


30. Etant donnés deux points fixes A et B et des surfaces fixes S,, S,, ..., Ss, 
(voir fig. 103, n° 150), on imagine des points mobiles P,, P,, ..., P,, glissant 
sans frottement sur ces surfaces. Le premier point P, est attiré par le point A 
avec une intensité constante 7 et par le point P, avec une intensité constante n,; 
le deuxiéme point P, est attiré par P, avec une intensité constante n, et par P, 
avec une intensité constante n,,..., et ainsi de suite. Démontrer que la position 
déquilibre du systéme est le trajet d’un rayon lumineux allant de A en B, sui- 
vant les lois de la réfraction, tel qu’) a été indiqué dans le texte. 


_ 3st. Le trajet AP,;P,...P,B dun rayon lumineux de A en B, suivant les lois de 

la réfraction (n° 150), est la figure d*équilibre d’un polygone funiculaire dont 
les sommets A et B seraient fixes, les sommets P,, P,, ...,P, mobiles sans frot- 
tement sur les surfaces §,, S,,..., S,, et dans lequel la tension du cété P;P;,, 
serait n;. (Autre forme de l’énoncé précédent. ) 


N 
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; | 
32. Si le long d’une courbe (n° 146) joignant deux points A et B, la fonc+ 
tion (a, v, 5) devient positive et négative, lintégrale 


(B) 
f o(“, y¥, 2) az, | 


u (A) 


. . iv; . . } 
prise le long de cette courbe, ne peut étre ni maximum, ni minimum, ( WEIER- 
sTrass, Voir une Note de M. Kobb, Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse; 1891.) 


33. Soient A et B deux points placés l'un au-dessus, l'autre au-dessous du 
plan Oy; si ’on-cherche parmi les courbes joignant ces deux points celle qui 
rend maximum ou minimum lintégrale 


(B) ' 
af Lge wee 
(A) 


ou 2 est un entier positif pair, on trouve que cette courbe est formée des per- 
pendiculaires AA’ et BB’, abaissées des points A et B sur le plan xOy, et de la 
droite A’B’. 

34. Considérons une fonction ¢(z, y, 2), finie et continue dans la région de 
Vespace située d’un coté dune surface S sur laquelle cette fonction prend Ja 
valeur constante 4; soit 9,(2, y, s) une deuxiéme fonction finie et continue de 
Vautre coté de cette surface S et prenant sur S une valeur constante k,; soient 
enfin A un point placé dans la premiére région, B un point de la deuxiéme. 
Chercher par quelle courbe il faut joindre les deux points pour que, en appe- 
lant P le point ot elle coupe la surface S, on obtienne pour J’intégrale 


(P) (B) 
I if o(2, Y, s)ds+ f 9,(x@, y, 2) ds 
(P) 


~ (A) 


un maximum ou un minimum. 
(Les arcs AP et BP sont respectivement des courbes rendant la premiére et la 


deuxieme intégrale maximums ou minimums; lés tangentes ¢ et £, a ces courbes 
au point P sont dans un méme plan avec la normale a S en P et font avec cette 


normale des angles zet 7,, tels que oe = 7) 
sin?, k 

35. Si Varc AP se déplace normalement 4 une surface S, qwil rencontre en A, 
et si l’on prend, sur les courbes AP et BP de l’exercice précédent, des longueurs 
telles que lintégrale I ait une valeur constante, le lieu du point B est une 
deuxiéme surface 2, normale aux arcs PB. (Cette propriété se démontre a laide 
de la relation de Tait et Thomson, n° 147, appliquée successivement a la‘variation 
de chacune des deux intégrales qui composent I.) 


> 


36. Une tige élastique rectiligne et verticale 4 l’état naturel ést encastrée a un 
bout A et soumise a l’autre bout B a une force T vyerticale. Quelle est la limite 
de T a partir de laquelle la tige fléchit? 

37. Courbe de raccordement. 


So 
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155. Historique. — Le principe des vitesses virtuelles a été 
employé par Galuée dans la théorie de quelques machines simples, 
puis par Wallis dans sa Mécanique ; Descartes s’est servi d'une 
régle qui revient a celle de Galilée, pour réduire toute la Statique 
a un principe unique. Mais (citons textuellement Lagrange) 
« Jean Bernoulli est le premier qui ait apergu la grande généralité 
du principe des vitesses virtuelles et son utulité pour résoudre les 
problémes de Statique. C’est ce qu’on voit dans une de ses 
lettres 4 Varignon, datée de 1717, que ce dermier a placée a la 
téte de la Section neuviéme de sa nouvelle Mécanique, Section 
employée tout entiére 4 montrer, par différentes applications, la 
vérité et usage du principe dont il s’agit. Ce méme principe a 
donné lieu ensuite a celui que Maupertuis a proposé, dans les 
Mémoires de l’ Académie des Sciences de Paris pour \an- 
née 1740, sous le nom de Loi du repos, et qu’Euler a déve- 
_loppé davantage et rendu plus général dans les Mémoires de 
V Académie de Berlin pour l'année 1751. Enfin c’est encore le 
méme principe qui sert de base a celui que Courtivron a donné 
dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris 
pour 1748 et 1749. Et, en général, je crois pouvoir avancer que 
tous les principes généraux qu’on pourrait peut-¢étre encore 
découvrir dans la science de lVéquilibre ne seront que le méme 
principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, et dont 
ils ne différeront que dans l’expression. Mais ce principe est non 
seulement en lui-méme trés simple et trés général : il a, de plus, 
Vayantage précieux et unique de pouvoir se traduire en une for- 
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mule générale qui renferme tous les problémes qu’on peut pro- 
poser sur l’équilibre des corps ». (Lacrance, Mécanique analy- | 


tique, premicre Partie, § 17.) 

Depuis Lagrange, on a proposé plusieurs démonstrations du 
principe des vitesses virtuelles : une des plus connues est celle 
d’Ampére, qu’on trouvera exposée, par exemple, dans la Méca- 
nique de Despeyrous; récemment M. C. Neumann a proposé une 
autre démonstration (Berichte der Sdchsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften, mars 1886). Nous exposerons une démonstration 
classique qui repose sur l’analyse des diverses sortes de liaisons 


simples. 


I. -ENONCE ET DEMONSTRATION DU PRINCIPE DANS LE CAS 
OU LES LIAISONS S’EXPRIMENT PAR DES EGALITES.. 


156. Déplacement et travail virtuels. — Soit M un point maté- 
riel auquel est appliquée entre autres une force I’; imaginons que 
Yon imprime a ce point un déplacement infiniment petit arbi- 
traire MM’: on appelle ce déplacement déplacement virtuel im- 
primé au point, pour le distinguer du déplacement réel que prend 
le point sous l’action des forces qui agissent sur lui. Le travail 
élémentaire de la force F 


(1) F.MM'.cos Eun’ 
est appelé ¢ravail virtuel de F correspondant au déplacement MM’. 
On peut alors appliquer a ce trayail virtuel tout ce quia été dit du 
travail élémentaire (Chap, [V). Bornons-nous a rappeler les deux 
prepositions suiyantes : 

Pour un méme déplacement virtuel MM’, le travail virtuel de la 
résultante de plusieurs forces appliquées au point M est égal a la 
somme des travaux des composantes. 

Si le déplacement virtuel MM’. est la somme géométrique de 
plusieurs déplacements, le travail d’une méme force correspondant 
au déplacement MM’ est égal 4 la somme des travaux de cette force 
correspondant aux déplacements composants. 

Si Pon désigne par 6¢ espace de temps infiniment court pen- 
dant lequel s’effectue le déplacement virtuel MM’, le vecteur V 


\ 
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MM’ 


Z 


égal a 


» dirigé dans le sens MM’, est appelé vitesse virtuelle 


imprimée au point M; et le travail virtuel peut s’écrire, en rem- 


plagant MM’ par V 6r, 
(2) ) FV cos(F, V)2z, 


car Vangle de F avec V est le méme que l’angle de F avec MM’. 

Analytiquement, si l'on suppose les axes rectangulaires et si 
Von désigne par X, Y, Z les projections de la force F,-par 42, 
ay, 8s les projections du déplacement MM’, le travail virtuel est 


Nox + Y by + Z6z. 


Nous prendrons, habituellement, le travail virtuel sous la 
forme (1) : primitivement on le prenait plutét sous la forme (2). 
Lorsqu’on emploie cette forme (2) et qu’on imprime des déplace- 
ments virtuels 4 différents points, il est convenu que, pour tous 
ces points, 0¢ a la méme valeur 


157. Enoncé du principe. — Cela posé, imaginons un systéme 
de points assujettis a des liaisons sans frottement pouvant s’ex- 
primer par des égalités. Divisons les forces appliquées aux diffe- 
rents points en deux classes : les forces de liaison qui proyien- 
nent des liaisons imposées au systéme, et les forces directement 
appliquées ou forces données qu’on fait agir sur le systéme; le 
principe des vitesses virtuelles s’énonce alors de la fagon suivante : 

La condition nécessaire et suffisante de l’équilibre d’un sys- | 
téme est que, pour tout déplacement virtuel de ce systeme, 
compatible avec les liaisons, la somme des travaux virtuels des 
forces directement appliquées soit nulle. 

Nous allons d’abord vérifier ce principe dans tn certain nombre 


de cas simples. 


458. Point libre. — Soient un point matériel entiérement libre 
et X, Y, Z la résultante des forces directement appliquées a ce 
point. Tout déplacement est ici possible, puisqu’il n’y a pas de 
liaisons; le travail virtuel correspondant a l’un des déplacements 


€ESt 
G6=Xdr+Voy + Zebz. 
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Si le point est en équilibre, X, Y, Z sont nuls; il en résulte qu'on 
a bien €G =o, quel que soit le déplacement 67, dy, 63. Récipro- 
quement, si @ est nul, quels que soient dx, oy, 42, il faut qu’on 
all 

X=e Ye 0. L= 0; 


) 


et le point est en équilibre. 


159. Point sur une surface. — Soit maintenant un point pou- 
vant se déplacer sans frottement sur une surface fixe 


T(2; JAG 3) =v 
sous action de la force F. Il y a ici une liaison exprimée par 
léquation précédente, et les seuls déplacements compatibles avec 
cette liaison sont ceux qui s’effectuent sur la surface. Si le point 
est en équilibre, c’est que la force est normale a la surface et par 
conséquent a tous ces déplacements virtuels; le travail virtuel est 
nul pour chacun d’eux. Inversement, si le travail G est nul pour 
un déplacement quelconque MM’ situé sur la surface, on a, d’aprés 
Pégalité 
6 = F.MM’'cos(F, MM’), 

soit I’ =o, soit cos(F, MM')=o0. Donec, ou bien la force est 
nulle, et il y a équilibre, ou bien la force est normale a la surface, 
et il y a encore équilibre. 

Nous allons, a titre d’exercice, retrouver les équations d’équi- 
libre d’un point sur une surface en partant du principe des vitesses 
virtuelles. Nous devons avoir 


S=X dr + Voy +Z0z =0, 


sous la seule condition que dx soit lié aux accroissements arbi- 
traires oy, 3¢ par la relation 


Of Opie i af 


— 0x7 4- oy + SZ —10 
° We OZ ) 


qui exprime que le déplacement MM’ est effectué sur la surface. 
Multiplions cette derniére équation par Ket ajoutons a la premicre. 
Nous aurons 


BONG Te Ne af af 
(X +25) an + (y+ a Jay (2+22)ae=0, 
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quels que soient i, dy et 6s. Supposons  déterminé de facon a 
annuler le premier coefficient; éy, és étant arbitraires, leurs coef- 
ficients devront étre identiquement nuls; nous aurons donc simul- 
tanément 


eek. 
Ox 

pounds =O, 
dy 


fae =—O% 


Ce sont bien les équations trouyées antéricurement (n° 91).: La 
force produite par la liaison est la réaction normale N de la sur- 
face : les équations d’équilibre que nous venons d’écrire montrent 
I q 
que le point matériel M, supposé entiérement libre, serait en 
équilibre sous l’action simultanée de la force donnée et d’une 
: : AUG) Oita uO) 5 . 
force ayant pour projections ) yi, K de yf ue il en résulte que 
: Oa Oy Oz 


cette derniére n’est autre que la réaction normale. Cette réacuon 
s'appelle force de liaison; elle provient de la liaison imposée au 
point. 

Si la surface était donnée par des équations de la forme 


L=O(91, 72), Y=¥(G1, I2), 2=3(q1, 93), 


pour toutes les variations 6g, et dg, de gq, et 2, le déplacement 
6x, 6y, 63 donné par ces. équations se ferait sur la surface; le tra- 
vail virtuel 


XNor2+ Yéoy+ Zbz 
prendrait, pour un tel déplacement, la forme 
Q, og + Q2 92, 
et les conditions d’équilibre seraient celles précédemment trouvées 


Oj 70, 310: 


Remarque : dans tous les cas, que le point sovt en equilibre ou 
non, pour tout déplacement virtuel compatible avec la liaison, 
le travail de la force de liaison, c’est-a-dire de la réaction nor- 
male, est nul. 
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160. Point sur une courbe. — Lorsque le point matériel est 
assujetti a rester sur une courbe fixe. 


fey yh 10, NLC VY Bie 


le seul déplacement compatible avec cette liaison est celui qui se 
fait sur la courbe. On voit immédiatement que s'il y a équilibre, 
le travail virtuel de la force donnée est nul, puisqu’elle est nor- 
male a la courbe, et réciproquement, si le travail est nul pour ce 
déplacement, la force est ou nulle ou normale, et dans les deux cas 


“ily a équilibre. Nous allons déduire de la les équations @équi- 


libre, telles qu’elles ont été établies antérieurement (n° 92). 
Nous devons avoir 


G=Xtr+Voy+Zizs=o0 


pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, c’est-a- 
dire pour toutes les valeurs 6z, dy, 5z vérifiant les deux équa- 
tions 


of 9 pinay haha 


GF oft os of 
Wee oy 


en ese th, Lhe 


qui expriment que le déplacement a lieu sur la courbe. Une seule 
des quantités 62, 6y, 6, la derniére, par exemple, reste donc arbi- 
traire. Multiplions alors les deux derniéres équations par ) et \,, 
et ajoutons-les a la premiére ; nous aurons 


(x42 +h) ow 
Ox Ox 


+ (v4 4) ay 4 (24 +m aso, 


quels que solent A, A, et 63. Si l’on détermine ) et A, de facon que 
les deux premiers coefficients soient nuls, le troisiéme devra l’étre 
aussi pour que cette expression soit nulle quel que soit 6z. Nous 
aurons donc simultanément 


», Gua Be aoa 

) Ox 
Y URC cor CM ter 

oy oy 

of Cine 
Ae deeiaas Sire 0, 


\ 
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équalions qui expriment quilya équilibre entre la force directe- 
ment appliquée et une force ayant pour projections 


OP! OPE ee ap OF, of df; 
Dy a De — pb 5 Wee CIS 
Ox ae 9 Nay = My a ; mn ea ae Mp We ° 


; . ; 
é aa og) 
e’est la réaction normale ou force de liaison. 
Si les équations de la courbe se présentaient sous la forme 


le travail virtuel serait 


G=(Xo'+ YY'+ Za’) oq, 


et la condition d’équilibre 
Xo’ + Vu'-+ Zo'=o. 


Dans le cas actuel, comme dans le précédent, que le point soit, 
en équilibre ou non, pour tout déplacement compatible avec les 
liaisons, le travail de la réaction normale ou force de liaison est 
nul, 


161. Corps solide entiérement libre. — Soit un solide libre sol- 
licité par des forces données F,, Fy, ..., Fn. Ce solide est formé 
@un grand nombre de points matériels assujettis 4 rester a des 
' distances invariables les uns des autres : ce sont la les liaisons 
imposées au systéme. Dans ce nouyeau cas, les seuls déplacements 
possibles, compatibles avec les liaisons, sont ceux pour lesquels la 
forme du solide reste invariable. Soient, pour un de ces déplace- 
ments, @, b, ¢ les projections de la vitesse de translation et p, 
qg,r celles de la rotation instantanée; ces six quantités peuvent 
étre choisies arbitrairement, car on peut imprimer au corps solide 
tel déplacement que l’on veut. La vitesse d’un point 7, y, 3a pour 
projections 


Ve=a+qs—ry, Vie Oo, Vs=c+py- qt, 
de sorte que le travail virtuel 


Gy == Gs, ony + Vy Ovy —\— 1 by O3y 
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de la force Fy appliquée au point ry, vy, Zy.est 

Gy = Xy (a+ gsy— ryy) Ot + Yy(6 + rxry— py) ot+Zy(e + pyy—q2y) ot; 
nous pouvons écrire cette expression 


By = Bt aXy+ bY +0, +p (Jy Ly — 3 Vy) + 9 (5) Xy— wy Ly) 
+ 7(ay Yy— jy Xy) ]3 


la somme des travaux virtuels de toutes les forces directement 
appliquée est donc 


Savoie ey ask +bO3Y+ce3Z2+pr(yl—saY) 
+ gh(sX—2£Z)+ri(xY—yX)). 


Si le corps est en équilibre, les coefficients des six arbitraires 


sont nuls et on a bien 
(Gy —— (9) 


pour tout déplacement compatible avec les liaisons; et récipro- 
quement, si © est nul, quels que soient ces arbitraires, il faut que 
leurs coefficients soient égaux ao, c’est-a-dire que les conditions 
d@équilibre soient satisfaites. 

Que le corps soit en équilibre ou non, la somme des travaux 
des forces de liaison, qui sont ici les actions mutuelles des points 
du systéme, est nulle pour tout déplacement compatible avec les 
liaisons. En effet, sorent M, et M, deux points du corps placés a 
une distance 7 Pun de I’autre. Le point M, ‘exercera sur My une 
certaine action F, dirigée suivant M, M,, et M, exercera sur M, 
une action égale et opposce F,, d’aprés le principe de Végalité de 
Vaction et de la réaction (n° 8&8, fig. 62); ces deux forces sont les 
forces de liaison provenant de action mutuelle des deux points M, 
et M, qui sont liés de facon a rester A une distance invariable 
lun de Vautre. Pour se représenter cette liaison. on peut ima- 
einer les deux points liés l'un a lautre par une tige rigide et sans 
masse. Convenons, comme précédemment, d’appeler valeur algc- 
brique F de Vaction mutuelle des deux points la valeur absolue 
de cette action précédée du signe + ou du signe — suivant que 
les points se repoussent ou s’attirent. Pour des déplacements vir- 
tuels quelconques imprimés aux deux points, la somme des tra- 
vaux des deux forces est (n° 88) 


» 


F or. 


q 
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Si les déplacements -virtuels imprimés aux deux points sont 
compatibles avec la liaison imposée aux deux points de rester a 
une distance invariable, r reste constant, ér est nul et la somme 
des travaux des forces de liaison est nulle. Le méme fait ayant 
lieu pour toutes les actions mutuelles des poits du corps solide 
associés deux a deux, la proposition énoncée se trouve établie. 


4162. Lemme. 
venons de faire dans les trois exemples examinés, en régle générale 
et établir le lemme suivant : 


Nous allons ériger cette remarque, que nous 


Qwun systéme de points matériels soit en équilibre ou non, 
pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, la 
somme des travaux virtuels des forces dues a ces liaisons est 
nulle, en supposant essentiellement qwil ny a pas de frot-~ 
fement. 


Il suffit évidemment d’établir ce lemme pour chacune des 
liaisons du systéme, et, pour cela, nous passerons en revue les 
diverses sortes de liaisons. Nous les diviserons en deux catégories : 


1° Liaisons des corps du systéme avec des corps fixes; 
2° Liaisons des corps du systéme entre eux. 


. Premiere catégorie. — a. Le cas le plus simple est celui ot 
un corps solide a un point fixe; le seul déplacement possible est 
une rotation autour de ce point; le travail de la force de liaison 
ou réaction du point fixe est nul, puisque son point d’application 
ne se déplace pas dans ce mouvement. Le méme fait a lieu si le 
corps a deux points fixes, c’est-d-dire tourne autour d’un axe fixe. 

b. Supposons qu’une surface S, liée 4 un corps solide du sys- 
téme, soit assujettie a glisser sans frottement sur une surface 
fixe S’. La force de liaison est la réaction normale MN de cette 
surface 5’ sur S (fig. 107); son point d’application est le pomt M 
de S en contact avec S’. Comme le déplacement de ce point doit 
étre dans le plan tangent commun a 5 et S’, le travail de la réac- 
tion normale est nul. L’une des deux surfaces S et S’ peut étre 
réduite 4 une ligne ou a un point. 

c. Supposons enfin qu’une surface S, liée a un corps solide du 
systéme, soit assujettie 4 rouler et a pivoter sans glissement sur 


N 
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wne surface fixe S’ (n° 57). La réaction MP de S' sur 5 (fig. 106) 
esl_-encore appliquée au point M de S qui se trouve au contact, 
mais celle réaction n’est plus normale, car la liaison établie entre 
S' et S s’oppose au glissement. linpethons au systéme un déplace- 
ment compatable avec la liaison considérée, c’ést-a-dire faisons 
_rouler et pivoter S sur'S’; et soit V, la vitesse virtuelle du point M: 
le travail virtuel de P est PV, cos(P, V,.) ot; ce travail est nud, car, 
dans le mouvement de roulement et pivotement, la vitesse V, du 
point M au contact est nulle. 

L’exemple le plus simple de ce genre de liaisons est le suivant : 

Dans un plan fixe, une roue S est assujettie & rouler sans 
elisser sur une courbe fixe S’ (fig. 106). On peut réaliser cette 


Fig. 106, 
2 


liaison en armant la circonférence de la roue et la courbe de 
dents infiniment petites qui engrénent les unes avec les autres, ou" 
encore en attachant un fil inextensible sans masse en un point A 
de la cireconférence de la roue, le tendant sur la roue jusqu’au 
point de contact M, puis sur la courbe S! jusqu’en un point fixe B 
ou on lattache. 


Deuxiéme catégorie. — a. Soient d’abord deux corps solides, 
mobiles tous deux, articulés en un point O. Les forces de liaison 
sont les réactions égales et opposées P, P’ des deux corps; leurs 
points d’application restant confondus dans tous les déplacements 
admissibles, la somme des travaux virtuels de ces deux forces 
reste nulle. Il en est de méme si les corps doivent avoir plus de 
deux points communs; si, par exemple, ils sont articulés par une 
charniére. 

Considérons maintenant deux surfaces du systéme, mobiles 
toutes deux, assujetties a glisser sans frottement l’une sur l’autre 
(fig. 107); les forces de liaison qui sont les réactions N, N’ de 
ces surfaces sont égales, opposées et normales au plan tangent 
commun au point de contact. Soient V et V’ les vitesses virtuelles 
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des points M et M' de S et S! qui sont actuellement au contact. 
Ces vitesses ne sont pas les mémes, car on peut, par exemple, 
obtenir un déplacement ele avec les liaisons en laissant S_ 


fixe et faisant glisser S’ sur S. En désignant par V,, V,, les projec- 
tions respectives des vitesses virtuelles V et V’ sur N et N’, nous 
aurons pour expression du travail virtuel total 


G' = dt(NVn+ N’ Vn) =N b¢(V n+ Vi)- 


Le mouvement relatif de S par rapport a S/ étant un glissement, 
la vitesse relative V, du point M par rapport aS! est dans le plan 
tangent commun, et l’on a, pour la vitesse absolue de M, 


(V)=(Ve)-+ (Vr), 


VY. désignant la vitesse d’entrainement de M. Cette vitesse V, est 
par définition la vitesse du point du systéme de comparaison 5‘ 
qui coincide avec M, c’est-a-dire la,vitesse V’ du point M’. On a 


done 
(V)=(V’) + (Vx) 


et, en projetant sur la direction N’N, 
Vn= Vins 


puisque V,, étant dans le plan tangent, a une projection nulle. 
Mais Vj, est égal 4 — V,,, car ces deux quantités désignent les 
projections d’un vecteur V’ sur deux directions N’ et N directement 


opposées; on a done 
Vat Vv= 10) 


et le travail © est nul. 

c. Supposons enfin qu’un corps solide du systéme soit terminé 
par une surface S assujettie a rouler et pivoter, sans elissement, 
sur une surface S/ faisant partie également dun corps du systéme. 


2% 
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L’action mutuelle des deux surfaces S et S’, en leur pomt de 
contact, n’est plus normale au point tangent commun puisqu elle 
s'oppose au glissement. Soient MP l’action de S’ sur S appliquée 
au point M de S qui se trouve au contact, M’P’ la réaction de S 
sur S! appliquée au point de S’ qui se trouve au contact; ces deux 
forces sont égales et opposées. Imprimons au systéme un déplace- 
ment compatible avec les liaisons, c’est-a-dire un déplacement 
dans lequel S et S/ se déplacent, S roulant sur 5’. Soient. comme 
précédemment, V et V! les vitesses yirtuelles des points M et M, 
Vii et \ p’ leurs projections respectives sur MP et M’P’. La somme 
des travaux virtuels des deux forces de liaison P et P’ est 


ee ya Pye +-P’V;,) =—P 6t(Vp+ Vi). 


Le mouvement relatif de S par rapport 4 S/ étant un roulement 
et un pivotement, la vitesse relative V, du point M par rapport 


Tig. ros. 


Vipin 


} 


a S’ estnulle; la vitesse d’entrainement du point M est, comme 


précédemment, la vitesse V’ du point M’, et la formule générale 


CN )atCVie) t= GV) 
donne 
(CVD ceva 


Les deux vitesses \ et V’ étant égales, leurs projections V, 
et Mes sur deux directions opposées sont égales et de signes con- 
traires, et le avail ©’ cst bien nul. 


165. Combinaisons des liaisons précédentes. — Les liaisons 
réalisées dans les machines sont des combinaisons des précédentes. 
Ainsi il est aisé de faire rentrer dans les haisons examinées ci- 
dessus les liaisons réalisées a l’aide de fils ou de chaines. 

Imaginons, par exemple, que deux points M et M, du systéme 


sotrent liés Pun & autre par une chaine C inextensible, tendue dans 
\ 
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une partie de sa longueur sur une surface S sur laquelle elle peut 
glisser sans frottement, cette surface S étant d’ailleurs fixe ou mo- 
bile. Cette liaison est une ’combinaison des précédentes; les chai- 
nons sont des corps solides; chacun d’eux est articulé au suivant 
en un point ou suivant un axe; ceux qui sont en contact avec la 
surface glissent sans frottement sur une surface S. L’un des deux 
points, M, par exemple, pourrait, de plus, étre lié invariablement 
a la surface S : ce serait encore une liaison précédemment exa- 
minée. Ce genre de liaisons comprend en particulier les liaisons 
effectuées a l’aide de poulies. 


164. Conception générale des liaisons sans frottement. — Nous 
venons de voir que, pour les liaisons les plus simples et leurs 
combinaisons, la somme des travaux virtuels des forces de liaison 
est nulle, pour tout déplacement virtuel compatible avec les liai- 
sons, du moment qu’il n’y a pas de frottement. Pour des liaisons 
d’une nature plus compliquée, par exemple des liaisons qui sont 
exprimées par des équations, on prend la propriété précédente 


comme la définition méme de l’absence de frottement; les liaisons 


sont sans frottement si, pour tout déplacement compatible avec 
les liaisons, la somme des travaux des forces de liaison est nulle. 


165. Démonstration du principe. — Soit un systéme de points 
matériels M,, Ms, ..., Mn, assujettis a des liaisons données et sol- 
licités par des forces directement appliquées. Appelons x,y, y,, Sy 
les coordonnées d’un de ces points M,; X,, Y,, Z, les projections 
de la résultante I, des forces directement appliquées a ce point. 

Nous voulons démontrer la proposition suivante : Pour que le 
systéme soit en équilibre dans une certaine position, ul faut et 
tl suffit que, si Von imprime au systéme un déplacement vir- 
tuel quelconque compatible avec les liaisons, la somme des tra- 
vauxz virtuels des forces directement appliqucées soit nulle. 

La condition est nécessaire. En effet, si ?équilibre a lieu, chaque 
point M, est en équilibre sous l’action de toutes les forces qui lui 
sont appliquées, tant données que de liaison; dune fagon plus 
précise, on peut regarder ce point comme libre, a condition de hui 
appliquer certaines forces Fy, F’, ... provenant des liaisons; le 
point est alors en équilibre sous l’action des forces données de 


N 
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résultante FY, et des forces de liaison F,, F), ... Pour un dépla- 
cement virtuel arbitraire imprimé a ce point, lasomme des travaux 


de toutes ces forces est nulle. Le méme fait ayant lieu pour chaque 
point du systéme, si l’on imprime aux points du systéme des 


déplacements arbitraires compatibles ou non avec les liaisons, la 


somme des travaux de toutes les forces tant données que de liaison 
est nulle : 


Gy aie Gr = 0, 


‘G, désignant la somme des travaux des forces données, Gla somme 
des travaux des forces de liaison. Mais, si les déplacements sont 
compatibles avec les liaisons, d’aprés le lemme précédent, G, est 


nulle, et donc aussi 
Sp —0. 


La condition est suffisante. Si, pour tous les déplacements 
compatibles avec les liaisons, la somme ©G, des travaux des forces 
données est nulle, le systéme est en équilibre. Pour le démontrer, 
nous allons faire voir que, si le systéme n’est pas en équilibre, il 


y a au moins un déplacement compatible avec les liaisons pour ° 


lequel Gp n’est pas nulle. En effet, si le systéme n’est pas en équi- 

libre, et si on l’abandonne a lui-méme, il entre en mouvement : 
le déplacement que prennent alors les points est compatible avec 
les liaisons, et chaque point My regardé comme libre se déplace 
dans le sens de la résultante de toutes les forces agissant sur lui 
FY, FL, FY, ..., tant données que de liaison. Dans ce déplacement 
réel toutes les vitesses initiales sont nulles; mais nous pouvons 
imprimer au systéme un déplacement virtuel dans lequel chaque 
point se déplace suivant la méme direction et le méme sens que 
dans le déplacement réel, les vitesses virtuelles des points My, 
n’étant pas toutes nulles. Alors la somme des travaux des forces 
Fy, FL, FY, ..., étant égale au travail de leur résultante, est posi- 
live, puisque le déplacement a la direction et le sens de cette 
résultante ; la méme chose ayant lieu pour chaque point, la somme 
©, + G, des travaux des forces données et des forces de liaison est 
positive pour le déplacement considéré et non nulle. Mais, ce dépla- 
ment étant compatible avec les liaisons, G, est nulle et ona 


6p > O. 


* 


ment MM, et la vitesse 
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ll en résulte que si, pour tous les déplacements possibles, com- 


patibles avec les liaisons, G) est nulle, l’équilibre a lieu. 


166. Remarque sur le travail d’une force. — L’analyse que 
nous avons faite des diverses sortes de liaisons possibles met en 
éyidence un point sur lequel il n’est pas inutile d’insister. C’est 
que, pour évaluer le travail élémentaire d’une force, soit virtuel, 
soit réel, il ne faut pas confondre le point matériel auquel la force: 
est appliquée avec le point géométrique d’application de la force. 

Dans Vexpression du travail élémentaire — 


en 


F.MM’.cos i, MM, EV cos(I', V) 34, 

MM’ et V désignent le déplacement infiniment petit et la vitesse 
du point matériel auquel est appliquée la force, et non le 
déplacement et la vitesse du point géométrique d’application 
de la force. Par exemple, si une roue (fig. 109) roule sur une 


Fig. vog. 
P, \ 


courbe fixe C, la réaction P de la courbe est apppliquée au point 
matériel de la roue M qui se trouve au contact; aprés un inter- 
valle de temps 6¢, la roue a pris une position infiniment voisine, 
un nouveau point M, de la roue est au contact etla réaction P, est 
appliquée en M,; quant au point matériel M, primitivement au 
contact, il est venu en M’. C’est le déplacement MM’ et la 


: MM’ ; mip : : 
vitesse — du point matériel M (vitesse nulle a cause du roule- 
5 


ment) qui figurent dans le travail de P, et non pas le déplace- - 


MM, 


, 


du point eéométrique d’application. 


167. Sur les liaisons effectuées 4 Vaide de corps sans masse. — 
Il arrive quelquefois que, dans un systéme en mouvement ou en 


a 
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équilibre, il se trouve des corps dont on néglige la masse par rap- 
port aux autres corps du systéme et qu’on regarde comme ayant 
une masse nulle. On traduit cette hypothése en exprimant que les 
forces appliquées 4 un corps sans masse se font équilibre. En 
effet, les équations du mouvement d’un point sont 

dx L977) d*% 


fi) a EK m wY: a 
dt? ‘ dt? : dt? 3 


X, Y, Z désignant les projections de la résultante des forces appli- 
quées au point. Le point m étant supposé appartenir aun systéme 
en mouvement, son accélération est finie, de sorte que, si m est 
une masse trés petite, X, Y, Z sont elles-mémes des quantités trés 
petites. Si Pon suppose mo, X, Y, Z doivent étre nulles et 
les forces appliquées au point se font équilibre. Si Pon imagine 
maintenant un systéme sans masse, chaque point du systéme a 
une masse nulle et toutes les forces appliquées 4 ce point se font 
équilibre : Pensemble de toutes les forces appliquées a ce systéme 
est donc en équilibre. 

Par exemple, si deux points matériels M et M’ sont hés Pun a 
‘autre par une tige rigide et sans masse, les actions de la tige 
sur les deux points sont deux forces F et F’ égales et directement 
opposées. En effet, action de la tige sur le point M étant F, celle 
de M sur la tige est — F; de méme, celle de M’ sur la tige est — F’. 
Les forces appliquées a la tige sont donc — F et — F’, et, comme 
elles doivent se faire équilibre, elles sont égales et directement 
opposées. On retombe ainsi sur une liaison qui a été examinée 
précédemment (n° 161). 

Soient encore deux points matériels M et M’ liés par un fil rex- 
tensible et sans masse, passant sur une surface S fixe ou mobile 
sur laquelle il peut glisser sans frottement. Soient T et T’, les 
actions exercées par le fil sur les deux points M et M’, et, par 
suite, —T et —T" les actions exercées sur le fil par les points. 
Le fil est sollicité a ses deux extrémités par les forces — T et 
— T’ et, dans la partie qui touche la surface S, par des forces 
normales provenant de la réaction de la surface. Comme il doit 
étre en équilibre, sa tension ‘est la méme partout et il est disposé 
suivant une ligne géodésique de la surface (n° 144); en particu- 
her, T= T’. Ce genre de liaisons rentre dans des liaisons exami- 
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nées précédemment (n° 163); il conduit a quelques conséquences 
géométriques que nous indiquerons, comme exercices, a la fin du. 


Chapitre (Exercices 1 et 2). 


II. — PREMIERS EXEMPLES. SYSTEMES A LIAISONS 
COMPLETES. MACHINES SIMPLES. 


168. Systémes a liaisons complétes. — On dit qu’un systéme de 
points matériels est a liaisons complétes quand sa position ne 
dépend que d’un paramétre. Dans un tel systéme, chaque point 
décrit une courbe fixe déterminée, et la position d’un point sur sa 
trajectoire suffit pour déterminer la position de tous les autres 
points. Par exemple, un corps solide, assujetti a tourner autour 
d’un axe fixe, est un systéme 4 liaisons completes : la position du 
corps ne dépend que de l’angle dont le corps tourne a partir 
d’une position initiale; chaque point du corps décrit un cercle 
dont le plan est perpendiculaire a l’axe et dont le centre est sur 
axe; la position d’un de ces points suffit pour déterminer celle 
de tous les autres. Une vis mobile dans un écrou fixe, une chaine 
assujetuie a glisser le long d’une courbe fixe, sont des systémes a 
liaisons completes. 

Ces systémes sont les plus simples de tous, car on peut leur 
imprimer un seul déplacement virtuel compatible avec les liaisons, 
4 savoir le déplacement obtenu en faisant varier infiniment peu le 
paramétre unique dont dépend la position du systéme. [1 y aura 
donc une seule condition d’équilibre. 


169. Machines simples. — Les machines simples sont des sys- 
témes 4 liaisons completes sur lesquels agissent deux forces : une P 
est appelée la puissance, autre R la rés/stance. Pour trouver la 
condition d’équilibre, on imprime a la machine le déplacement 
virtuel unique compatible avec les liaisons. Soient, dans ce dépla- 
cement, OP la projection sur P du déplacement AA’ du point 
d’application A de la puissance, et 6R la projection sur R du 
déplacement BB’ du point dapplication B de la résistance 
(fig. 110). La condition d’équilibre est 


Pé6P+R6R=o0. 


APPELL, — I. 17 


N 
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En introduisant les vitesses virtuelles au lieu des déplacements, 
on a la condition 


PUL RVE= OF 


ou Up, désigne la projection sur P de la vitesse virtuelle U du 
point A, et Vp la projection sur R de la vitesse virtuelle V du 


Fig. r1o. 


BP) po 
TBR Valen 


point B. Dans l’équilibre, la puissance et la résistance sont donc 
entre elles dans le rapport inverse des vitesses virtuelles de leurs 
points d’application estimées suivant leurs directions. C’est ce que 
Galilée énoncait sous la forme suivante : « Ce que l’on gagne en 
¢ q 8 
force on le perd en vitesse. » 
P 


1° Presse @ coin. — Le coin est un prisme triangulaire isoscéle placé 
entre deux madriers, l’un fixe, |’autre assujetti 4 se déplacer horizontale- 
ment, La puissance est une pression exercée verticalement sur la base du 
coin supposée horizontale. La résistance est la force horizontale R qui 


Fig. 111. 


s’oppose au déplacement du madrier mobile. Imaginons un déplacement 
virtuel amenant le coin ABC en A’B’C’' ( fig. 111) de fagon qu’il descende 


de 
BH = SP; 


le déplacement OR est égal a IB’ pris négativement, c’est-a-dire, l’angle C 


étant 20 
sR = — 2BH tanga = — 2 dP tanga; 
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la condition d’équilibre est donc 
P oP —2RtangxéP =o 


ou 
'P =2R tanga; 


Pemploi du coin sera d’autant plus avantageux que l’angle sera plus petit. 


2° Vis de pression. — Nous supposerons que la puissance est une 
force P perpendiculaire a l’axe Bz ( fig. 112) de la vis et appliquée en A 


Fig. 112; 


a une distance a de cet axe, normalement au plan AZB, la résistance R 
exercant son action suivant cet axe méme. Pour une rotation infiniment 
petite 60, seul déplacement compatible avec les liaisons, la projection 
sur P du petit arc d’hélice que décrit le point A est un arc de cercle de 
rayon a et d’ouverture 60 : 


sP = ad. 
Quant a 6R, il a pour valeur 
. Siebel 88, 
2% 


en désignant par h le pas de la vis; car le glissement de la vis le long de 
son axe est proportionnel a sa rotation, et le pas h est la valeur du glisse- 
ment pour un tour entier de la vis. La condition d’équilibre est donc 


Beso sito eR aR 
2% 2na 
et il y aura avantage 4 augmenter la distance a et a diminuer le pas de la 


vis. 


3° Bascule ou balance de Quintenz. — La bascule se compose d’un 
fléau ABC (fig. 113) mobile autour du point O, et qui supporte, 4 l’aide 
de tiges articulées BB’, CC’, deux plateaux horizontaux s’appuyant l’un 
en I sur un couteau fixe, l’autre en F sur un couteau FF’ invariablement 
lié au plateau IC’. On place le corps a peser sur je plateau supérieur, et on 
lui fait équilibre par un poids P placé en A, le fléau ABC étant horizontal. 
Pour une rotation 80 du fléau autour de son axe on a évidemment 


SP = OA 80. 
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Quant a 6R, il dépendra de la position du fardeau sur le tablier FB’, a 
moins que ce tablier ne se déplace parallélement a lui-méme, c’est-a—dire 
que les points F et B’ nes’élévent d’une méme quantité. Pour exprimer cette 


Fig..113. 


condition, nous observons que B’ s’éléve autant que B, c’est-a-dire de 
OB 60; le point C s’élevant d’ailleurs de OC 96, il en sera de méme de C’, 


: ; ne ere: oe ; 
et le point F’ qui entraine F s’élévera de —— OC 60; la condition cherchée 
est donc 


mabe 1F’ i” OB 
Ob Out Beale Ei One 
: [u’ Gy OCG 


elle exprime que les droites OI et BF’ se coupent sur CC’. Dans cette 
hypothése, on aura 
sR = OB 66; 


la bascule sera en équilibre si l’on satisfait a la condition — 


Rano. 
P.OA.60 — R.OB.86 = 0, Roya 


et tout se passe comme si le corps a peser était directement suspendu au 
point B. 


4° Balance de Roberval, — Un parallélogramme articulé ABCD ( fig. 114) 
est susceptible de tourner autour des milieux OO’ de deux cétés opposés, 


ces deux points étant silués sur la méme verticale. Les cétés AD, BC res- 
teront évidemment verticaux; si l’on y fixe deux plateaux, leurs déplace- 
ments virtuels seront égaux et de signes contraires, de sorte que, pour que 


Pare.’ S 
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deux poids, P et R, placés dans ces plateaux se fassent équilibre, il faut 
quils soient égiux. Comme pour la bascule, la condition d’équilibre ne 
dépend pas de la position des corps dans les plateaux; de plus, l’équilibre 
a lieu dans toutes les positions : il est indifferent. 

Dans ce qui précéde, nous n’avons pas a tenir compte du poids des tiges; 
car, le poids des tiges verticales AD et BC étant égaux, la somme de leurs 
travaux virtuels est nulle, et, les poids des tiges AB et CD étant appliqués 
en des points fixes O et O’, lasomme de leurs travaux est égalemeut nulle. 
En réalité, les tiges AB et CD sont remplacées par des corps solides de 
poids p et p’ dont les centres de gravité sont en get g’ quand les lignes AB 
et CD sont horizontales. Supposons l’équilibre établi dans cette position; 
pour un déplacemeut virtuel du systéme, les points g et g’ se déplacent 
normalement aux poids pet p’, en décrivant des arcs de cercle de centres 
respectifs O et O.’ Donc la somme des travaux virtuels de ces poids est 
encore nulle, et l’on a toujours P = R pour la condition d équilibre; seule- 
ment l’équilibre n’est plus indifférent, car, dans une autre position, les tra- 
vaux des poids p et p’ interviendraient. 


5° Genou. — Une tige AO (fig. 115) est articulée par ses deux extré- 
mités : en A avec un axe fixe, en O avec une tige OB, de longueur 6, dont 


Fig. 115. 


Vextrémité B glisse sans frottement sur la verticale du point A. Sur la 
poignée F. invariablement li¢ée 4 AO, s’exerce la puissance FP, que nous 
pouvons supposer transportée au point E de sa direction, pied de la per- 
pendiculaire abaissée de A sur P; la résistance est la force verlicale BR 
qui s’oppose au mouvement de B, 

Le seul déplacement compatible avec les liaisons est celui qu'on obtient 


en faisant tourner la tige AO d’un angle 6a; dans ce déplacement, le travail 
de P est 


’ 


Quant au travail de la résistance, cest — R 6x, en désignant par x la dis— 
tance AB. Nous avons d’ailleurs, dans le triangle AOB, 


62 = w+ a*— 2a cosa, 
et, en différentiant, 


0=2b$a2—acosadz+ ax sina ba, 


‘ 
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dou . 
ax sing, 
da = — ————_— oz; 


L—acosa 
la condition d’équilibre est alors 
q 


R ax sing 
P= 


. 


Ak &—4a@ Cosa , 


Menant OD et AC perpendiculairement a AB et appelant C le point de 
rencontre de la derniére perpendiculaire avec BO prolongé, on a 

D AC eo 

BD oD 


OD = asina, BD = x —acosa, 


La condition d’équilibre prend alors la forme simple 


Pi O Dike tae 
Riv, AE BDS. af 
6° Moufles et palans — Une moufle se compose de deux systémes de 


poulies, assemblés chacun dans une méme chape et montés sur le méme 
axe ou sur des axes particuliers; le premier systéme est fixe, le second 
mobile ( fig. 116). Supposons chaque systéme composé de trois poulies : le 


{ 


Fig. 116, 


PX 


premier, des poulies A, A’, A”; le second, des poulies Ay, AY, Aj. En un 
point fixe’B de la chape dn premier systéme on fixe une corde qui passe 
successivement en AA,, A’A‘,.... La puissance P est une traction exercée 
sur l’extrémité libre de la corde; la résistance R, un poids suspendu au- 
dessous du systéme mobile. Les six parties de la corde comprises entre les 
deux systémes de poulies peuvent étre regardées comme paralléles : la lon- 
gneur totale de la corde étant constante, si l’on exerce en P unc traction 
qui allonge la partie libre de la corde de 6P, chacune des six parties de la 


corde comprises entre les deux systémes de poulies se raccourcit de §5P; 
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cette expression changée de signe est la valeur de 5R, et l’on a, pour 
Véquilibre, : 
P=1R. 


7? Chaine inextensible glissant sans frottement sur une courbe fixe. 
— Soient A et B les extrémités de la chaine, dont |’épaisseur est supposée 
infiniment petite, F la force directement appliquée a un élément ds placé 
en C, Fy la projection de F sur la tangente a la courbe en CG dans le 
sens AB. Imprimons au systéme le seul déplacement virtuel qui soit com- 
patible avec les liaisons, déplacement dans lequel la chaine tout entiére et, 
par suite, chaque élément glissent le long de la courbe d’une méme quan- 
tité CC’ égale a oc ( fig. 117). Le travail virtuel de la force F est F, 8c; en 


Fig. 117. 


écrivant que la somme de ces travaux est nulle et remarquant que 6c peut 
étre mis en facteur dans la somme, on trouve, pour la condition de l’équi- 


libre, 
Me he= 0. 


Cette condition est suffisante 4 condition d’admettre que la chaine est 
tendue en tous ses points et non pressée. Par exemple, si aucune force 
n’est directement appliquée a la chaine, sauf deux forces P et R appliquées 
aux deux extrémités, la condition d’équilibre est 


Py+ Rp= 0. 


8° Equilibre d’un fluide incompressible dans un tuyau trés étroit. — 
Galilée s’est déja servi du principe des vitesses virtuelles pour démontrer 
les principaux théorémes d’Hydrostatique; Descartes et Pascal ont égale- 
ment employé ce principe pour étudier l’équilibre des fluides. Pour qu’on 
puisse appliquer le principe des vitesses virtuelles a un fluide, sans tenir 
compte des travaux des forces intérieures, il faut que les travaux des forces 
intérieures du fluide ou forces de liaison soient nuls pour tout déplacement 
virtuel compatible avec les liaisons, c’est-a-dire que les molécules voisines 
restent a une distance constante (fluide incompressible) et qu'il n’y ait pas 
de frottements intérieurs (fluidité parfaite). Nous empruntons l’exemple 
suivant a Lagrange ( Statique, 7° Section). 

Considérons un fluide incompressible enfermé dans un tuyau infiniment 
étroit dont la forme est donnée et‘dont la section droite w varie suivant 
une loi donnée. Pour plus de précision, on peut se représenter le tube 
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comme engendré par un élément plan w d’aire infiniment petite se dépla- 
cant en restant normal a une courbe donnée S (fig. 118). Soient A et B 
les extrémités de la colonne fluide supposées maintenues par deux pistons 
infiniment petits, dm un élément de la colonne fluide placé en un point C ot 
la section droite est w; désignons par F la force appliquée a l’élément dm 


Fig. 118. 


et par F; sa projection sur la tangente a la courbe S dans le sens AB, c’est- 
a-dire sur Ja normale 4 w. Imprimons 4 la colonne fluide le seul déplace— 
ment virtuel qui soit compatible avec les liaisons, déplacement qui consiste 
a faire glisser la colonne tout entiére d’une quantité infiniment petite. 
Dans ce glissement, |’élément dm placé en C parcourt sur la courbe S un 
arc 6s : de torte que w és est la quantité du fluide qui passe par la sec- 
tion » du canal. A cause de l’incompressibilité du fluide, il faut que cette 
quantité soit la méme partout; on peut donc poser ods =a, a étant le 


fs ; a 
méme tout le long du tube. Le travail de F est alors Fz 6s ou a Ey etua 


a Fy 
somme des travaux virtuels des forces F directement appliquées est a y ae 


La condition nécessaire et suffisante de l'équilibre est donc 


— =O 
Ww ? 


en supposant que la colonne soit comprimée en tous ses points. 

Par exemple, si les seules forces appliquées 4 la colonne fluide sont deux 
pressions Py et P,; appliquées normalement sur les deux pistons A et B de 
sections wo et w,, la condition d’équilibre est 


Po tviks 
Wo Ww, i: 
Remarque. — On arrive 4 cette méme équation pour l’équilibre d’un 


fluide dans les conditions suivantes. Imaginons un vase de forme quelconque 
entiérement clos dont partent deux tubes cylindriques A et B de sections 
Wo et wy. Supposons ie vase rempli «’un liquide sur lequel n’agit aucune 
force directement appliquée et les deux tubes bouchés par deux pistons A 
et B sur lesquels on exerce des pressions normales Po et P;. Si l’on enfonce 
le piston A dune quantité infiniment petite eo, le volume intérieur diminue 
de e9wo : il faut donc que le piston’ B s’éléve d’une quantité & telle 
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QUE eo Wy = €; 4. La somme des travaux virtuels de Py et Py étant évidem- 
ment Poey— P,€,, on a, pour }’équilibre, 


Poeo— Pie, = 0, Pow,— Py oy) = 0, 


relation sur laquelle est fondée la presse hydraulique. 


III — CONDITIONS GENERALES D’EQUILIBRE DEDUITES 
DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 


170. Equation générale de la Statique. — Nous suivrons la 
méthode quia été indiquée par Lagrange. Soit donné un systéme 
formé de n points 


M, (2, M1 21), M2(2., J2; 22), OP | Mn(2n, Yny Zn), 


soumis a des liaisons qui s’expriment par des relations d’égalité, 
comme celles que nous avons étudiées dans ce qui précéde. 
Désignons par F, (X,, Y,, Z,) la résultante des forces données 
qui agissent sur M,; le principe des vitesses virluelles nous don- 
nera l’équation 


Ven 


(1) Hes Bry iy Syye Zy bay) == )0) 


v=1 


qui devra étre vérifiée pour tous les déplacements b2y, dyy, 52, 
compatibles avec les liaisons. On peut dire que c’est lal’équation 
générale de la Statique. 


171. Réduction des équations d’équilibre au nombre minimum. 
— Dans chaque systéme particulier, pour obtenir le déplacement 
virtuel le plus général compatible avec les liaisons, il faut et il 
suffit qu’on fasse subir a & paramétres g,, d2, ---, gx des variations 
arbitraires 6q\, 6q2, ---, 6qx- On dit alors que le systéme consi- 
déré posséde k degreés de liberté. 

Par exemple, pour, obtenir le déplacement le plus général d’un 
point sur une surface (n° 159), il suffit de faire subir a deux para- 
métres des variations arbitraires 6q, et 672; un point sur une sur- 
face est donc un systéme a deux degrés de liberté. 

Pour obtenir le déplacement le plus général d’un solide libre, il 
suffit de lui imprimer trois translations arbitraires infiniment 
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petites paralléles aux trois axes et de le faire tourner de trois 
angles infiniment petits arbitraires autour des trois axes; un 
corps solide entiérement libre est donc un systéme a six degrés de 
liberté. 

Prenons encore le systéme formé par une circonférence maté- 
rielle rigide, assujettie @ rouler sans glisser sur un plan fixe P 
(cerceau) : la liaison s’exprime en écrivant que la vitesse du point 
matériel au contact est nulle; donc, pour imprimer au cerceau un 
déplacement compatible avec la liaison, il faut et il suffit qu’on le 
fasse tourner d’un angle infiniment peut autour d’uu axe arbitrai- 
rement choisi passant par le point de contact avec le plan; or, 
cette rotation élémentaire peut toujours se décomposer en trois : 
lune 6q, autour de la normale au plan fixe menée par le point A 
de contact, l’autre 6g, autour de la tangente au cerceau en A, la 
troisiéme 6q3 autour de la normale menée en A au cerceau dans le 
plan fixe. Le cerceau constitue done un systéme a trois degrés de 
liberté. | 

Revenons au cas général d’un systéme a k degrés de liberté. 
Comme, par hypothése, le déplacement du systéme est défini par 
les variations arbitraires 6q,, 6g2, ..., Sgx, les variations 62,, dy,, 
63,, 5%, Ove, 532, ... des coordonnées des divers points du sys- 
téme sont déterminées dés que l’on connait 6g,, 6g2, ..., dgz- 
On aura donc, pour ces variations, des expressions de la forme 


8x4 = Ay, Ogi t Qo bGe+...+ a4 59K, 

Oya = bas 8qit bre Sga+... t+ bin 89x, 

oz, = Cy oq, + Ci2 Sget+. Seater Cik 89k, 
(2) < s 
Oxy = Ay 9q1 + Aye Ogo+...+ Ayr 89x, 
Oyy = by 891 t+ By28q2+...+ byx 89x, 
Bay = Cys 894+ Cye SGot+...+ cyse 99x, 


0a 10) Bens «20 © 0 eMfel ste! ie. 6) w\lene) o1\@ (0 6110 © en aiFa te. 's\.0), 8) oS) Ts 


Si lon porte ces valeurs dans l’équation générale de la Statique 
E(Xy Say + Vy Oyy+ Zy 62,) = 0, 
elle prend la forme 


(3) Q: 891+ Q2 Sg2 +... + Qe OGr=0 e 
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V=n 


Ore Hes Qyit+ Yyby;+ Zycy;). 


v=1 


L’équation (3) devant étre satisfaite quels que soient 644, 
0ga, +++, OGx, il faut qu’on ait simultanément 


(4) Qi=0, Q2= 0, suits Oe =tor 


On a ainsi & équations nécessaires et suffisantes pour |’équilibre; 
le nombre de ces équations est précisément égal au nombre des 
degrés de liberté du systéme. 


172. Systémes holonomes; coordonnées d’un tel systeme. — 
On dit, d’aprés le physicien Hertz (OK uvres completes, t. Il), 
qu’un systéme a & degrés de liberté est holonome quand il existe 
un systéme de paramétres g,, g2, .--, gx tel que les coordonnées 
Ly, Vy, Zy des divers points du systéme s’expriment en fonction 
de ces paramétres sous forme finie : 


Hy = $y (41, G2) +205 qk); 

Va by (91, G2) +0, Vk); 

By = Wy(G1, Yo, «+5 Vk) 
(v =1, 2, ...; n). 


(5) 


Les paramétres g1, Y2, ---, gx sont alors les coordonnées du 
systéme holonome; la connaissance de leurs valeurs numériques 
détermine la position du systéme. Pour obtenir un déplacement 
virtuel compatible avec les liaisons, il suffit de donner a qi, 
TORRE des accroissements infiniment petits arbitraires 6q,, 


dqo, +--+, 6gx- On a ainsi, d’aprés (5), 


pe Oy 5 Oxy 02, 
Orman Bide age ct hens Gar 8g ks 
_ OVy OY, oVy 
Syy = 89,4 dg2+...4 — dan, 
(6) yy eA qq coe q2 Oak Vk 
OZy OZy Oz, 
= 3 — ogo+...+ 8 
OZ, 0” gt 35, G2 09 k Vk 


Ces formules sont des cas particuliers des expressions (2) : elles 
sont particuliéres parce que, dans le cas actuel, les seconds 
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membres des expressions de 6x,, 6y,, 6z, sont des différentielles 
totales exactes de fonctions de gi, ‘92, --+; Yr; Ce qui n’a pas 
lieu dans le cas général (2). 

En portant les expressions (6) dans l’équation générale de la 
Statique (1), on obuient les équations d’équilibre sous la forme 


(7) Q;=9, Qy= 0, arey Qr=0 
avec 
Vsenirn 
, est . Oxy oyvy “* ) 
(8) Oo Dag ae ea 


La plupart des systémes qui se présentent dans les applications 
sont holonomes : par exemple, un corps solide assujetti 4 tourner’ 
autour d’un axe fixe et a glisser le long de cet axe est un systéme 
holonome, car sa position dépend de deux coordonnées, langle 
dont il a tourné a partir d’une certaine position et la longueur 
dont il a glissé le long de l’axe 4 partir de cette position. 

Un corps solide mobile autour d’un point fixe est un systéme 
holonome, car la position du corps est déterminée par trois coor- 
données qui sont, par exemple, les angles d’Euler que fait un sys- 
téme d’axes liés au corps avec des axes fixes. 

Par contre, une circonférence assujettie 4 rouler sans glisser 
sur un plan fixe (cerceau) ne constitue pas un systéme holonome; 
cela résulte de ce qu’un cerceau est un systéme a trois degrés de 
liberté (n° 171), et cependaat on ne peut pas déterminer par trois 
coordonnées sa position sur le plan sur lequel il roule. Lagrange a 
déja considéré des liaisons non holonomes dans sa Mécanique 
analy tique (Section IV, n° 2, édition J. Bertrand, t, I, p. 69). 


173. Cas particulier ot expression du travail virtuel est une 
différentielle exacte. — Les résultats généraux qui précédent ont 
une forme intéressante quand l’expression du travail virtuel 


Q1 891+ Q2dg2+...+ QK Ogu, 
ot Q;, Qo, ..., Qx sont exprimés en fonction des gq, est la diffé- 
réntielle totale exacte d’une fonction U de qy, qa, ---, G4, C’est- 
a-dire sil’on a 


0U 0U 0U 
Qa GAR ne METS 
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les équations d’équilibre sont alors celles qu’on écrirait si l’on 
voulait chercher les maxima et les minima de la fonction U; nous 
démontrerons en Dynamique que, si, pour un systéme déterminé 
de valeurs des gq, cette fonction U est réellement maximum, la 
position d’équilibre correspondante est une position d’équilibre 
stable (Lejeune-Dirichlet). 

Le cas ot il y a une fonction de forces, c’est-a-dire celui ot 


X(Xy day-+ Yy dyy-+ Zy dz,) 


est la différentielle totale exacte d’une fonction de a, 71, 31, 
Loy Vay 52) +++) Lny Yn) Sn, rentre dans celui que nous venons d’étu- 
dier, car, si l'on remplace.les coordonnées et leurs différentielles 
par leurs valeurs en fonction des gq et des 6q, l’expression consi- 
dérée reste une différentielle totale exacte. Mais la réciproque 
n’est pas vraie : il peut se faire que Q; 6q1+ Qe dqgea+...+ Q, 5g; 
soit une différentielle exacte, sans qu’il y ait une fonction de 
forces. 


174. Application. Systeme pesant. — Quand le systéme dont 
on cherche les positions d’équilibre est sollicité uniquement par 
la pesanteur, comme force directement appliquée, il existe évi- 
demment une fonction de forces directement appliquées. En effet, 
en supposant un axe Oz vertical, dirigé vers le bas, le poids d’un 
point m; du systéme est m;g et le travail virtuel de ce poids 
m;g 6z;; la somme des travaux virtuels est donc 


giim;,53;= gM 8, 


en appelant ¢ l’ordonnée du centre de gravité. Les positions d’équi- 
libre sont alors celles qui annulent 6€; ce sont celles qu’on trou- 
verait en cherchant les maxima et les minima de € considéré 
comme fonction de & paramétres géométriquement indépendants 
Qty Y2y+++> ey Gui définissent la position du systéme. 


Ezemples. — 1° Cherchons les positions d’équilibre d’une barre homo- 
géne pesante AB (/ig. 119) dont les extrémités glissent sans frottement 
sur une conique dont l’axe fecal est vertical (systéme avec un degré de 
liberté). On a d’abord comme positions d’équilibre évidentes les positions 
horizontales si elles sont possibles. Pour trouver d’autres pusitions d’équi- 
libre, considérons une directrice DD’, et soient AA’ et BB’ les distances 


N 
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des points A et B a cette directrice. La distance a la droite DD’ du centre 


‘de gravité G, situé au milieu de AB, est 
——  AA‘’+ BB’ 
GG’ = ————_-- 
Or, en appelant e l’excentricité et F le foyer correspondant a DD’, on 
: Iz, iss 5 
sait que AA’ et BB’ sont égaux respectivement a . AF et : BF, dot Pon 
conclut 
—— AF+BF 
GG’= -—___.. 
La distance GG’ est donc maximum ov minimum en méme temps 


que AF + BF, et cette derniére somme est évidemment minimum quand la 


D, D 


droite AB passe par le foyer F. Donc, si la droite peut passer par un foyer, 
chacune de ces positions est une position d’équilibre. Dans le cas de la figure, 
lorsque la droite passe par F, elle est.en équilibre instable, car dans cette 
position le centre de gravité est plus haut que dans les positions voisines; 
elle est en équilibre stable quand elle passe par l’autre foyer F;, comme on 
le voit en prenant l’autre directrice D; D4. 

2° Une chainette pesante, homogéne ou non, dont les extrémités sont 
fixes ou assujetties a glisser sans frottement sur des courbes ou des sur- 
faces fixes données, prend une position d’équilibre qui est, parmi toutes 
les positions que peut prendre la chainette, celle qui rend la hauteur du 
centre de gravité maximum ou minimum. Par exemple, de toutes les 
courbes homogénes de longueur donnée / passant par deux points fixes, 
celle dont le centre de gravité est le plus bas est-la chainette précédemment 
déterminée (n° 140). On en conclut que si, dans un plan, on prend un axe 
fixe Ow et deux points fixes A, B, de toutes les courbes de longueur l 
situées dans le plan et passant par les deux points, celle qui, en tournant 
autour de Ox, engendre aire minimum est une chainette; on le vérifie 


d’aprés le théoreme de Guldin, car laire engendrée étant /.27GG@’ atteint 


son minimum en méme temps que GG’. On peut laisser de cété la condi- 
tion relative 4 la longueur et retrouver ainsi, du moins en partie, un 
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résultat déja obtenu. Parmi toutes les courbes situées dans le plan et passant 
par A et B, celle qui engendre l’aire minimum est une certaine chainette; 
en effet, soit C cette courbe : elle est, en particulier, parmi toutes les 
courbes de méme longueur qu'elle, celle qui engendre l’aire minimum; 
c’est done bien une chainette ayant sa base paralléle 4 Oz. Il restera a 
choisir, parmi toutes ces chainettes en nombre infini, celle qui donne I’aire 


minimum; c’est, comme nous |’avons vu (n° 148, Ex. I), celle qui a Oz 
pour base. 


3° Position @équilibre d’un solide pesant limité par une surface 
courbe et reposant sur un plan horizontal fixe. — Cette question est 
traitée en détail dans le troisiéme Volume (Chap. XXXJ, § IV). 


475. Principe de Torricelli. — Nous \enons de voir, comme une consé-' 
quence du principe des vitesses virtuelles, que, pour obtenir les positions 
d’équilibre d’un systéme pesant, il suffit d’égaler 4 zéro la variation de la 
hauteur du centre de gravité. Lagrange a fait la remarque importante que 
si, avec Torricelli, on admet comme un principe évident cette condition 
d’équilibre d’un systéme pesant, le principe des vitesses virtuelles en résulte 
dans toute sa généralité (Mécanique analytique, Section I et Sec- 
tion III, § V). Soit, en effet, un systéme de points M,, Me, ..., M, assu- 
jettis a des liaisons données et sollicités par des forces données Fy, Fy, ..., 
F, (fig. 120). Considérons une position déterminée du systéme dans 


Fig. 120. 
6) 0, 
6) i] 
K AONE 
pS 
Te ied 508 
ee 4) t 
{ Im, Px 
x P Vm! 


laquelle les points oceupent des positions m,, mz, ..., Mn, les forces ayant 
les valeurs fi, fo, -.., fn. Sur la direction de f,, imaginons le point fixe Oy 
a une distance myO,=ry. Si l’on déplace infiniment peu le systéme a 
partir de la position déterminée considérée, my viendra en mj, et le travail 
virtuel de f, sera — f,or,, car on a évidemment (n° 84, Ex, II) 


S te 7 ie / 
ory =— mymy cos\ fy, mymy J. 


La somme des travaux virtuels des forces f, est donc 
B=— Lf, Ory. 


Il s’agit de prouver que la condition nécessaire et suffisante pour que la 
position particuliére considérée soit une position d’équilibre est 6 = o. 

Pour cela, remarquons que nous pouvons remplacer l’action de la force fy 
par la tension d’un fil inextensible, attaché en my, passant sur une poulie 
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infiniment petite Oy et supportant un poids tenseur py égal a fy. Si nous 
faisons cette opération pour chaque force f, nous remplagons le systéme 
proposé par un systéme pesant, le systéme primitif ne servant plus qu’a 
établir des liaisons entre les puids py. Le systéme pesant sera en équilibre 
ou non dans cette méme position. Or, pour que le systéme pesant soit en 
équilibre, il faut et il suffit que la variation 6¢ de l’ordonnée du centre de 
gravité des poids py soit nulle; cette variation est donnée par 


le 14 =P1 02;-+ Pe OZg-+. . -+Pnr OS), 


l'axe des 2 étant vertical vers le bas, P désignant le poids total et 2,, 
Z2, +++, Zn les coordonnées des centres de gravité des poids p41, po, .--, Pn- 
Il est évident que 62, est égal a — dry, car le fil myO,py a une longueur 
constante; on a donc 


Po =— Upyiry=— Uf, sy=G, 


puisque py est égal a f,. Pour que le systéme primitif soit en équilibre, 11 
faut et il suffit que 6 = 0, c’est-a-dire que G =0, pour tous les déplace- 
ments compatibles avec les liaisons, ce qui est le principe des vitesses vir— 
tuelles dans sa généralité. 


Remarque. — Si lon placait Je systéme matériel avec les fils et les 
poids p14, P2, --., Pn dans une position guelconque M,, Mo, ..., Mz autre 
que la position particuliére considérée, Jes forces données seraient 


K',, Fo, ..., Fp et les tensions des cordons M,0;, M2Oz, ... seraient des 
forces $1, P2, .--, Pn entiérement différentes en grandeur, direction et 
sens de Fy, F2, ..., Fn. Ce n’est que dans la position particuliére consi- 


dérée m4, mz, ..., Mn que les forces données f, deviennent égales aux 
tensions, de sorte que, si cette position est une position d’équilibre du 
systéme sous l’action des forces données, elle l’est aussi sous l’action des 
tensions. Mais, comme déja, dans Ja position infiniment voisine de 
M1, Mg, ..., Mn, les forces Fy sont différentes des tensions, il peut arriver 
que cette position d'équilibre soit une position d’équilibre stable du 
systéme sous l’action des forces données Fy, instable sous l’action des 
poids py. . 

On trouvera dans les Exercices (n° 6) quelques propriétés d’une position 
d’équilibre d'un systéme analogue a celle que nous venons d’exposer en 
détail, notamment une propriété due a Gauss et a Mébius pour le minimum 
de la somme des carrés des distances. 


. 


IV. — MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE. 


176. Equations de liaison. — Soit donné un systéme formé de 
n points 


Mi(a1, 1, 41), M2(22, V2, 32), sey Mnr(@n, Yn; 2n)s 
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soumis a des liaisons qui s’expriment par des relations entre leurs 
coordonnées 


Si (415'¥1) 21,-%ay V2, Za, --+) En. Yn, Zn)/= 0, 

(1) | és oy I PM Beene oe SR Cue Silk a Nites pa ee 
ied auein stag n wu hu Mvasierspeetveci arose viiauea at. F 

aly RV abate Neate emai catat On Vins on 10 


Le nombre h de ces équations est nécessairement inférieur a celui 
3n des coordonnées : s’il était égal a 3n, les: 3m coordonnées 
seraient entiérement déterminées par ces équations. Nous poserons 


donc 
i= 3n—k; 


dans le cas 00 l’on aurait k=—1, le systéme serait a liaisons com- 
plétes, car sa position ne dépendrait que d’un paramétre, de l’une 
des coordonnées convenablement choisie, par exemple. Un tel 
systéme est un systéme holonome, car on peut, a l'aide de (1), 
exprimer toutes les coordonnées en fonction de k d’entre elles 
convenablement choisies. Le systéme a donc & degrés de liberté. 

Désignons par F,(X,, Y,, Z,) la résultante des forces données 
qui agissent sur M,; le principe des vitesses virtuelles nous don- 


nera |’équation 
V=n 


(2) SK day+ Viyyae Zybz). = 0% 


v=1 


qui devra étre ‘vérifiée pour tout déplacement 62,, dy,, 6s, com- 
patible avec les liaisons. 


A177. Multiplicateurs de Lagrange. — Entre les déplacements 
des points M existent / relations qui s’obtiennent par la différen- 


tiation des équations (1), savoir : 


th aes putea 
Es ta og + Poa dicnosar PPh tou 
ae 5 eg ae 

(3) Oak ve ier naa Pu Sei Ne Hamu 
of n ofp ofp fn 
—— — 8 — ; 
an ox 5) by1+ Aes 624+ fa dee Br oO 


APPELL, — I. 18 
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ces fA relations entre les 3n variations des coordonnées montrent 
que k de ces variations peuvent étre choisies abitrairement; nous 
appellerons ces variations les variations arbitraires, elles autres, 
qui sont déterminées par les équations (3), les variations dépen- 
dantes. 

Pour trouver les conditions d’équilibre, nous emploierons la 
méthode des multiplicateurs de Lagrange : multiplions les h équa- 
tions (3) respectivement par des indéterminées ),, ho, ..-, dy, et 
ajoutons-les a l’équation (2); déterminons ensuite ces multiplica- 
teurs de facon a annuler, dans la somme, les coefficients des h va- 
riations dépendantes; il faudra alors que les coefficients des & varia- 
tions arbitraires soient nuls aussi; en définitive, il faudra pouvoir 
déterminer les } de facon 4 annuler tous les coefficients, ét lon 
aura les 3n équations simultanées 


of Ofs Ofn 
Xy-++ Es + ss 5 + ese Maa =) 0) ‘ 
Of: Ofs Ofn 
id tile tie! Taine te Acre Bias 
(4) Yy Ma Oyy he ayy noon, 1 (v [, 2 n); 
Of; dfs Ch Fas 
| Ths ey az ph rs Fn ae =0O 


ces équations, jointes aux h équations de liaisons (1), donneront un 
total de 3n +h équations qui détermineront les 3 n coordonnées 
et les A inconnues auxiliaires i. 

Telles sont les équations générales de Péquilibre. 

Les } une fois connus détermineront les forces de liaison; on 
voit, en effet, que les équations de l’équilibre ne changeraient pas 
si lon supprimait la liaison Js== 0: et. Sia’ on ajoutait aux forces 
données agissant sur le point M, une force ayant pour projections 


e 2 2, = 


aay cette force est donc l’effet de la liaison sur 


le Hate. wi : c’est o que nous avons appelé la force de liaison. 

af, of af 
Ovy. 03, 
est normale 4a la surface ee en ioe que, nak Péqua- 


Nous avons immédiatement sz 


tion /,= 0, on donne a toutes les coordonnées, sauf x,, y,, 3,, les 
valeurs numériques qui correspondent a la position d’équilibre, 
Ly, Vy, %, étant les coordonnées courantes. 


Exemple. — Appliquons les considérations qui précédent a l’équilibre 
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d’un polygone funiculaire de n cétés dont les extrémités sont attachées en 
deux points donnés; les équations de liaison sont ici au nombre de n, 
savoir 
V (Sy = By44 P+ (¥v = Yv4i)? + (4y — By )F— = 
(Vi (0, 1,°2, 2.2, 2 —1), 


les coordonnées %, Yo, 20, ---, Ln» Yn) Zn Etant données. Les équations 
générales d’équilibre seront 


Ly — Ly— Ly— 2. 
dG aN eps at Ee (jy camera =o, 
ly—1 ly 
Vesa e oe Ay Jo Jv+1 Ear 
ly-1 ae 
By — Sy By —-% 
(EepoOG con ty cere aas TD) ge nA We 


ly ly 


ce sont bien celles qu’on écrirait par les méthodes élémentaires en expri- 
mant que la force Fy fait équilibre aux tensions des deux fils qui abou- 
tissent au point My. Les coefficients des \, dans ces équations, étant les 
cosinus directeurs des cétés du polygone funiculaire, ces 4 sont les valeurs 
absolues des tensions, celles—ci étant d’ailleurs dirigées suivant ces cétés; 
on voit bien qu’elles sont normales aux surfaces 


V ( ®y— Ly41)® + ( Yy— Yvar)? + (4y— Sye1)? = ly ou Jy-4, 


ou Ly, Vy, Zy sont seules variables, puisque ce sont la deux spheres ayant 
pour centres My,, et M,4. 


478. Cas d’un systéme non holonome. — La méme méthode 
s’appliquerait 4 un systéme de points tels que les déplacements 
virtuels compatibles avec les liaisons soient définis par h/ relations 
de la forme 


Au §a4+ By Ovi Cy 624+. Det Ain 82n+ Bin 8¥n+ Cie OZn = oO, 
Ast 62x, + Bo, by1 t+ Cai 624+. Asie Aon 62pn+ Bap ae Con 62, = 0) 


(5) 


eee eres eseeee Ce eee eeoee eee erose ree esore weeny 


Me 624 + Bnié ovat Cpt 8z, Straettafia ate Annd@n+ Being Chan Sn = oO, 


ou les coefficients A, B, C sont des fonctions des coordonnées et 
ou les premiers membres ne sont pas des différentielles totales 
exactes comme dans le numéro précédent. On voit encore que 


k=3n—h 


des variations d2,, dy,, 62, sont arbitraires; puis, en faisant jouer 


‘ 
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SY 


a ces relations (5) le méme role qu’aux relations (3) dans le 
numéro précédent, on obtient les équations d’équilibre sous la 
forme 
Xyt Ay Aty-F Ag Aay+... t+ AnAny=0, 
(6) : Yy+ 4, Byy+ » Boy. et Xn Bay =, 
( Ly + dy Cyy Ag Cay+..-+ Ap Cay= 0, 
ou 


179. Application du principe des vitesses virtuelles 4 l’équilibre 
des fils. — Svient dv un élément du fil X ds, Yds, Zds les projections de 
la résultante des forces extérieures appliquées a cet élément : pour un 
déplacement virtuel 6x, dy, 52 imprimé a l’élément, le travail de cette 


force est 
(X 6x + Y by + Z8z)ds; 


da, dy, 53 devront étre considérés comme des fonctions de Varc s, car 
chaque élément du fil subit un déplacement variant avec la position de 
élément sur le fil. Pour léquilibre, il faut et il suffit que la somme des 


travaux virtuels 


CJ 
o= f (X 6a” + Y dy + Z 6z) ds. 
0 


soit nulle pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, Suppo- 
sons, pour fixer les idées. le fil attaché aux deux bouts; alors $2, dy, dz 
s'annulent aux deux limites de l’intégrale; de plus, le fil étant inextensible, 
ona 


dz\?  /dy\?  /[dz\? 

i (aya) ay 
d’ou, en écrivant que la variation du premier membre est nulle et remare- 
quant que la variation d’une dérivée telle que - est égale a la dérivée de 
la variation pe 

1 de ’ 
es da dig. dy doy ds i aoe 
( ds ds —° ds ds ds ds 


Cette condition montre qu’on peut prendre pour $e et Sy des fonctions 
arbitraires de s s’annulant aux limites o et 2; 8z est alors déterminé par la 
relation (2), qui donne 


diz dx dbx dy diy 
re ds wigs ome 
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Rian Sas 
c’est-a-dire en intégrant et remarquant que 6< s’annule avec s, 


da dbx _y ad by 
[rd ee eens A ens 
¥ Sy Ge . tds ds )as 


Mais il faut encore que cette valeur de 6s s’annule a l’autre extrémité 
s=1; dx et dy doivent donc remplir la condition 


l 
dz d’zx dy d8 
3 oat ORLY TRE IG 
a? a. ds * dz “iE ) ds =o. 


{] faut alors exprimer que G est nul pour toutes les fonctions dz, dy, dz 
s'annulant aux limites et vérifiant les conditions (a) vet(3'). Désivnous 
alors par une fonction pour le moment quelconque de l’arc s et par k 
une constante; nous aurons 


| 
e=[ (K de + Vay + 232)de+ (Fd de Y dby + az) 
0 


+k(Zdde+ o asy). 


P : : é ds 
En intégrant les derniers termes par parties et faisant T = —(, = Az) 
Z 


on peut écrire, comme la partie intégrée est nulle aux limites, 


caf [xe a(0) oe 
ie [yas+a(t) Jay + [z ds a(t) |e. 


Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que cette expression 6 soit 
nulle, quelles que svient les fonctions 62,é6y et 4 de s. Disposons de A 
de fagon A annuler le coefficient de 6z: l’expression restante devra étre 
nulle quelles que soient les fonctions 67, 6y dans l'intervalle 0, 2; pour 
cela il faut évidemment que les coefficients de 6x et Oy soient nuls aussi. 
(Ce raisonnement est analogue a celui qui a été fait au n° 177,) On a donc 
les conditions d’équilibre 


dx Bay) 3: dz\ _ 
Xds-+ d(T 5") =o, Yds +d(TZ) =o, hds + d(T 7) =o: 


qui sont identiques 4 celles qu’on a établies directement. 


Cas particuliers. — Supposons que X, Y, Z soient Jes dérivées partielles 
par rapport a a, y, z d’une fonction dea, y, z et s, U(x, y, 2, §), 
oU aU dU 
X= => Dn ¥ — oy’ Z —_— Oz LY 
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On a alors 
v4 


H 
s= [ (Xe + Voy + Zba)ds—3 f° U(a, y, 4, 5) ds; 
t) 


0 


la position d’équilibre s’obtient donc en cherchant les fonctions x, y, 3 
de s, rendant maximum ou minimum I’intégrale 


l 
gt U(2,y, 2, 8) ds, 
0 


sous la condition (1). Par exemple, pour un fil hétérogéne pesant, le poids 
de l’élément ds est de la forme go(s)ds; alors, axe des z étant vertical 
vers le haut, on a 


U =— £49(S), 


et la position d’équilibre rend maximum ou minimum JVintégrale 
p 


1 
es 29(s) ds, 
0 


c’est-a-dire Ja hauteur du centre de gravité. 
' On a, en général, pour déterminer la tension, l’équation 


aT+Xdz+Ydy+Zdz=0, 


qui devient, dans lhypothése actuelle, 


oU dU aU 
Ch beena avout hr Oe 


or, quand s croit de ds, on a 


oU oU oU oU 
aAWi= on 2 + es 9, + Qs o 


dot 


Palas ees 
Os 


Lorsque U est indépendant de s, on trouve donc 


T+iU=A, 


comme nous l’avons vu précédemment au n° 137. Dans ce cas particulier, 
U indépendant de s, la théorie que nous venons de développer permet de 
retrouver les résultats obtenus directement dans le paragraphe HI du 


Chapitre VIL; ces résultats se trouvent ainsi rattachés au principe des 
vitesses virtuelles. 
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V. — THEOREMES GENERAUX DEDUITS DU PRINCIPE 
DES VITESSES VIRTUELLES. 


180. Les liaisons permettent une translation d’ensemble du sys- 
téme paralléle 4 un axe. — Supposons que les liaisons permettent 
une translation d’ensemble de tout le systéme parallélement a un 
axe que nous prendrons pour axe Ox. Dans |’équation générale 
de la Statique appliquée au systéme 


SK day + Vy dy + Zy dav) = 0, 


on pourra, en considérant ce déplacement particulier, supposer 


vy = 0, Shey S(O 0a == 0a: == Oa, 


oh ¢ 
ce qui donne, en mettant en facteur cette valeur commune des 6z,, 


Doo 


Pour Véquulibre du systéme, il faut donc alors que la somme 
des projections, sur l’axe considéré Oz, des forces directement 
appliquées, soit nulle. 


181. Les liaisons permettent une rotation d’ensemble du sys- 
téme autour d’un axe. — Supposons que les liaisons permettent 
une rotation d’ensemble de tout le systéme autour d’un axe que 
nous prendrons pour axe Oz. On a, en appelant ry, et 4, les 
coordonnées polaires de la projection du point x,, 7, 2, sur le 


plan cOy, 


Ly = ry cos dy, Vy = ry sin By, ; 


pour imprimer au systéme le déplacement considéré, il faut laisser 
ry et 2, constants et faire varier tous. les angles polaires 0, d’une 
méme quantité 69; on a ainsi, pour 6z,, dy,, 9z,, les valeurs 


dzy = — ry sind, 66 = — y, 00, oyy = ay 60, NAS Oe 


La somme des travaux virtuels des forces directement appliquées 
est, pour ce déplacement particulier, 


M% Say + Yy dyy-+ ZySzy) = 80 Si (av¥y— Iv Xv); 
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elle est donc égale au produit de 69 par la somme N des moments 
des forces directement appliquées par rapport a laxe considéré. 
Pour l’équilibre, il faut que cette somme N soit nulle. 

On voit que la notion du moment par rapport 4 un axe s’intro- 
duit ainsi de la maniére la plus naturelle. 


182. Les liaisons permettent un déplacement hélicoidal de tout 
le systéme. — Prenons pour axe Oz l’axe du mouvement héli- 
coidal : soient 66 l’angle infiniment petit dont le systéme tourne 
autour de Oz, et dz la quantité dont il glisse le long de Oz; posons 
6s = f 00; f sera ce que nous avons appelé la fléche du mouve- 
ment hélicoidal ou du mouvement de torsion. Le déplacement 
infiniment petit de chaque point du systéme étant la somme géo- 
métrique du déplacement da a la rotation et du déplacement di au 
glissement, la somme des travaux virtuels des forces directement 
appliquées est la somme des travaux qui seraient dus aux deux 
déplacements envisagés séparément; on a donc, pour cette somme, 


G= dz Ly + 80 S (av ¥s— Xs) = 30(N+fZ), 


N désignant la somme des moments par rapport 4 l’axe Oz et Z la 
somme des projections sur Oz. Pour l’équilibre, il faut done 


‘N+fZ=o0. 


Remarque. — On retrouve, dans |’expression de G, le moment 
relauf de deux systémes de vecteurs, l’un formé par les forces 
directement appliquées, l’autre ayant pour axe central l’axe Oz 
du mouvement hélicoidal, pour résultante général 69 et pour 
moment minimum dz = f 60 (n° 28). 


183. Application aux conditions d’équilibre d’un solide. — Dans 
le tableau qui suit, nous appelons X, Y,Z, L, M, N les projections 
sur les axes de la résultante générale et du moment résultant des 
forces directement appliquées a un corps solide par rapport al’ ori- 
gine QO. 

Nous indiquons de plus le nombre des degrés de liberté d’un 
corps solide assujetti aux diverses liaisons considérées. Pour un 
corps solide libre, ce nombre est séz; car la position d’un solide 
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libre dépend des trois coordonnées z,, Yo, 40 @un point O fixe 
dans le corps et des trois angles indépendants (les angles d’Euler, 
par exemple) qui déterminent lorientation d’un triédre trirec- 
tangle Oxy lié au corps par rapport a un triédre fixe O, 7,7, 2). 
SEE eB SE ei aba Sa oY ag 


._| DEPLACEMENTS POSSIBLES I 
NATURE DEGRES CONDITIONS D’EQUILIBRE 


des de rr en nombre égal 


liaisuns. liberté. aux degrés de liberté. 
paralléle a autour de 


Aucune........ 


Un point fixe O. 


Un axe fixe Oz. 


Le’ corps tourne 
autour de Oz 
et glisse lelong 
MeyEet aXe! ae. 


Il repose sur le 
plan zOy : 
1 Par un point 


2° Par plusieurs 
points sur Ow. 


3° Par des points 
non en ligne 
droite. . 


VI. — LIAISONS UNILATERALES. 


184. Liaisons définies par des égalités; déplacements compatibles 
caractérisés par des inégalités. — II peut arriver qu'un systeme soit 
assujetti a des liaisons definies par des égalités, mais que les déplacements 
virtuels compatibles avec ces liaisons soient définis par des inégalités. On 
dit alors que le systéme est assujetti a des liaisons untlatérales. 

Imaginons, par exemple, un point matériel posé sur une table horizon— 
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tale qu’il peut quitter vers le haut : si l’on prend un axe Oz vertical ascen- 
dant, on a, en supposant la liaison réalisée, z = 0; mais les déplacements 
compatibles avec la liaison sont tels.que 


$z20. 
' 


Soient encore deux points M(z, y, z) et My (a1, y1, 41) liés Pun a l’autre 
par un fil inextensible et sans masse, de longueur / : la distance 7 des 
deux points est au plus égale 4 /, mais elle peut étre moindre, car le fil 
n’empéche pas les points de se rapprocher. La liaison étant supposée 
réalisée, c’est-a—dire le fil étant tendu, on a 


ifecieans th. 


et les déplacements compatibles avec la liaison sont ceux qui laissent r 
égal a Z ou le font diminuer : 
oro. 
Comme on a 
Pi (2 a POE CY 941 ae es 


ces déplacements sont définis par 
(x — x4) (6x — ba.) + (y — Nm) (Oy — 471) + (2 — 21) (8% — 821) So. 


D’une facon générale, on peut imaginer un systéme de n points zy, yy, 
Sy, assujeltis a des liaisons telles que, les liaisons étant toutes réalisées, les 
déplacements virtuels compatibles avec ces liaisons soient définis par cer— 
taines égalités et certaines inégalités : 


Ay, 24+ Byy Oy; + Cy 624 +... 
+ Ain dan + Bindyn+ Cin d3n= 0, 
Ags 641+ Bay O74 + Coy 83, +... 
() ‘ + Aon dtp + Bond¥n+ Con d3n = 0, 
sola tee ae Si SERS eu an rahe cee eS 
A g1821+ Boy 671 + Cot 834 +... 
+ Agn dn + Bon dynt- Cen dn = 03 
Ngvay 82) + Bg+iys 871 + Geis 831 +... 
+ Again den t+ Borin d¥nt Ggit.n 82n8 0, 
Ag+2,1 641+ Bose 871 + Gg4e O24 +... 
(2) + Ng+ondtn+ Bore nS¥n+ Cgte.n 83nZ 0, 
Aim toeac doie/hl e's ase lelpisls Gen g's ayaeia ees aiete gieipisel te stele eyelaiely 
Ant 801+ Bay dy + Cpr 62; +... 
\ + Annd%n+ Brn dyat Cnn b3n80. 


Nous avons ainsi A relations : g d’égalité et h — g d’inégalité. Nous 
supposons que les premiers membres des relations d’inégalité sont tous 
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négatifs ou nuls, ce qu’on peut toujours obtenir en changeant, s’il est 
nécessaire, les signes des deux membres. 
Nous nous proposons de trouver, pour un systéme de ce genre, les posi- 
tions d’équilibre dans lesquelles toutes les liaisons sont réalisées. 

Il est utile de classer en deux catégories les déplacements compatibles 
avec ces liaisons : 1° les déplacements d’égalité; 2° les déplacements 
d’inégalité. Nous appellerons déplacement @égalité un déplacement 


pour lequel tous les premiers membres des relations (2) sont nuls comme 
ceux des relations (1) : 


A git bay,+. oot Cetin 03 = 0, 


il est évident qu’a un déplacement d’égalité correspond toujours un dépla- 
cement d’égalité égal et opposé : car si les premiers membres des relations 
(1) et (2) sont nuls pour un systéme de valeurs de 5z,, dy, 52y, ils le sont 
encore quand on change tous les dxy, dyy, dzy de signes. 

Nous appellerons, au contraire, déplacement d’inégalité un déplace- 
ment pour lequel wn au moins des premiers membres des relations (2) 
nest pas nul; par exemple, 


A git O€1 +... + Costin 03n< 0. 
Dans ce cas le déplacement égal et opposé est incompatible avec les 
liaisons, car, si l’on changeait 52,, dyy, day de signes, ]’inégalité ne serait 
plus vérifiée. 

Le théoréme du travail virtuel, pour des liaisons de ce genre, est alors 
le suivant : 


Pour qwil y ait équilibre dans une position ot toutes les liaisons 
sont réalisées, il faut et il suf fit que, pour tous les déplacements vir- 
tuels, compatibles avec les liaisons, la somme des travaux des forces 
données soit nulle ou négative, wile pour les déplacements qegatite, 
nulle ou négative pour les déplacements d’inégalité : 


po. 


La condition est nécessaire. — Pour démontrer que la condition est 
nécessaire, il suffit de vérifier que, dans le cas des liaisons unilatérales, 
pour tout déplacement compatible avec les liaisons, la somme des tra- 
vaux virtuels des forces de liaison est nulle ou positive : nulle pour les 
déplacements d’égalité, nulle ou positive pour les autres. 

En effet, prenons, par exemple, un point posé sur une surface qwil 
peut quitter d’un certain cété. La réaction normale de la surface est évi- 
demment dirigée du cété ou le point peut quitter la surface; donc, si l’on 
imprime au point un déplacement qui lui fait quitter la surface (dépla— 
cement d'inégalité) le travail de la réaction est positif : il serait nul seule— 
ment dans le cas ow la réaction serait nulle aussi. Si l’on imprime au point 


\ 
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un déplacement sur la surface (déplacement d’égalité), le travail de la 
réaction est nul, 

Prenons de méme deux points liés par un fil inextensible et sans masse : 
le fil étant tendu, les forces de liaison sont les tensions T aux deux extré- 
mités, tensions qui teudent a rapprocher les points. Si l'on déplace les 
deux points de facon que la distance ne change pas (déplacement d’éga- 
lité), la somme des travaux des tensions est nudle (n° 88); mais si on les 
déplace de facon a les rapprocher (déplacement d’inégalité), la somme des 
travaux des tensions est évidemment positive; elle serait nulle dans le cas 
particulier ot les tensions seraient elles-mémes nulles. 

En résumé, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons 
unilatérales, on a 

G20, 


G_ désignant, comme plus haut, la somme des travaux des forces de 
liaison et le signe = devant étre pris pour les déplacements d’égaliteé. 

Ceci posé, supposons le systéme en équilibre : chaque point est alors, 
comme nous l’avons expliqué en détail au n° 165, en équilibre sous l’action 
de toutes les forces, tant données que de liaison, qui lui sont appliquées, 
et l’on a, en donnant au systéme un déplacement virtuel quelconque, 


Bp + (Ch 0, 


Gz désignant la somme des travaux des forces données. Mais, si le dépla— 
cement est compatible avec les liaisons, on a, comme nous yenons de 
le voir, 


GZ 0; 
donc on a 
Epo; 
Ja condition énoncée est donc nécessaire, le signe = correspondant aux 
déplacements d’égalité. 
La condition est suffisante. — Pour le démontrer, nous montrerons, 


comme au n° 165, que, s'il n’y a pas équilibre, il existe au moins un dépla- 
cement compatible avec les liaisons dans lequel la somme des travaux des 
forces données Gp est positive et non nulle. En effet, s’il n’y a pas équi- 
libre, le systeme se met en mouvement et prend un déplacement compa- 
tible avec les liaisons : dans ce déplacement réel, chaque point suit la 
résultante de toutes les forces qui lui sont appliquées, tant données que 
de liaison; le travail de cette résultante ou somme des travaux des compo- 
santes est donc positif et lon a 


(3) &p+ EL > o. 


Mais dans le déplacement réel, la somme G, des travaux des forces de 


liaison est nile, Cela est évident si le déplacement réel est un déplace- 


ment d’égalité, car on peut appliquer alors toutce que nous avons dit 
pour le travail des forces de liaison dans le cas de liaisons exprimées par 


A 
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des égalités. Mais ce fait est encore vrai qnand le déplacement réel est un 
déplacement dinégalité : cela tient a ce que, si le déplacement réel est un 
déplacement d’inégalité pour une certaine liaison, la force de liaison cor- 
respondante est nudle; son travail est donc nul. 

Par exemple, prenons un point posé sur une surface qu’il peut quitter | 
d’un certain cété : la force de liaison est la réaction normale. Si le point 
se met en mouvement sous l’action des forces qui lui sont appliquées, 
deux cas peuvent se présenter : ou bien le point glisse sur la surface 
(déplacement d’égalité), et alors le travail de la réaction est nul; ou bien 
il quitte la surface (déplacement d’inégalité), mais alors la réaction est 
nulle, car la surface ne retient pas le point par hypothése; le travail de la 
réaction est donc encore nul. De méme, prenons deux points liés par un 
fil : si les deux points sous l’action des forces qui les solticitent se mettent 
en mouvement, deux cas peuvent se présenter : ou bien le fil reste tendu 
(égalilé), et. la somme des travaux «les tensions est nulle (n° 88); ou bien 
les points se rapprochent (inégalité); mais alors le fil n’est plus tendu; les 
tensions s’annulent et leur travail est encore nul, 

En résumé, dans le déplacement rée/, la somme des travaux des forces 
de liaison est nulle, 


on a done, d’aprés (3), pour le déplacement réel, 


En> 0; 
ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. — Ainsi la condition énoncée est nécessaire ct suffisante. 
On pourrait se contenter de dire: I/ faut et il suffit, pour Léquilibre, 
que, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, on att 


(4) : BpLo. ; 


Il en résulterait forcément que, pour les déplacements d’égalité, on doit 
avoir 


En, effet, si pour un déplacement d'égalité on avait 6) <0, comme le 
déplacement opposé est aussi compatible avec les liaisons, on aurait, pour 
ce nouveau déplacement G, > o et, par suite, la condition (4) ne serait pas 
remplie pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons. 


185. Mise en équations. — Soient des points assujettis a des liaisons 
exprimées par des égalités et des inégalités telles que (1) et (2); en appe- 
lant Xy, Y,, Zy les projections de la résultante des forces données appli- 
quées au point (zy, yy, )), pour exprimer qu'il y a équilibre, il faut écrire 
qu’on a 
(5) : X(Xy bay+ Vy ovy-+ Z, dzy) So 


pour tous les déplacements vérifiant les relations (1) et (2). 
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On commencera par écrire que la somme (5) est nulle pour tous les 
déplacements d’égalité, c’est-a-dire pour les déplacements obtenus en éga- 
lant a zéro les premiers membres des relations (1) et (2). On trouvera 
ainsi un certain nombre de positions d’équilibre par les méthodes des 
ne’ 17 eeATs7: 

Il restera ensuite a choisir, parmi les positions trouvées, celles qui sont 
telles que, pour tous les déplacements d’inégalité, la somme des travaux 
des forces données soit nulle ou négative. On aura ainsi toutes les posi- 
tions d’équilibre dans heate toutes les liaisons sont réalisées. 

Supposons, par exemple, qu'on emploie les multiplicateurs de Lagrange. 
En écrivant que, pour;tous les déplacements d’égalité, la somme des tra— 
vaux des forces appliquées est nulle, on a, comme au n° 178, les équations 
nécessaires d’équilibre sous la forme 


( Xy+- Ay Aqy+. cane AgeiAgtiy+- wot Ap Any = 0, 
(6) Yyt Ar By +... + Aga Bestiyt-.-+ An Bray =o, 

| Zy + Ay yy +... + Ag+i Cgpiyte.et An Cay= 0, 
OW CVE== a Oh en an e7es 

Prenons maintenant une position d’équilibre définie par ces €quations : 

pour quelle convienne, il faut et il suffit que les multiplicateurs Ag+1, 
Ag+2, ..., Ap Correspondant aux relations (2) soient négatifs. En effet, 
imprimons au systéme un déplacement d’inégalité day, dyy, dz, vérifiant 
les relations (1) et (2); en calculant la somme 2(X,éd2y+ Yyoyvy+ Zyd2y) 
a Vaide des équations (6), on voit que les coefficients de dj, Az, ..., Ag sont 
nuls en vertu des relations (1), et il reste 


E(Xy bay-+ Vy dy, + Zy 62y) 
= — Aga (Agatt 6a4+ Beaty oyi + Cy+t41 oz;+.. 5) 
(7) = Agi (A pin Pot tacit ole career yt atone Coa ) 


2 | 


LIK CAI BETTE Ee eee: 


Cette somme (7) doit étre négative pour tous les déplacements véri- 
fiant les inégalités (2), c’est-a-dire rendant les coefficients de —dgi4, 
— e+e, --., — Ap Soient négatifs ou nuls. 


186. Exemple. — Cherchons les positions d’équilibre d’un point pesant m 
attaché a un point fixe O, par un filiwextensible et sans masse de longueur J, 
et posé sur la surface extérieure d’un cylindre de révolution horizontal 
fixe. 

Prenons comme origine le point O., comme axe Oz la verticale descen- 
dante ( fig.121), comme plan des za le plan de section droite du cylindre : 
Yaxe des y est alors horizontal. 


\ 
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La trace du cylindre fixe sur les plans des xz est un cercle de rayon R 
que nous supposerons situé tout entier dans l’angle ~Oz. Nous appelle- 
rons a et c les coordonnées du centre C de ce cercle; nous désignerons 


Fig. 121. 


par B le point le plus haut du cercle et nous supposerons la Jongueur J du 
fil comprise entre OB et lalongueur de la tangente menée de O au cercle: 
de cette facon, le fil étant tendu, le point m peut reposer sur la surface 
extérieure du cylindre. 

Les deux liaisons étant supposées réalisées, on a 


(8) x24 yt + 22— B= o, 


(a —a)?+(z—c)?— R?=0. 


les déplacements virtuels compatibles avec la premiere liaison sont ceux 
qui laissent invariable ou font diminuer la distance Om, et ceux qui sont 
compatibles avec la deuxiéme sont ceux qui laissent invariable ou font 
augmenter la distance du point m a l’axe du cylindre : 


8(a2+ y2+ 2%) So, 
Siz — ap (z—'e)? | 20, 


ou, en développant et changeant les signes pour la deuxiéme inégalité, 


abet y by + 20z%0, 
(9) Nee 


oO. 


(w@—a)dx—(z—e 


4 


La seule force donnée étant le poids mg, il faut et il suffit pour l’équi— 
libre que, les conditions (8) étant réalisées, on ait 


(10) mg 6z 50 
pour tous les déplacements (9). 

Pour simplifier le calcul, nous emploierons une méthode qui peut évi- 
demment étre élendue au cas général. Prenons comme variables auxiliaires 


N 
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les premiers membres des relations d’inégalité (g), en posant 
(11) voantyby +282 =8), 


—(#—a)de—(z—c)oz = Sp, 


6d et Ou étant deux quantités infiniment petites arbitraires. En résolvant 
ces deux équations par rapport a 6x et dz, nous avons 


(ec —2)\— zbp—(c—2)y by 
as Dey Re PA LL AeA 


00 = 
_  €x£— as 
oe Reg eae JON ar Te ae ee 
ey az—ca 


Pour obtenir le déplacement le plus général compatible avec les liaisons, 
on pourra prendre dy, 5A et Ou arbitrairement sous les conditions 


‘ 


(13) 6A Zo, dp So, 


qui sont les conditions (g) écrites avec les nouvelles variables. Pour qu'il 
y ait équilibre, il faut, d’aprés (10), que mgéz ou 6z soit négatif ou nul 
pour tous ces déplacements. 

Prenons d'abord les déplacements d’égalité 6) = 0, 8p = 0; pour qu'il 
y ait équilibre, il faut que mgéz, c’est-a-dire 6z, soit nul pour tous ces 
déplacements. Or, si 6A et du sont nuls, l’expression (12) de 6s devient 


ae aD) Ove: 
az—ca2 7 


pour qu'elle soit nulle quel que soit dy, il faut et il suffit que 
(a—2)y=0. 


Cette condition nécessaire de l’équilibre se décompose en deux, suivant 
que le facteur y ou le facteur (a — #) est nul. Examinons successivement 
ces deux cas. 


Premier cas: y =o. — En faisant y=o dans les équations de liai- 
son (8), on a deux relations, 
2 
DF 7-4 (2, 


(a —a)?+(z—c)*= R?, 


qui donnent deux positions d’équilibre, les points A et A’ intersections du 
cercle de base du cylindre avec le cercle situé dans le plan des xz et décrit 
de O comme centre avec 2 comme rayon. Appelons a, y, 2 les coordon- 
nées d’une de ces deux positions : pour voir si elle convient, donnons au 
point m, a partir de cette position, des déplacements d’inégalité, c’est- 
a-dire tels que 

8A So, 820; 
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if faut que, pour tous ces déplacements, le trayail de la force donnée mg ds 


soit négatif ou nul. Or, y étant nul, l’expression (12) de dz devient 


_ (a—2£)bh—a@x dp 


in 
0s = 


as—Cx 
/ 
elt cette expression doit étre négative ou nulle quand 6A et dp.sont néga— 
tifs ou nuls. ; 

Or, pour la position A, az — cw est négatif, a — x est négatif et x posi- 
tif; done Os est négatif pour les déplacements d’inégalité et la position A 
convent. 

Pour la position A’, az—cs, a—zx et x sont positifs; dz n’est pas 
négatif pour toutes les valeurs négatives ou nulles de dA et dy: par exemple, 
en faisant 6A = 0 et Ou < a, on trouve Oz posilif; la position A’ ne convient 
pas. Ce fait est évident, car le point me étant posé sur la surface du cylindre 
en A’ tombera évidemment. 


2? 
Deuxiéme cas. — Supposons maintenant 2 = a: Ja deuxiéme des équa- 


tions de liaison (8) donne alors 


(Si ase RR. 

ce qui montre que les positions cherchées sont sur la génératrice la plus 
haute z=c—R ou la plus basse s = c+R du cylindre. D’aprés la pre- 
miére équation (8), elles sont a Vintersection de ces génératrices et de la 
sphére décrite de O comme centre avec ¢ comme rayon, Cette sphére 
coupe la génératrice supérieure B(s = c—R) en deux points symétriques 
par rapport au plan des zz, E et E’; elle ne coupe pas la génératrice infé- 
rieure (s =c+R). Voyons si l’une de ces positions E et E’ convient. Les 
coordonnées dune de ces positions sont 


¢ 


(14) Bia, Veo, b=c—R. 
Il faut, pour que cette position convienne, qu’on ait 


N am 
mg 05 20 


pour tous les déplacements d’inégalité. 
Or, la valeur (12) de Oz est. actuellement, d’aprés les coordonnées (14) 


de la position considérée, 
x L OW. Op. 
0s = = 


AZ— CL R 


Tous les déplacements d'inégalité 
6250 # 


donnent pour 6s une yaleur négative ou nulle; les deux positions et Ki’ 
convyiennent donc. 
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/ 


On pourra, comme exercice, employer pour ce probléme la méthode des- 
multiplicateurs de Lagrange. Les positions d’équilibre seront données par 


les relations : 
; 0 +A,e@—)o(x— a) = 0, 


I 


o +ALy Se 0); 


NE a ApS ——he(5— Cr) = 0 


‘avec Ay et Ay négatifs ou'nuls. 


Remarque. — Nous avons trouvé ainsi, conformément a la méthode 
générale, les positions d’équilibre pour lesquelles les deux liaisons sont 


réalisées, c’est-a-dire les deux équations de liaison (8) satisfaites. 


187. Liaisons exprimées par des inégalités de forme finie. — Dans. 
les numéros précédents, nous avons supposé les liaisons exprimées par des 
égalités; mais nous avons supposé les liaisons réalisées de telle facgn que 
les déplacements compatibles avec les liaisons soient exprimés par des 
inégalités. Nous avons montré comment on peut trouver les positions 
d’équilibre dans lesquelles toutes les liaisons sont réalisées. 

On pourrait poser un probléme plus général, de la facon suivante : 

Imaginons des points assujettis & des liaisons dont les unes s’expriment 
par g relations d’égalité en termes finis — 


te (#4, M13 71, Lay V2) 52, +++, Ln, Vny Sn) = 0, 
Fa (41, 15 Si, see eee oy ceey Mrs Vn» Zi) S== 19), 


Ue ULAR Wee eae HA EON aN pee Sys iO 


et les autres par A — g relations d’inégalité en termes finis 


| Ses (%1, Wag ens aaa 2d) «n/c! Lin Vere Sar o> 
Seaton rae eT TE Lye bev obas Zn) = 0 
(16) He Ts 19 1> , n Vitis n)s ) 
A Se Lg AO PM Wie cae Oa ai eta mnop eile ap ar sta Whar tales eas 
Fe Aas ga ME a er UN Geir Sebo tene en REST 


Le probléme de trouver toutes les positions d’équilibre du systéme, sous: 
Paction de forces données, se décompose alors en plusieurs autres de la 
nature de ceux que nous venons de traiter. 

Nous dirons, pour abréger, que la haison f,., est réalisée quand le 
systéme est dans une position ou la fonction 


Sgn (a Vi, Bryon oy Ly Jing Ea) 


1 
est nulle; la liaison fz44 n’est pas réalisée quand le systéme est dans une 
position out cette fonction vérifie Vinégalité de liaison (16) 


Sev <0. 


us - pourra a hoed ex ter | ae: positions da’ Gallien | dans Jesquelles 
toute: : es liaisons avin, fee ya ‘3 De sont réalisées, les déplacements com 
~ patibles avec les liaisons laissant les. fonctions is a tees Ss nulles et les” 
fonctio 1S feta fais <i, Fr mulles ou négatives. Dans ces conditions, un 
déplacement c co patible a avec ihe liaisons verifie les g égalités 06), a) 


ey i ( ( DV afice was 6, : 4 AAS , j Ofer Oh i ‘0 . ¢ Nh, 
<n Ne th Veal ues peal SpA % La Bate rt 3 ‘ eo 
et lesh— ¢ inegalites SUEa ae Hele ae POU CaN Ga WR EA 
y * ne : Ne | Hens oy ’ Ofer = oO, P aurelacsi(9 4 Ofn 20. Sh yas capa : ae 


Les positions aaa de cette | nature sont précisément ete que 
fournit Ia méthode du n° 484. setae 

2° Il pourra ensuite exister ie ‘positions @ équilibre dang feepaeriee une 
“des liaisons (16) West pas réalisée, les autres Vétant. Par crepe, on. 


apearrac RUS des positions dans lesquelles 


eae avec a : ST Nee ae Resin Nera 4 
a tay “ete: ‘ry A : ¢ Rees.) Anis is z 
ape me Sen yap ees Oe ie le ais 4 fae, 0. 


‘ 
,) 2 aSAty 


On aura encore un probléme. comme celui du n° 184, dans lequel les 
liaisons: réalisées sont les liaisons (15) et les liaisons (17), les déplacements 
ye Ces atinles vérifiant les égalités: Ey ’ 


Spd ee inne ata ah ae orb 
et les inégalités © 
Of g-425 0, f Ofer 0 pianist Ofn= 0. | 


“Mais: parmi les positions a équilibre de ce systéme, Fi faudra prendre 
‘seulement celles qui vérifient la condition 


ema Hab Mes pourra de méme exister ides positions d’équilibre dans lesquelles ; 
ng, 3 ou, en general, Pp des fe Seas (16) ne sont pas réalisées, par exemple, | 


valle ae fae ctiah farce. 


eli 


Oe) ; ‘gti <9, Aa <9 eee) pwayes oO, 
ae Ge les autres étant réalisées, 


as Se+p+i = 9 Setp2 = , ah fa= 0. 
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Les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons yérifient les éga- 
lités (15) et les inégalités 


(20) Se+p+1 = O, Of p44 p25 0, Senay Ofns 0. 


On trouvera ces positions par la méthode du n° 184, sans se préoccuper 
d’abord des conditions (18). Parmi les positions trouvées, il ne faudra 
conserver que celles qui vérifient les inégalités (18). 

4° Enfin, il pourra exister des positions d’équilibre dans lesquelles 
aucune des liaisons fei1, fia, »+-, fn nest réalisée. On les trouvera en 
cherchant les positions d’équilibre du systéme assujetti aux seules liai- 
sons (15). Mais il ne faudra conserver, parmi les positions trouvées, que 


celles qui vérifient les inégalités 
Siete Oy ioe oO, sey Ta< 0. 


Exemple. — Ainsi, dans Vexemple du numéro précédent, nous avons 
trouvé les positions d’équilibre du point m, en supposant le fil tendu et le 
point m sur la surface extérieure du cylindre, c’est-a-dire en supposant 
réalisées les deux liaisons 


On pourrait chercher plus généralement les positions pour lesquelles 
wrt y2+ g2— [2<S0, 


(@ — a)?+-(s—c)?— R®Z 0. 


Alors, on aurait d’abord a prendre les deux signes =, ce qui donne les ° 
positions déja trouvées. 
Puis on aurait a chercher les positions dans lesquelles 
B+ y+ B2—P<o, 


(2 — a)?a- («s—c)?— R?2=0, 


c’est-a-dire dans lesquelles le fil n’est pas tendu, mais le point sur le 
cylindre; on trouyerait, comme positions possibles, tous les points de la 
génératrice B situés entre les positions trouvées plus haut E et FE’. 

On aurait de méme a chercher les positions dans lesquelles 


w+ y? + g2— [2= 0, 
(@— a@)?+-(4—c)?— R220; 
le fil est alors tendu, mais le point hors du cylindre. On trouverait éyvi- 


demment la position d’équilibre du fil a plomb. 
Knfin, il resterait a chercher les positions pour lesquelles 


D2 YB? — (<0, 
(x—a)*+(s—cy— R2>0; 
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le fil n’est pas tendu et le point est hors du cylindre; il n’existe pas de 
telles positions. 


Aes 


EXERCICES. 


1, Vérifier que, si deux points M(z, y, 5) et M2’, y', 5’) d’un systéme sont 
reliés par un fil inextensible et sans masse passant sur une courbe C, la somme 
des travaux des forces de liaison (tensions du fil aux points M ct M’) est nulle 
pour un déplacement compatible avec les liaisons. 


Reponse. — Appelant A(a, b, c) le point ot le fil s’appuie sur la courbe, et T 
la valeur de la tension, qui est la méme tout le Jong du Gil, on a, apres réduction, 
pour la somme des travaux des tensions agissant sur les points M et M’, 


i Cheeee) az b—y b— yy’ (6—= & Gee dj 
T S ; aes 36 4 2 ey 
| ( AM 7AM’ 8a ( AM AM’ ) a aa AM ) ee], 


c'est-a-dire zéro, car, élément ds du fil sans masse qui se trouve en A étant 
en équilibre sous l’action des deux tensions aux extrémiltés de cet élément et de 
la réaction normale de la courbe, cette réaction est bissectrice de l’angle MAM’. 


2 Verifier le méme fait si Ies deux points M et M’ sont reliés par un fil sans 
masse glissant sans frottement sur une surface fixe S. 

[Le fil se. dispose suivant une partie rectiligne MA, puis sur la surface S sui- 
vant une ligne géodésique AA’ et enfin suivant une partie rectiligne A’M’; la ten- 
sion du fil a tout le long du fil une méme valeur T: ces propriétés tiennent a ce 
que, le fil étant sans masse, les forces qui lui sont appliquées se font équilibre. 
Appelant (a, 6, c) et (a, 0’, c’) les coordonnées des points A et A’, ona 


MA + arcAA’-+ A’'M’= const. 


Si ’on imprime au systéme un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, 
on améne l’arc AA’ en A, A‘, et, en essayant de vérifier que la somme des travaux 
des tensions en M et M’ est nulle, on arrive a la relation géométrique 


SarcAA’+ AA,cosA,AA’+ A’A‘ cos A’ A’A= 0, 


exprimant une propriété des lignes géodésiques d’une surface. (Exercice a la fin 
du Chapitre précédent, dans le cas 9 =1.) | 


Un disque, limité par une courbe C, se meut dans un plan: un fil sans 
magse attaché en un point M du contour C du disque est enroulé sur le disque, 
puis tendu jusgu’en un point M’ du systéme ow il est attaché Vrifier que, pour 
un déplacement ‘compatible avec cette liaison, la somme des travaux des forces 
de liaison est nulle. 
(II suffit de remarquer que Ja liaison rentre dans une des liaisons examinc¢es 
dans le texte, car le point M’ est assujetti & glisser sans frottement sur une des 
développantes de la courbe C; on peut aussi répéter le raisonnement du n° 162). 


\ 
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4. Equilibre du cric simple. — Machine tormée d’un pignon de rayon a, que 


Von fait tourner sur son axe au moyen d'une maniyellé de longuear 6: ce 
pignon engrene avec une barre rigide dentée, de maniére qu’en tournant sur 
son axe il oblige la barre & se mouvoir dans le sens de sa longueur; la puis- 
sance P e-t appliquée perpendiculairement a Vextrémité du rayon de la mani- 
velle, la résistance s’oppose au mouvement de la barre. (Condition d’équilibre 
P.O Ria =)0.)) 


Treuil différenticl. — Cette machine est formée de deux cylindres de méme 
axe invariablement liés entre cux, mais de rayons différents r et 7’; la corde, 
qui porte une poulie, s’enroule en sens contraire sur les deux cylindres. La 
puissance P est appliquée perpendiculairement a une manivelle de rayon @; 
la résistance R est un poids suspendu a la poulie., [Condition d’équilibre 
2aP=(r—r’)R.] 


6. Principe du minimum de la somme des carrés des distances (MOoxtus et 
Gauss, Journal de Crelle, t. 4). — Soit un syst:me des points M,, M,, ..., M,, 
sollicité par des forces P,, P.,..., P.,. Le systeme étant en équilibre dans les posi- 
lions m,, m,, ..., 77, oll les forces sont py, Ps, ---, DP,» Prenons, a partir du point m,, 


sur la direction de la force p,, une longueur m,O, égale a Paya partir de m, sur 


k 
la direction de p, une longueur m,O, égale a EE 5 désignant une constante 


k 
différente de zéro. Considérant ensuite une position quelconque M,,M,,...,M, du 


systéme, faisons agir sur les points M,, M,,..., M, des forces P4, P4, ..., P,, dirigées 


respeclivement suivant les droites M,,, M,O,,..., M0, et égales ak M,0,,4M,0O,, 

KM,,0,,. Sous Vaction de ces nouyelles forces, le systeme est encore en équilibre 

dans la méme position m,, m,, ..., m,, car dans cette position spéciale, les forces 
t + “ al n 

P,P, ---, P, coincident avec Py> Ps» +> P,» Comme le nouveau systéme de forces 

Pi, Py, Pj, dérive de la fonction des forces 


5 


U=—i(M,0, +M,0, +...4™,0, ), 


on voit que la position d’équilibre considérée rend cette fonction maximum ou 
minimum en général, et que, dans tous les cas, la variation de la fonetion U s’'an- 
nule pour cette position d’équilibre. : 

En appliquant ce théoréme au cas le plus simple, on voit que, si un point m 


est en €quilibre sous l’action de trois forces mO,, mO,, mO,, cetle position 
@équilibre et la position du point M pour laquelle Ja somme 


MO, + MO, + MO, 


est minimum, ce qui est une propriété bien connue du centre de gravité du 
triangle O, O,0O,. 


7. En général, considérons un systeme de points matériels M,(2,, 7,, %), 
Mi (2, %y, Sy), «+» M, (2, Yay %,) assujettis a des liaisons données indépen- 
dantes du temps et sollicités par des forces directement appliquées, le point M, 
par des forces que nous supposons, pour simplifier, réduites a une force P,(X,, Y,,Z,), 
le point M, par une force P, X,, Y,, Z,),...- Soit, puur ce systéme, une position 
@équilibre déterminée dans laquelle les points M,, M,, ..., M, occupent des 
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positions déterminées m,, my, ..., m, de coordonnées (a,, 0;. ¢,), (Ay, By; Ce ean 
(a@,, 6,, ¢,), les forces correspondantes étant des forces déterminées p,, p. AAT oe 
de projectionsimespectives: (Ay), By; )n(AgB,, (Cy) i. CA Be. Gly, 
Tor 1 J O , =e , - ~ 
Formons wane fonction U de 2,9, 3,3 2.5 9/55 S43 +.) Lys Way S, dont les 
eeu : dU. 0U o0U 4 
dévivées partielles —, —, oo 
0x, Oy; 02; 
quand le systeme est dans la position d’équilibre considérée, c’est-a-dire quand 
Tes Comdonmces ayes are, Veg Bas @,,Y,, 5, prennent les valeurs a, d, ¢,; 


Qy,\bo, Cy; »-.5 &,, 0,, C,. Le méme systéme, sollicité par des forces P4,, Po, ..., Pf, 


nr Snr %, 
dérivant de la fonction des forces U, sera encore en équilibre dans la méme 
position 72,, m.,,..., m,, car, dans cette position, les forces P4{, PS, Py, coin- 
cident avec'p,, py, -.-, P,- Done la fonction U est en général maximum ou mini- 
mum pour cette position d’équilibre et, dans tous les cas, sa variation s’annule 


pour cette position. 


prennent des;valeurs A;, B,' Ci(2'= 1,13; - 335 172) 


8..Un double cone pesant formé par la réunion de deux cones égaux accolés par 
la base est posé sur deux droites qui se renvontrent et sont également inclinées 
sur l’horizon, de facon que le centre de gravité du cone se trouve dans le plan 
vertical de la bissectrice de l’angle des deux droites. Condition d’équilibre? (sys- 
téme pesant, 66 = 0). 

Géométriquement, il faut et i] suffit que le plan passant par le centre de gra- 
vilté et les deux points de contact du cone avec les droites svit vertical, ou encore 
que intersection des plans tangents aux deux cones, aux points de contact, soit 
horizontale. ( Vorr la figure, t. Ll, Chap. X X, § IL.) 

Analytiquement, m désiguant le demi-angle aux sommets des cones, « l’incli- 
naison du plan des deux droites sur ’horizon et B la moitié de Pangle des plans 
verticaux menés par ces deux droites, on a la condition tanga = tangm tang. 

(H. Fieurny, Annales de Mathématiques, 1854. ) 


9. Comme application de ce fait, qu’on obtient l’équilibre d’un systéme pesant 
en écrivant que la variation de la hauteur G du- centre de gravité est nulle, 
démontrer que la surface libre d’un liquide pesant en équilibre doit étre hori- 
zontale. (Voir t. ILL, Hydrostatique.) 


10. Si les trois points m,, m,, m, sont liés de telle facon que l’aire du triangle 
Mm, 2n,m, soit constante et si trois forces P,, P,, P, agissent sur ces points, il 
faut et il suffit pour Péquillibre que ces forces soient, dans le plan du triangle, 
perpendiculaires et proportionvelles aux cdtés opposés du triangle. 

Si quatre points sont lies de telle facon que le volume du tétraédre dont ils 
sont les sommets reste constant et si quatre forces agissent sur ces points, il faut 
et il suffit pour l’équilibre qu’elles soient perpendiculaires et proportionnelles aux 
faces oppusees du tétraédre. (C. NEUMANN. ) 


11. Duns un plan vertical, une barre homogene pesante OA est mobile autour 
dune extrémité O qai est fixe: un fil est attaché en A, passe sur une poulie infi- 
niment petile B située sur la verticale de O et porte a son extrémité un contre- 
poids Q glissant sans frottement sur une courbe C dans le‘méme plan vertical. 

Que doi! étre cette courbe pour que le systéme soit en équilibre indifférent? 
(Pont-levis de Bélidor. ) ‘ 

[Il faut que le centre de grayité du syst¢me se déplace horizontalement : 
prenant B pour origine, on ‘trouve une ¢quation en coordonnées polaires de la 
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forme r?—r(a-+6cos6) +¢=o0. Ovale de Descartes; dans un cas particulier, | 
¢ = 0, limacon de Pascal. | 


12 Méme question en supposant que la courbe C passé par B et que le fil, au 
lieu d’étre tendu en ligne droite, soit tendu sur la courbe (cycloide). 


13. Position d’équilibre d’une barre homogéne pesante de longueur 24 situce 
dans un plan vertical, s’appuyant d’une part sur un point fixe O le long duquel 
elle peut glisser et d’autre part, par une extrémité A, contre un mur yertical. 

66 =o. Le point O étant 4 une distance 6 du mur, on trouve pour l’équilibre 


( 
QAv= Vab?, quantité qui doit étre inférieure a a.) 


14. Une tige homogéne pesante AB de longueur 2a@ repose, Wune part, sur le 
bord d’une demi-circonférence de diamétre 2R horizontal et, d’autre part, sur le 


fond de la demi-cireonférence par une extrémité. Equilibre. ( L’inclinaison 7 de 


la barre est donnée par 4Rcos?é—acosi—2R =o; pour la possibilité il faut 


AG 
G2 RS. 3) 
2 2 


15. Daus un plan vertical on trace deux courbes fixes C et C’ : deux points 
matériels pesants de masses m et m’ glissent sans frottement sur ces courbes et 
sont rattaches l'un a autre par un fil inextensible et sans masse passant sur une 
poulie infiniment petite O. L’une de ces courbes étant donnée, que doit étre 
VPautre pour que l’équilibre soit indifférent? Prenant un axe polaire horizontal, 
il faut et il suffit que 


mOmsin#§ + m'Om'sin6’= const. 


16. On considére deux tiges pesantes homogénes égales AB et AC articulées 
en A et on les place tangentiellement a un cercle dans un plan vertical, de telle 
facon que le point A se trouve sur la verticale du centre. Position d’équilibre. 


22 étant la longueur des barres, « leur inclinaison sur Vhorizon, R le rayon 


du cercle, on a tang?a~ + tanga — R = Ot une position; est-elle stable?) 


‘ 

17. Un triangle isoscele homogeme pesant, dont les cdtés égaux ont une lon- 
gueur @ et la hauteur la valeur h, est placé dans une sphere de facon que ses 
trois sommets reposent sur la surface sphérique. Position d’équilibre (WxiGHLry). 


18. Un triangle équilatéral homogéne pesant ABC se trouve dans un plan ver- 
tical : un de ses sommets A est assujetti a glisser sans frottement sur une droite 
verticale Ow, et le milieu M du cété AB est attache a un point fixe O de cette 
droite par un fil inextensible et sans masse. 


Positions «(’équilibre. Stabilité. | En appelant « langle de OM avec Oz, on est 


c 


wk ‘ ie ! T 
ramené a chercher le maximum ou le minimum de sin (« + ) 7 


19. Un disque elliptique homogene pesant, situé dans un plan yertical, est tan- 
gent a un axe horizontal sur lequel il peut glisser sans frottement : sur le con- 
tour du disque est enroulé un fil portant a son extrémité un poids donné, Posi- 
tions d’équilibre du systéme., (On peut ramener le probléme a celui-ci : mener & 
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une ellipse une tangente et unc normale paralléles telles que Je rapport de leurs 
distances au centre soit donné.) 


20. Une plaque homogene pesante, située dans un plan vertical ABCDE, a la 
forme suivante : AB est une droite horizontale de longueur x, BC une verticale 
de longueur 6, CD une horizontale de longueur c, moindre que x2, DE un arc 
@une courbe indéfinie inconnue T partant du point D et s’elevant au-dessus 
de CD, du cdté du point A, enfin EA est une droite verticale. La plaque peut 
tourner librement autour du point B supposé fixe : elle est. soumise a son poids 
et a une force horizontale donnée F appliquée en E. Quelle doit étre la forme de 
la courbe T pour que l’équilibre ait lieu, quelle que soit la position de l’ordonnée 
limite EA, c’est-a-dire quelle que soit la valeur de &, 6 et ¢ étant regardés comme 


constants? ~ (FunRMANN. ) 
En prenant des axes coordonnés d’origine D, lun horizontal, Vautre vertical, 
2 


aon! : : 
on trouve vy +6= be? pour équation de la courhe. 


21. Trouver les courbes telles qu’une chaine homogéne pesante de longueur J 
glissant sur une des courbes soit en équilibre dans toutes les positions. 


> 


Reponse. — Si Von prend un axe vertical Oz et si l’on désigne par f(s) une 
fonction périodique de période 7, il faut et il suffit que la relation entre le s d'un 
ARTS 


point de la courbe et Vare s soit s = f(s), Ainsi, on pourra prendre zs =asia , 


l 
ou & est entier. 


22. On donne une droite verticale OB, dirigée vers le haut, et deux tiges non 
pesantes BD et OC articulées en un point © situé entre B et D; la tige OC tourne 
autour du point O et Vextrémité B de BD glisse sans frottement sur la droite 
fixe OB. Au point D est suspendu un poids; trouver les positions d’équilibre. 
Dans quel cas Péquilibre est-il indifférent? 


23. Six tiges égales homogenes pesantes, de poids p, sont articulées a leurs 
extrémités, de facon a former un hexagone.situé dans un plan vertical ayant son 
coté supérieur AB horizontal et fixe, et Jes autres cétés symétriquement placés 
par rapport a la verticale du milieu de AB. 

Quelle force verticale F faut-il appliquer au milieu du cété horizontal, opposé 
a AB, pour maintenir le systeme en équilibre? (ff = 3p.) 


24. Corps solide avec 5 degreés de liberté. —La position dun corps solide libre 
dans espace dépend de six paramétres (n° 183). Si Von établit une relation entre 
ces six paramétres, le corps n’a plus que cing degrés de liberté et sa position dépend 
de cing paramétres g,, q,, .-., gs. Le corps ¢tant alors placé dans une position 
déterminée, démontrer que tous les déplacements virtuels compatibles avec la 
liaison imposée aux corps sont assujetlis a remplir la: condition géométrique sui- 
yante : il existe une droite fixe D telle que la projection sur cette droite de la 
vitesse de translation imprimée a un point déterminé du corps soit dans un rap- 
port constant avec la projection sur le méme axe de fa rotation instantanée 
imprimée au corps. On remarque que les coordonnées x, 7%, %) d’un point déter- 
miné O du corps et les neuf cosinus des angles que font les arétes Ow, Oy, Oz 
dun triédre trirectangle lié au corps avec des axes fixes O,2%,, 7, 4, (n° 51) sont 
des fonctions des cing paramétres g,;. Supposant qu’on fasse subir a ces para- 


Ber wi in deetle Ho f 
metres des variations aukeainee’s O41, oy oe oq; San Je ae al, Tes 
--jections Vi, Vi» ve de la vitesse virtuelle du point O sur le 
Wedniposentes Pp. qv de la rotation instantanée virtuelle su 


eoaier aes 64> 
~sont des fonctions lingaires et homogenes de ABs, 223, 


de ces cing quantités Lebibrancest fournira. entre es Cees ve. F 
P, q, 7 une relation linéaire et homogéne a coefficients Tonctions de 
Linterprétation. de cette relation donne le théoréme énonc 5, (On trouve, dans 
Treatise of natural philosophy, de Tarr et THomson, ne 201, la description . dl’ 


{ 
=) cA 


f mécanisme permettant de réaliser ce penne: de liaison. os Mule eae: ¢ 


CHAPITRE IX. 
NOTIONS SUR LE FROTTEMENT. 


, 


188. Généralités. — Jusqu’a présent, nous avons considéré les 
corps solides comme parfaitement rigides et parfaitement polis, 
et nous avons admis que, si deux corps en repos ou en mouvement 
sont en contact par un point et peuvent glisser l'un sur lautre, 
leur action mutuelle est normale au plan tangent commun en ce 
point. 

Cette hypothése est contraire a l’expérience : les solides natu- 
rels ne sont nt parfaitement rigides, ni parfaitement polis. Quand 
deux solides naturels sont en contact, le contact n’a jamais lieu 
eu un point unique; les deux corps subissent des déformations, 
généralement trés petites, qui les mettent en contact suivant une 
petite portion de surface : ces déformations, permanentes si les 
corps sont en équilibre, sont variables quand les corps glissent 
Pun sur l’autre; ul se produit alors des vibrations moléculaires et 
il se développe également de la chaleur ou de Vélectricité, dont la 
production absorbe une partic du travail des forces motrices. 

On peut introduire ces phénoménes compliqués dans le calcul, 
en supposant qu’a la réaction normale se joignent une force tan- 
gentielle et des couples définis comme il suit : 

Imaginons deux corps solides mobiles (fig. 122) A et B en con- 
tact : soit m un point du corps A en contact avec le corps B. Comme 
nous l’avons vu dans le n° 57, les vitesses relatives des différents 
points du corps A par rapport au corps B, regardé comme immo- 
bile, sont les mémes que si le corps A était antmé : 1° d’une vitesse 
de translation identique a la vitesse relative V, du point m, vitesse 
située dans le plan tangent commun aux deux surfaces des corps 
en m etappelée glissement ; 2°d’une rotation instantanée w. autour 
d’un axe passant par m; la composante w, de cette rotation autour 
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de la normale en m aux deux surfaces s’appelle pivotement et la 
composante w, située dans le plan tangent s’appelle roulement. 
Quand la rotation instantanée w est nulle, on dit que le mou- 
vement relatif de A par rapport 4 B est un glissement proprement 


dit; quand la vitesse relative du point m est nulle, il n’y a pas de 
elissement, le mouvement de A par rapport a B est un roulement 
et un pivotement. En général, il ya done 4 la fois glissement, 
roulement et pivotement. 

Au point de vue dynamique, quand deux solides mobiles A et B 
sont en contact avec pression, les deux corps se déforment et le 
contact n’a plus lieu en un pomt unique (fig. 122). Les deux corps 
se touchent suivant une certaine aire, trés petite, en chacun des 
points de laquelle ils agissent Pun sur lautre. D’aprés les théo- 
rémes sur la réduction d’un systéme de forces appliquées a un 
solide, ensemble des actions ainsi exercées sur lun des corps 
peut se réduire a une force appliquée en un point pris a volonté 
et a un couple. Comme les corps se touchent par une aire trés 
petite, on peut, au point de vue géométrique, les regarder comme 
se touchant en un seul point m que nous appellerons le point 
géometrique de contact. Les actions exercées par le corps B sur 
le corps A peuvent alors étre réduites aux éléments suivants : 


1° Une force N appliquée au corps A au point de contact 
géométrique mz et dirigée normalement aux surfaces en contact : 
cette force est la réaction normale s’opposant a la pénétration 
réciproque des corps; } 

2° Une force F appliquée au méme point m et située dans le 
plan tangent en ce point aux surfaces en contact : cette force est 
le frottement de glissement s’opposant au glissement; 


& \ 
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Un couple G dont l’axe est normal aux surfaces en contact : 
ce oe est le couple du NO ia de pivotement s’opposant 
au pivotement; 

4° Un couple H, dont p axe situé dans le plan tangent commun 
aux surfaces en contact, est dirigé suivant la composante tangen- 
tielle w, de la rotation instantanée : ce couple est le couple du 

frottement de roulement s opposant au roulement. 


Les actions du corps A sur B sont des forces et des couples 
respectivement égaux et opposés aux précédents. En général, les 
deux couples G et H sont trés petits par rapport aux forces N et I’. 
Nous commencerons par traiter des questions dans lesquelles ces 
couples sont négligeables, en réservant pour les numéros suivants 
Pétude spéciale du frottement de roulement et pivotement. 

Nous avons supposé que les deux corps A et B sont en contact 
par une aire trés petite qu’on peut regarder comme un point. 
Dans certaines questions, les deux corps peuvent ayoir une infinite 
de points géométriques de contact; c’est ce qui arrive par exemple 
pour un cube posé sur plan; il faut alors appliquer a'chaque 
point géométrique de contact les considérations précédentes. 


-189. Frottement de glissement. — Les premiéres expériences 
sur le frottement de glissement, faites par Coulomb, furent 
reprises par le général Morin; mais cette question demanderait a 
étre étudiée a nouveau. ll importe de distinguer deux cas dans le 
frottement de glissement : 1° le frottement a l’état de repos et, en 
particulier, le frottement au départ; 2° le frottement a l’état de 
mouvement. 


190. Loi du frottement de glissement a l’état de repos. — Sup- 
posons un bloc pesant placé sur une table horizontale : le systeme 
est en équilibre et, par suite, les actions de la table sur le bloc 
ont actuellement une résultante N normale 4 la table, égale et 
opposée au poids P du corps (fig. 123). Applquons maintenant 
au corps, dans un plan vertical du centre de gravilé, aussi prés que 
possible de la table, une force horizontale Q dont nous ferons 
croitre -graduellement Vintensité a parur de zéro, Quand cette, 
force Q est trés petite, le corps ne glisse pas : il reste en équi- 
libre. Il faut done que la réaction R de la table sur le corps soit 
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éeale et opposée a la résultante du poids P et dela foree Q; cette 
réaction peut se décomposer en deux : l'une normale N, égale et 


directement opposée A P; autre tangentielle IF, égale et opposée 
i’ Q : cette composante tangentielle est la force de frottement. 
L’angle & de R avec la normale N est 


Si lon fait croitre graduellement Q, il arrive un moment ou, 
cette force ayant acquis une intensité ®, le corps se met en mou- 
vement. La valeur correspondante de I’, F =, s’appelle le frot- 
tement au départ; la valeur correspondante o de langle 8, 


s'appelle angle de frotlement. 

On peut dire aussi que le glissement ne se produit qu’a partir 
du moment ot la résultante des forces P et Q, qu’on fait agir sur 
le corps, fait avec la normale un angle plus grand que ¢. 

Coulomb a mesuré ® et ¢ a Vaide @une disposition expérimen- 
tale (chariot tiré par des poids croissants) permettant de réaliser 
les conditions précédentes; il a trouvé les trois lois suivantes : 

1° Le frottement au départ est indépendant de l’étendue des 
surfaces en contact; 

o° I dépend de leur nature ; 

3° Hest proportionnel ala composante normale de la réaction ou, 
ce qui revient au méme, ala composante normale de la pression. 


Le rapport constant f du frottement au départ ® avec la réac- 
tion normale N ou la pression normale P s’appelle coefficient de 
Jrottement : 


/ 


\ 
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L’angle de frottement o est alors donné par 


tango = f; 


{ 


Vangle 8, tant que l’équilibre subsiste, est moindre que 9. 
Par exemple, si le corps et la table sont en métal sec, on a 


/ 


VOLO O = 10°46. 


Remarque. — Nous avons dit plus haut qu’il faut appliquer la~ 
force Q aussi prés que possible du plan. Voici la raison de cette 
restriction : si la force Q était placée trop haut, avant qu’elle 
attergne la valeur limite ® produisant le glissement, la résultante 
de Q et P pourrait tomber en dehors de la base du corps; elle ne 
serait plus détruite et le corps basculerait. 


191. Equilibre des solides naturels avec frottements. — 1° Un 
point de contact. — Considérons un. corps S reposant sur un 
autre 5S’ qu'il touche par une portion de surface trés petite que 
nous supposerons réduite aun point A. La réaction R de S! sur S 
se compose (fig. 124) dune réaction normale N et dune réaction 


tangenticlle Fy dont la direction est inconnue et dont le maximum 
est f/N; langle 8 de R avec N est donc moindre que l’angle de 
frottement 9. Pour que le corps S soit en équilibre, il faut qual 
y ait équilibre entre les forces directement appliquées au corps 5 
et la réaciion R, ou encore que les forces appliquées au corps 
aient une résultante unique égale et directement opposée a RK, 
cest-a-dire : (a) passant par le point A; (0) dirigée de facon a 
appuyer S sur 5S’; (c) faisant, avec la normale AN, un angle 
moindre que langle de frottement. 


304 DEUXIEME PARTIE. — STATIQUE. 


Ces conditions nécessaires sont suffisantes, car, si elles sont 
remplies, on peut supposer la résultante des forces directement — 
appliquées transportée au point A, et la décomposer en deux | 
- forces, Pune normale P et Vautre tiedanielle Q, sous laction — 


desquelles le glissement ne se produira pas, car, langle de la 
résultante avec la normale étant moimdre que 9, on a (fig. 123). 


Reh Oe PS, 


et la composante tangentielle est plus petite que le frottement au | 
départ. | 

Si Pon considére le cone de révolution C d’axe AN engendré 
par une droite AD faisant avec AN langle 9, il faut et il suffit 
pour l’équilibre que les forces admettent une résultante passant 
par A et située dans le cone C. 

On peut conclure aussi du raisonnement précédent que toute 
force appliquée au corps S qui passe par le point A et dont la 
direction fait avec la normale un angle moindre que 9, c’est-a-dire 
est dans Vintérieur du cone C, est détruite par la réaction de S’, 
car on peut décomposer cette force comme on vient de l’expliquer. 


2° Plusieurs points de contact. — Imaginons un solide S 
reposant sur plusieurs solides S,, So, ..., Sp par des points Aj, 
Ay, s =") Ap tes. coefficients. de frottement.sur S455,» Og 
étant f1, fo, ---, fp et les angles de frottement 9, 92, ..., op; 
le solide S étant sollicité par des forees données F,, Fs, ..., Fy, 
cherchons les conditions d’équilibre. La réaction de S, sur S est 
une force R, appliquée au point A, et faisant avec la normale N, 
un angle moindre que l’angle de frottement 9,, c’est-a-dire située 
dans le céne C, de sommet A,, d’axe N, et d’angle g,. Pour qu'il 
y ait équilibre, il faut et il suffit que le systéme des forces données 
I’,, F.,..., F, soit tenu en équilibre par un systéme de réactions 
R,, Rs, ..., Rp satifaisant aux conditions précédentes, c’est- 
i-dire que le systéme des forces données soit équivalent a un 
systéme de forces — R,,— Re, ..., — Rp passant respectivement 
par les points A,, As, ..., Ap et situées «dans les cénes, C,, 
C., ..., Gp. Ces derniéres forces seront toutes détruites par les 
réactions des surfaces S;, So, .4.,-Sp- 
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3° Infintté de points de contact. — Sile corps S touche cer- 
tains des corps fixes suivant des aires d’étendue finie, il faut et il 
suffit que le systéme des forces F,, F., ..., F, soit équivalent a 
im systéme de forces en nombre quelconque rencontrant les aires 
de contact et faisant, ayec les normales aux points de rencontre, 
des angles moindres que les angles de frottement correspondants. 


Remarque. — Ces conditions s’expriment analytiquement par 
des inégalités : ily a, en général, une infinité de positions d’équi- 
hbre formant des ensembles continus. 


192. Corps pesant reposant sur un plan par plusieurs points et 
sollicité par une force unique F. — Pour que le corps soit en équilibre, 
il faut et il suffit : 


1° Que la force F soit dirigée de fagon a appliquer le corps contre le 
plan ; 

2° Quelle fasse avec la normale au plan un angle moindre que l’angle 
de frottement ¢; 

3° Quelle perce le plan a Vintérieur du polygone de sustentation défint 
comme au n° 412. 


Ces conditions sont nécessaires : en effet, soient, comme au n° 412, 
Ay, As, ..., A,» les points de contact du corps avec le plan, et soient 
R,, Ro, ..., Rp les réactions du plan en ces divers points. Si lon imagine 
un axe Oz normal au plan du coété ott se trouve le corps, toutes ces réac- 
tions sont situées de ce cété du plan et font avec Oz des angles moindres 
que o. L’ensemble des forces Ry, Re, ..., Rp, et F Gtant en équilibre, les 
réactions R,. ..., R, ont une résultante unique égale et directement 
opposce a TF. Or la résultante générale des réactions est évidemment 
dirigée par rapport au plan du cété-de Oz et fait avec Oz un angle 
moindre que ¢; la force F est done dirigée en sens contraire et fait avec 
Oz-un angle moindre que 9. Pour voir que la troisiéme condition est 
nécessaire, prenons un coté quelconque A;A, du polygone de sustentation ; 
la somme des moments des forces Ry, ..., Rp et F par rapport a ce cété 
doit étre nulle; les forces Ry, ..., Rp ont toutes des moments de mémes 
signes par rapport a ce cété; la force F devant avoir un moment de signe 
contraire doit percer le plan en un point A qui est, par rapport au cété 
A; Ax, du méme codté que les autres points d’appui : ce fait ayant lieu pour 
chaque cété du polygone de sustentation, A est dans ce polygone. 

Ges conditions nécessaires sont suffisantes; en effet, si elles sont rem- 
plies, on peut toujours décomposer F en forces paralléles et de méme 
sens appliquées aux points d’appui A;, ..., Ap; ces composantes sont 
toutes détruites par la résistance du plan. 


APPELL. — I. 20 
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193. Echelle. — Soit une échelle AB appuyée sur un sol horizontal et 


contre un mur vertical; supposons la ligne médiane de échelle: situé ( 
dans un plan perpendiculaire au sol et au mur (fig. 125), plan que meat 


prenons pour plan de la figure. | 
Appelons G le centre de gravité de échelle et d’une personne placé) 


Fie. 125 
§. 1206 


~sur l’échelle dans une position variable, et cherchons les conditions d’équi- 
libre, en supposant que les coefficients de frottement en A et B sont ¢gaux 
A une méme quantité f et, par suite, les angles de PO eas égaux 2 un 
méme angle 9. 

Tout d’abord, si échelle fait avec le mur un angle $% moindre que 
Vangle de frottement ©, l’équilibre subsiste, quelle que soit la position 
de G. En effet, on peut toujours, aprés avoir transporté le poids total P 
appliqué en G en un point de sa direction, le décomposer en deux forces, 
Pune dirigée suivant DB normalement au mur, autre suivant DA faisant 
avec la normale AN au sol un.angle DAN moindre que 6 et, par suite, 
moindre que langle de frottement; ces deux composantes sont détruites. 

Supposons maintenant que langle de I’échelle avec le mur soit supé- 
rieur a Vangle de frottement ¢. Comme le poids et les deux réactions du 
mur et du sol doivent se faire équilibre, ces trois forces sont concouraites 
-et se trotvent situces dans le plan de la figure. Menons en A et B les nor-— 
males AN et BN au mur et au sol, puis deux droites AKM et ALQ faisant 
avec AN langle 9, et deux droites BQ et BL faisant avec BN langle 9. Ces 
quatre droites, qui sont les traces, sur le plan de la figure, des cénes con- 
sifdlérés dans le cas général, forment un quadrilatére MQLK. Les réactions 
du mur et du sol faisant avec les normales des angles moindres que 9, leur 
point @intersection est dans lintéricur du quadrilatére MQLK: le poids P, 
c'est-a-dire la verticale de G, devant passer par ce point d’intersection, 
cette verticale doit traverser l’aire du quadrilatére pour que Véquilibre 
puisse exister. Cette condition est alors suffisante; car si la verticale de G 
traverse cette aire, en prenant un point D sur cette verticale daus Vinté- 
vieur du quadrilatére, on peut supposer le poids P transporté en D et le 
décomposer en deux forces dirigées suivant DA et DB, qui seront détruites 
par les réactions du mur et du sol. 
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Bevan OA et OB pour axes Ow et Oy, en appelant a et © les dis— 
tances OA et OB. Le point M le plus prés du mur, étant a Vintersection 
des deux droites 


BM SES eg a, cee RS eR Gh ne y—b= xf, 
Gp 
SAN SEN 0) EAE 8 lake of arity /eniet 8 {tk Laie ictien ‘outed ae) weatisi is Cea y ae 


a pour abscisse 


‘ ae sire a chess E , ‘ 
uantilé positive, car est supposé supérieur a /, langle 8 étant supé- 
/ 


rieur a 9, Pour quwil y ait équilibre, il faut et il suffit que Vabscisse & du 
centre de gravité G soit supérieur a x. Soient m la masse de l’échelle et 
my, la masse dela personne placée sur l’échelle a4 une distance a, du mur: 
on a, en écrivant que — est supérieur a 2, 
a 1 
Mm my ry 


2 Ae. a— bf 


ea pony! 
m+ ney 1+ f? 


ce qui peut donner une limite inférieure pour a. Pour que la stabilité 
soit assurce, quelle que soit Ia position de la personne, il faut et il suffit 


‘qu 7on ait 


a 
NU 


2 a bf 
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. , . eitints a 
formule déterminant la valeur limite de Vangle @, dont la tangente est ie 


194. Corde enroulée sur la section droite d’un cylindre. — Suppo- 
sons une corde enroulée sur la section droite d'un cylindre convexe sur 
lequel elle glisse avec frottement, le coefficient de frottement étant f. Le 
contact a lieu suivant l’are AB (fig. 126); la corde est tirée a ses deux 
extrémités Mo et M, par des tensions To et Ty, T,> To; cherchons la 
condition d’équilibre, en supposant que la corde soit sur le point de glisser 
dans le sens AB; nous trouverons ainsi la limite supérieure que ne doit pas 
dépasser T, pour que l’équilibre subsiste. Soient s Pare AM; ds un élé- 
ment placé en M; Nds la valeur absolue de la réaction normale du 
eylindre qui est dirigée vers Vextéricur; fNds la valeur absolue de la 
réaction tangentielle qui est dirigée dans le sens MA. On a, d’aprés les 
équations cee de Véquilibre d’un fil, 

—fN = 0, Ee —N=0; 
i 0 ‘ 


car la valeur de la réaction, estimée suiyant la normale principale, 
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est —Nds et, suivant la tangente M¢#, dans le sens des ares croissants, ) 
-~f{Nds. L’élimination de N donne | 


& 4 ee Eee i 


« désignant l’angle de la tangente M¢ avec la tangente fixe TyMo, car p a 


ds ED ; : i 
pour valeur an Donc, en intégrant depuis le point My jusqu’en My et 
ay, 


appelant 0 langle des deux tangentes extrémes ou son égal Pangle AOB, 
des normales extrémes, 


Log T; — Log Ty = f9, T, = Tye. 


Telle est la limite supérieure que T; ne doit pas dépasser pour qu’il y ait 
équilibre, Si la corde est enroulée plusieurs fois sur le cylindre, 6 peut 
étre supérieur a2 27x. Cette formule montre qu’avec une tension petite Ty 
on peut faire équilibre 4 une tension considérable T;, en supposant 0 
suffisamment grand. (Porsson, 7raité de Mécanique, § 308.) 

On trouvera d’intéressants exercices dans un Ouvrage anglais de Jellett. 

195. Frottement de glissement pendant le mouvement. — Dans 
le cas du mouvement, le frottement est parfaitement déterminé. — 
Supposons qu’un solide en mouvement terminé par une surface S 
soit en contact avec un solide S’ par un point A; sil y a frotte- 
ment, la réaction de S’ sur S se décompose en deux forces : Pune 
normale N, qui se nomme réaction normale, et l'autre tangen- 
tielle I’, qui est la force de frottement, assujettic aux trois lois 
suivantes : 


i) 


1° La force de frottement est dirigée en sens contraire de la 


vitesse relative du point matériel A par rapport dS’; 
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2° Elle est indépendante de la grandeur de cette vitesse ; 
3° Elle est proportionnelle a la réaction normale : F a= ft Ni Ce 
coefficient / est le coefficient de frottement au départ. 


) x RINE . . e 
D’aprés des expériences de Hirn, ces lois sont applicables, sur- 
tout dans le cas de frottements immédiats (ceux ou les surfaces 
frottantes sont séches). Elles doivent étre modifiées si les surfaces 


i ; ae econ 
sont séparées par une matiére onctueuse; le rapport y dépend 
alors de la vitesse et de N. (Voir Comptes rendus, t. XCIX, 
ps.Q00:..) 


196. Frottement de roulement au départ et pendant le mou- 
vement. — Nous avons défini plus haut (n° 188), d’une maniére 
générale, les couples qui représentent la résistance au roulement 
et au pivotement. Prenons le cas simple d’un cylindre. Lorsqu’un 
cylindre peut rouler et glisser sur un plan, on tient compte, dans 
le calcul, de la défofmation des solides et des vibrations des molé- 
cules de la fagon suivante. Négligeons l’étendue de la déformation 
et exprimons-nous comme si le cylindre était en contact avec le 
plan suivant une génératrice A. Supposons, en outre, qu’on fasse 
agir sur le cylindre des forces situées dans le plan de la section 
droite prise pour plan de la figure. Faisons la réduction de ces 


forces au point A : nous obtendrons une résultante unique AR 
appliquée au point du cylindre qui est en A, et un couple résul- 
tant G dont l’axe AG est perpendiculaire au plan de la figure. 
Décomposons AR (fig. 127) en deux forces : l'une, AP, normale 
au plan; autre, AQ, paralléle au plan. La force Q tend a faire 
glisser le cylindre; le couple G tend a le faire tourner autour de 
la eénératrice de contact, c’est-a-dire a le faire rouler sur le plan; 
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car, dans le roulement, cette génératrice est axe imstantané de 
rotation. : 

Imaginons d’abord le couple G nul; alors il pourra se produire 
uniquement un-glissement; pour que ce glissement n’ait pas lieu, 
il faut et il suffit que 


(1) | ‘ On Py, 


f étant le coefficient du frottement.de glissement. Supposons 
cette condition remplie, puis ajoutons un couple AG dont l’axe 
est normal au plan de la figure. S’il n’y avait aucune résistance au 
roulement, ce couple, si petit qu'il soit, ferait rouler le corps 
lexpérience montre quil n’en est pas ainsi et que le roulement 
ne se produit pas tant que le moment G du couple est inférieur a 
une certaine limite 


(2) Gees 


dans laquelle P désigne, comme plus haut, la eomposante normale 
de la force R et 6 un certain coefficient linéaire qui se nomme 
coefficient du frottement de roulement. D’aprés Coulomb et 
Morin, ce coefficient 6 est indépendant de la force R et du rayon 
de courbure de la section droite du cylindre roulant, du moins 
dans de certaines limites. 

Ce coefficient 6 étant connu, on voit que les conditions d’équi- 
libre du cylindre sur le plan sont données par les deux équa- 
tions (1) et (2), exprimant, lune qu’il n’y a pas de glissement, 
Pautre quwil n’y a pas de roulement : le plan développe alors une 
réaction composée d'une force unique R’ égale et opposée a R et 
dun couple G’ égal et opposé a G. Cela s’explique parce que, le 
contact se faisant en réalité sur une étendue finie autour du 
point A, en réduisant les réactions du plan en A, on aura une 
force et un couple. Ce couple G' est le couple du frottement de 
roulement. 

On peut encore présenter ce résultat comme il suit: pour 
exprimer qu’1l y a équilibre, il faut exprimer que les forces, direc- 
tement appliquées au eylindre (supposées situées dans un plan 
de section droite), sont tenues en équilibre par une force nor- 
male N (égale et opposée a P), une force tangentielle F (égale et 
opposée a Q), appliquées en A, et un couple de moment G! et 
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axe paralléle aux génératrices, avec les conditions dinégalité 
Fan, G’< N6. 


fl peut se faire que lune des conditions (1) ou (2) soit remplie 
et pas lautre : alors, au premier instant, le cylindre roule sans 
glisser ou glisse sans rouler. Si aucune des deux conditions n’est 
remplie, il y a a la fois roulement et glissement, en ce sens que 
le déplacement élémentaire du cylindre est le déplacement résul- 
tant d’un glissement et d’une rotation autour de la génératrice de 
contact. 

Une fois le cylindre en mouvement, on admet que, s‘il y a rou- 
lement, la réaction du plan s’opposant au roulement atteint cons- 
tamment son maximum, de sorte que, pendant le roulement, le 
couple représentant le frottement de roulement est égal constam- 
ment a No, N désignant-la composante normale de la réaction du 
plan, de méme que, s'il.y a glissement, la composante tangen- 
tielle f° de la réaction est constamment égale a Nf (n? 195). Sil y 
a, ala fois, roulement et glissement, il faut introduire simultané- 
ment les deux frottements. Dans ce cas, on néglige habituellement. 
le frottement de roulement. 


197. Frottement de pivotement. — On peut admettre, dans les 
cas les plus simples, que, dans l’équilibre, le moment du couple — 
du frottement de pivotement est moindre que ¢N, ¢ étant un 
coefficient linéaire analogue a6. Dans le mouvement, ce moment 
est égal 4 2N. Nous renverrons, pour une étude détaillée du 

_frottement de pivotement, a la Thése de Doctorat de M. Léauté 
(Paris, 1876). 


EXERCICES. 


1. Un corps pesant étant posé sur un plan incliné dont on fait varier l’incli- 
maison, prouver que le glissement se produit quand V’inclinaison du plan devient 
égale ou supérieure a Vangle de frottement. 


2. Equilibre de la presse a coin quand on tient compte du frottement des deux 
faces du coin sur les madriers (n° 169, fig. 111). En appelant f le coefficient de 
frottement des deux faces sur les deux madriers, on trouve que, dans le cas 
limite ot le coin commence a glisser, on a 


sina + f cosa 
en SCA Rdslnshtan 4 
cosa — fsina 


P=2R 
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3. Positions d’équilibre d’une barre homogéne pesante AB dont les extrémités 
glissent avec frottement sur deux plans, l'un horizontal, l’autre vertical. (Il faut 
que la verticale du centre de gravité passe dans la partie commune aux deux 
cones de réyolution de sommets A et B ayant pour axes les normales aux deux 
plans, et pour demi-angles au sommet les angles de frottement.) 


4. Dans le probleme précédent, on suppose le point B par lequel la barre s’ap- 
puie sur le plan vertical assujetti a se déplacer sur une verticale du plan; déter- 
miner: 1° les points limites entre lesquels B doit.se déplacer sur cette verticale ; 
>° la courbe a Vintérieur de laquelle doit se trouver le point A pour que l’équi- 


libre ait lieu. 


5. Un cylindre de révolution homogéne pesant est posé sur un plan incliné de 
facon que ses génératrices soient horizontales. On connait le coefficient 6 du frot- 
tement de roulement : quelle valeur minimum faut-il donner a linclinaison du 
plan pour que Je roulement se produise? (On admet dans cet exercice que le 
roulement se produit pour une inclinaison moindre que le glissement.) 


6. Une chaine homogéne pesante est posée sur la section droite d’un cylindre 
de révolution d’axe horizontal, de facon que les.bouts pendent des deux cétés. 
Quelles sont les positions d’équilibre en supposant qu’il y ait frottement? 


TROISHEME PARTIE. 
DYNAMIQUE DU POINT. 


CHAPITRE X. 


GENERALITES. MOUVEMENT RECTILIGNE. © 
MOUVEMENT DES PROJECTILES. 


I. — THEOREMES GENERAUX. 


198. Equations du mouvement. Intégrales. — Nous avons vu 
dans le Chapitre HI que, si un mobile M est en mouvement sous 
Vaction de certaines forces dont la résultante est I’, l’accéléra- 
tion J du mobile et la force F ont méme direction et méme sens, 
et que leurs grandeurs sont liées par la relation 


[Bt ppd le 


m désignant la masse du mobile. C’est en traduisant algébrique- 
ment ce fait que nous avons obtenu les équations différentielles du 
mouvement. "i 

Solent 2, v, 2 les coordonnées du mobile par rapport a trois 
axes quelconques; X, Y, Zles composantes de FI suivant ces trois 
axes; les projections de F sont égales a celles de J multipliées 


par m : on a ainsi les trois équations du mouvement 


2a T? : esas 
(1) mee ZENG, [eens 2 — == L, 


Quand on suppose le point mobile entiérement libre, les forces 
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qui agissent sur lui sont, dans le cas le plus général, des fonctions: 


de sa position, de sa vitesse et du temps : les projections X, Y, Z 


, p Ax 
de la résultante sont done des fonctions données de x, 4, z, Tr 


dy dz ‘ Lushaee ; 
Tk a ett, c’est-a-dire de x, y, 5, £,' y', 2’ et t, en employant 


la notation de Lagrange pour désigner les derivees “2 = 2 
d ud 8 8 Pp s SOE pre. 
Les équations (1) forment alors un systéme de trois équations 


différentielles simultanées du second ordre, définissant 7, y, 3 en 


fonction de ¢. On peut remplacer ce systéme par un systéme de 


Six équations simultanées du premier ordre 


dx a dy : OPEN a 

i iene die? Cen 
oe ak Co dy ay dz’ 
at am bE ae, én 


définissant les six variables x, y, z, x’, y', s' en fonction de t. 
Les intégrales générales de ces équations contiendront six cons-— 
tantes arbitraires ; elles seront de la forme 


a © Ct, Ci, Cs, Cs, (oe Cs, Cg }; 


ae, U(Z, Cy, Co, Cs, C;, Cs, Cs), 
= w(t, Cy, Cz, C3, Cy Cs, Cg), 


(2) 


S 
| 


ey 
\ 


d’ou Von déduit 


I 


— 
ve 
= 


[e od ai Bree A ACI 
LOS aT POR RIP 
as w(t, (ye stey Ce), 


I 


o', ', wo’ désienant les dérivées de o, UW, o par rapport a 0. 
Anam 5 oe See) . 


Dans chaque probléme particulier, les constantes arbitraires 
doivent étre déterminées a l'aide des conditions initiales. On se 
donne la position da mobile a Vinstant ¢ = ¢, et sa vitesse : il faut 
alors déterminer C,, Cy, ..., Cy de telle facon que, pour t = fo, 
a“; y, = prennent des valeurs données d’avance x9, Vo, 30 et x 
y', 3' des valeurs données x), y,, 34. Pour que cette détermina- 
tion soit possible, quelles que soient les valeurs initiales données 
pour LV, 2, x', y', 2', il faut que l’on puisse résoudre, au moins 
théoriquement, le systéme des six équations (2) et (3) par rapport 
a C,, Cy, ..., Cy, c’est-a-dire que ces équations (2) et (3), dans 
lesquelles C,, C., ..., Cy sont regardées comme des inconnues, 
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ne solent ni incompatibles, ni indéterminées. On en tirera alors, 
pour ces six constantes, des valeurs de la forme 


(4) Gre h(E Gla Sy Ly Wide) (Helen aM ORTEGA 


qui donneront immeédiatement les valeurs numériques des cons- 
tantes quand on donnera les valeurs initiales de x, y, 2, 2’, Lee 

On admet que : @ des conditions tnitiales données correspond 
wn seul mouvement. Ce fait, que nous vérifierons sur tous les 
exemples qui seront traités, résulte du théoréme de Cauchy, tant 
que X, Y, Z sont des fonctions réguliéres de x, y, z, 2, y', 3') ¢; 


iy 


si les six constantes arbitraires sont %o,.Vo) Zo: Lor Vor Sor OD peut 

résoudre les intégrales par rapport a ces constantes. Mais on 
ladmet dans tous les cas qui se rencontrent dans les phénoménes 
naturels. Par conséquent, si on trouve par des considérations 
quelconques un certain mouvement possible, c’est-a-dire satis- 
faisant aux équations du mouvement et aux conditions initiales, 
ce mouvement est celui que prendra réellement le mobile. 

199. Intégrales premiéres. — On appelle intégrale premiere 
des équations du mouvement une équation entre é, x, y, =, 2", 
y, = et une constante arbitraire qui se trouve satisfaite en vertu 
des équations du mouvement, quelles que soient les conditions 
initiales 

DiGi syle r Yt Gites a1 OF 
On peut toujours imaginer cette Equation résolue par rapport aC 
et ’écrire . 
(5) Giec) (CASIC ONT VRS ae Ny ANS 
Voici comment on vérifiera immédiatement quwune relation de 
“cette forme est une intégrale premiére : en différentiant par rap- 
port a ¢, on aura 


OL ROOF a OF 
ot tag. Y Oy 


Of ap da | of diy. af ats 


T 7 a T 7 == QO 
Of | Ox de dy' at? Oz’ ut? , 


Wee 


ou, en remplacant les dérivées secondes de x, y, = par leurs 
valeurs tirées des équations du mouvement, 


ORME OT) LEONE rd ayaht 
Ot vane ay EO gain Muy 


‘ 
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Cette derniére relation ne contient plus que les quantités ¢, 2, 
y, 5, x, ¥’/, 2’, et, comme elle doit avoir lieu quelles que soient 
les conditions initiales, c’est-a-dire quelles que soient les valeurs 
attribuées A toutes ces quantités, elle devra étre idenuquement 
vérifiée. 

L’utilité pratique d’une intégrale premiére, au point de vue de 
Vintégration des équations (1'), est de diminuer d’une unité le 
nombres des inconnues. La ree (5) permet en effet d’exprimer 
une des inconnues 2, y, 3, 2’, y’, 3’ en fonction des autres et 
de ¢. 

Plusieurs intégrales premicéres, 


c' = fils, L,Y, Lian git z'), 
He Fath GV ae 


(6) 


sont distinctes quand on ne peut pas éliminer entre elles toutes 


les quantités 7, y, z, 2’, y', 3’ : si cette élimination était possible, 


elle conduirait a une relation entre les constantes C’, C”,..., C™, 
relation qui évidemment ne pourrait pas contenir la variable indé- 
pendante. ¢ qui est arbitraire. Il résulte de la que le nombre des 
intégrales premiéres distinctes qu’on peut trouver est égal & six; 
car, v étant aa a ° on pourra toujours éliminer les six 
quantilés LVS, ae ys Br 

Si l'on connait y intégrales premiéres (6) on peut diminuer de y 
le nombre des inconnues 2, y, 2, x’, y', ' dans les équations (1’) : 
on peut en effet, des relations (6), tirer vy de ces inconnues en 
fonction des 6 — y autres et de ¢. 

Par exemple, les six équations (4), obtenues en résolvant les 
intégrales générales des équations du mouvement par rapport aux 
constantes arbitraires, forment six intégrales premiéres distinctes. 

Réciproquement, si l’on posséde six intégrales premiéres dis- 
tinctes telles que (5), Pentier y étant égal a 6, ces équations 
résolues par rapport a x, y, z, x’, y', s’ fourniront les intégrales 
générales des équations du mouvement. 

Des considérations analogues s’appliquent au mouvement d’un 
point sur une courbe ou sur une sucface : elles se présenteront 
plus loin. 
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Nous renverrons, pour la question d’ Analyse qui se présente 
ici, A notre Cours d’ Analyse al’ Ecole Centrale, Chapitre XXII 
(Gauthier-Villars, éditeur). 


200. Equations intrinséques (Euler). — Prenons sur la trajec- 
toire une origine O des ares; le mouvement sera défini sur cette 
courbe si l’arc OM =s est connu en fonction de ¢. Menons la 
tangente MT (fig. 128) du cété des arcs positifs. Nous convien- 


Fig. 128. 


N 


drons de compter la vitesse positivement si le mouvement se fait 
dans le sens MT, et négativement dans le cas contraire ; la vitesse 


sera en grandeur et signe 
- d 
Ss 


PA ad e 
dt 


Soit J Vaccélération du mobile; on sait que les projections de 
cette accélération sur la tangente et la normale principale sont 
respectivement (n° 41) 


et que sa projection sur la binormale est nulle. Comme le segment 
représentatif de la force est égale au segment représentauif de 
Vaccélération multipliée par la masse, on a, en appelant I, F’,, I 
les projections de F sur la tangente, la normale principale et la 


binormale, 


dp d?s a m2 
Pe) sd ie ; p= 0% 


dt dt 


Ces trois équations forment un systéme équivalent aux trois équa- 
tions du mouvement. Comme fF, est toujours positif et Fy nul, 


\ 
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on voit que la force est toujours située dans le plan oseulateur de 
la trajectoire du cété de la concavité. 

Si la force est constamment normale a la trajectoire, F,—= 0, la 
vitesse est constante et la force varie en raison inverse du rayon 
de courbure. 

Si la force est constamment tangente a la trajectoire, on a 


phd oe ; BE eee 
F,=m— =o, et, comme eo n’est pas nul, o reste’ infini,;¢’est- 


' 
a-dire que Ja trajectoire est rectiligne. 

On peut faire d’intéressants rapprochements, déja signalés par 
Mac-Laurin, entre ces équations et celles de )’équilibre des fils. 
Mobius en a indiqué un grand nombre dans sa Statique, ainsi 
qu’Ossian Bonnet, dans le Tome IX du Journal de Mathéma- 
tiques, et Paul Serret dans sa Theorie nouvelle des lignes a 
double courbure (Mallet-Bachelier, 1860). ( Vorr les Exercices. ) 

Nous allons établir maintenant des théorémes qui, dans beau- 
coup de cas, permettent de trouver des intégrales premiéres. 


201. Quantité de mouvement. — On appelle quantité de mou- 
vement d’un point M un vecteur MQ, qui a méme direction et 
méme sens que la vitesse et dont la longueur est égale au produit 
de la vitesse par la masse : mV (fig. 129). Les projections de la 


=_ 


Big. 129. 


: . : ax dy rds 2 
vitesse sur les trois axes étant —, —-, —, celles de la quantité 
at~ deat 
de mouvenent sont 
tater dy dz 
(M mm —— he Bia as 
a) dt dt’ Ne? 


les moments de la quantité de mouvement par rapport aux trois 
axes sont de méme 


4 ees dy dx dz dy d 
OG Wiad) te ys ; s— — Se Tate asaey 
( ea (, dt dt ) m( dt "dt } GR ice (. di 4 a) ‘ 


CHAPITRE X. — GENERALITES. MOUVEMENT RECTILIGNE. 319 
de sorte que le moment de Ia quantité de mouvement par rapport 
au point O est un vecteur OG! (fig. 129), ayant pour projections 
les trois quantités ci-dessus. 

\ 


202. Théoréme de la projection de la quantité de mouvement. 


al premiére des équations du mouvement peut s’écrire 
( 


re dx é 
di (m =) = ». Gs 


comme l’axe des & est arbitraire, cette équation exprime que : | 


1 . 7. 3 C 
La dérivée par rapport au temps de la projection de la 
quantité de mouvement sur un axe est égale a la somme des 
projections sur le méme axe des forces appliquées au mobile. 


En particulier, si la somme des projections des forces sur un 


axe Gst constamment nulle, ce théoréme fournit une intégrale 


premicre. En effet, en prenant cet axe pour axe Ox, on a 


d ; dx ders dx a8 A 
rata dt = 0, MN = th, 


if 
la valeur de la constante A étant la projection sur Ow de la quan- 
tité de mouvement initiale. En intégrant de nouveau, on a 


ma = At AP; 


la projection du mouvement sur Ox est un mouvement uniforme. 


Exewrere. — Korces paralléles. — Quand la force F est paral- 
léle A une direction fixe, la trajectoire est dans un plan paralléle 
a cette direction. En effet, en prenant pour axe Oz une paralleéle 
a la direction de la résultante F, on aX =0, Y=o. Done 

dx dy 
Hive IA mm = B. 
dt i 
Ady —Bda=o0, Ay—Bae=C, 
équation d’un plan paralléle a Vaxe Os. Ce plan, dans lequel se 
fait le mouvement, est déterminé par les conditions initiales 
e’est le plan mené par la vitesse imitiale pa allélement a la direc- 


tion constante de la force. 
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203. Théoréme du moment de la quantité de mouvement. Prin- 
cipe des aires. — On peut aussi, des équations du mouvement, 
déduire un théoréme analogue au précédent relatuf aux moments 
des quantités de mouvement. Les deux équations 


d?x r da? 
NG 1 —— 
“dl z dt? 
fournissent la combinaison 


dy ae 


qu’on peut écrire 


c’est-a-dire : 


La dérivée par rapport au temps du moment de la quantité 
de mouvement, par rapport a un axe (Vaxe Oz), est égale au 
moment de la resultante des forces par rapport au méme axe. 


Ce théoréme donne une intégrale premiére des équations du 
mouvement dans le cas ot 2 Y—yX est nul, c’est-a-dire quand 


‘ Vig. 130. 


la résultante des forces appliquées au point matériel est cons- 
tamment dans un méme plan avec l’axe Os. Cette intégrale est 
Ne dy ‘dz ee 
dee elt are 


elle a une interprétation géométrique trés simple. Soient, en effet 


(fig. 130), P la projection du mobile M sur le plan des xy et Py 


£ 
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la position initiale de cette: projection; considérons le secteur 
limité par la projection de la trajectoire et les deux rayons OP,, 
OP; en appelant S la surface de ce secteur compté positivement 
awe le sens positif des rotations autour de Oz, ona 


dS = *(xdy —y dx); 
% 


Péquation précédente devient donc 
dou, en intégrant, 


autrement dit : V’aire S est proportionnelle au temps employé a 
la décrire. On dit alors que le théoréme des aires s’applique a la 
projection du mouvement sur le plan Oy. 
La constante des aires, C, qui entre dans la formule précédente, 
est le rapport du able de aire balayée par le vecteur OP au 


temps employé a la décrire; elle est déterminée par les conditions 


Osea dy dar 
initiales : st égale a la ve . rend eye 
elle. est égale a la valeur que prend x Bilan eae 


au début du mouvement, c’est-d-dire au moment de la vitesse 
imitiale par rapport a Ox. 

Inversement, si le théoréme des aires s’applique a la projection 
du mouvement sur le plan «Oy autour du point O, la force est 


dy ax 
dans un méme plan avec Oz, car VPéquation x ern sae 
donne, par differentiation, 
adty aa fs 
oo ESO Wot TING NG NOR 
dt? dl? f y 
Exemere. — Vorces centrales. — Supposons ane la résultante I* 


des forces appliquées au point soit centrale, c’est-a-dire que sa 
direction passe constamment par un point fi fixe O. Si l’on prend 
ce point pour origine, le moment de F par rapport a chacun des 
trois axes coordonnés est nul et le théoréme des aires s’applique 
a la projection du mouvement sur chacun des trois plans coor- 
donnés. La trajectoire est dans un plan passant par le centre 


APPELL. — I. 21 
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des forces. On a, en effet, les trois équations 


dy dr C 
GE ste pe 
SB dy 
pe ON es tN 
J dt dt : 
dau dz B 
=p = 
id dt dt 


Multipliant par s, 7, y et ajoutant, on trouve 
Av+-By+Cz=0, 


équation d'un plan passant par le point O. Ce plan est determmne 
par la vitesse initiale et le point O. 


204. Interprétation géométrique des deux théorémes précédents. 
— Menons par l’orizine O un vecteur OR égal et paralléle a la résultante 
des forces appliquées au point ct un vecteur OR’ égal et paralléle a la 
quantité de mouvement du point. Le point R’ a pour coordonnées 


dy . dz 


Les équations du mouvement exprimant le théoréme de la projection de 
la quantité de mouvement sur chaque axe $’écrivent 
dy 


IN BN NY pe ety, 
dt rae dt ip di z, 


équations qui signifient que la vitesse V' du point géométrique W' est a 
chaque instant égale et paraliéle a R (voir fig. 129). 

Soient, de méme, OG le moment de la résultante des forces appliquées 
au point M par rapport au point O et OG’ le moment de la quantité de 


mouvement par Trapport au meme point. Les coordonnées A, go, ¥ du 
point G’ sont 


r PY dx & 
(G‘) Me m(s a oa)? 
g dy dx 
‘ m( di? a)? 


et les projections de OG, 


(G) M=sX—~2Z,  N=a2VY—yX. 
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i 
es 


F Beare Hs een 
Nous venons d’établir léquation ag N; on trouverait de méme 


d Me ad ea Boe? 


7 ) x 

dE Sete CUES a 

équations qui expriment que le point G' posséde, a chaque instant, une 
_ vitesse V" égale et paralléle &@ OG; ce qui confirme Vanalogie entre les 
deux théorémes précédents. 

Par exemple, si la résultante des forces agissant sur le mobile passe par 
le point fixe O, les quantités A, uw, v sont constantes, le segment OG’ est 
fixe pendant le mouvement. Nous avons vu que la trajectoire est alors 
plane; elle est dans un plan perpendiculaire a ce segment OG, 


205. Théoréme des forces vives. — Reprenons les équations 


du mouvement 


ax ay as 


ays See frat Nite m—— =f, 


et ajoutons-les membre a membre aprés avoir multiplié la pre- 
miére par dx, la deuxiéme par dy, la troisiéme par dz; il vient 


2 2 25 
m( Sad ad aie 


wee dy 4 


dt? dl? 


0S We ei Yd Lada: 
ae) Shy Vidya - 


en remarquant que le carré de la vitesse est 


p(y a) be 
om (2) (2) (4). 


on peut écrire cette équation 


mov? 


(1) d 


=Xdx+Ydy—+—-Zdz. 


2, 

On appelle force vive, le produit de la masse par le carré de 

la vitesse mv?; Véquation ci-dessus s’énonce alors de la facgon 
suivante : 


La différentielle de la demi-force vive, pendant Vintervalle 
de temps dt, est égale au travail élémentaire de ia résultante 
des forces agissant sur le mobile pendant le méme intervalle. 


Le second membre de Péquation 
Xdx+-Ydy+Zdz 


est, en effet, le travail élémentaire de la force X, Y, Z correspon- 


\ 
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dant au déplacement réel dz, dy, ds que subit le mobile pendant 
le temps dt; on peut, comme nous l’ayons yu (n° 77), remplacer 
le travail de la résultante X, Y, Z des forces appliquées au point 
par la somme des travaux des composantes. 

L’équation (1) résulte aussi immédiatement de la premiére des 
équations intrinséques du mouvement 


dp 
m—'=F,. 


dl 


eee , ds 
Multipliant par ds et remplagant 7, par v, ona 


équation dont le deuxiéme membre est le travail élémentaire de F 
correspondant au déplacement ds. 

Si Von intégre l’équation (1) depuis l’instant ¢) Jusqu’a ¢, on a, 
en appelant 9 la vitesse a linstant fo, 


mo? mo? 


t 
(ay aah Xdx + Ydy +2Ldz: 


tar 


2, Dy 
d’ou ce théoréme : 


La variation de la demi-force vive du point, pendant un 
intervalle de temps quelconque, est égale au travail total des 
Jorces appliquées au point pendant le méme intervalle. 


_ Aw point de vue de Pévaluation du travail, total, il faut distin- 
guer trois cas, comme nous l’avons montré dans le Chapitre. LV : 

1° Dans le cas le plus général ot X, Y, Z dépendent de x, y, z, 
xv, y', 3, ¢, il faut, pour évaluer le travail total, connaitre les 
expressions de x2, 7, z en fonction de ¢, c’est-a-dire le mouve- 
ment. : 

2° Dans le cas ot X, Y, Z dépendent de x, y, s seulement, il 
suffit, pour évaluer le travail total, de connaitre la trajectoire du 
mobile entre la position My quil occupe a linstant ¢) et la posi- 
tion M quwil occupe a Vinstant ¢. 

3° Enfin, sila résultante.X, Y, Z ne dépend que de la position 
du mobile et dérive Cune fonction de forces U(x, y, =), 


Xdz4-Ydya-Tdz= aU (2, y, 2), 
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on peut évaluer le travail total en connaissant uniquement les 
deux positions M, et M. Dans ce cas, le theoréme des forces 
vives fournit une intégrale premiére : on a, en effet, en inté- 
erant le deuxiéme membre de l’équation (2), 


my mee 


= U(2, y, 3) —U(m, Noy Fo) 


2 2 
ou 
mo2= 9[ U(x, y, 5) +h], 


: es nears mee 
h désignant la constante arbitraire —* 


: == U(%,) 03730) 1 Cetle 
constante se nomme constante des forces vives. D’aprés cette 
équation, la vitesse du mobile redevient la méme chaque fois que 
U(a2, y, 2) reprend la méme valeur. Si U(z, y, z) est une fonc-. 
lion uniforme de #, y, s, on peut dire que la vitesse du mobile 
redevient la méme, quand le mobile revient sur la méme surface 


de niveau U(z, y, 5) = const. Quand la fonction U est a détermi- 
nations myltiples, comme, par exemple, U(x, y, zs) = arc tang z, 
la vitesse ne redevient pas nécessairement la méme quand le point 
revient sur la méme surface de niveau, car, sur une surface de 
niveau déterminée, U (x, y, Z) et, par suite, le travail total prennent 
des valeurs différentes suivant le chemin suivi (voir n° 82). 


206. Baemples. — 1° Considérons un point pesant entiérement libre, 
mobile dans Je vide. Si nous prenovs un axe Og vertical vers le haut, la 
seule force appliquée au point est le poids dont les projections sont 


N= Oo, Nites ZL=—mg; 


le théoréme des forces vives donne donc 
my? 
d— =— mg dz, 
2 
équation dont le second membre est une différentielle totale exacte, ce qui 
montre, comme nous avons déja plusieurs fois remarqué, que le poids 
dérive d'une fonction de forces. [in intégrant, on ‘as 


=— g(z— 2) ou pr=9o(—gszth). 
Cette équation montre que la vitesse reprend la méme valeur numérique 


chaque fuis que le mobile repasse a la méme hauteur, c’est-a-dire revient 
sur la méme surface de niveau. 


y 
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Plus ES Vee ome: si le mobile était sollicité par une force verticale 


fonction de z, (2) 
ZL = (2), 


on aurait 


ae sc o(syde, ME _ Me ff (2) de; 


or) 


les surfaces de niveau seraient encore des plans horizontaux. Dans tous 
ces mouvements, la trajectoire serait plane (n° 202. ex.). 

2° Considérons un point M attiré par un centre fixe O en raison inverse 
du carré de la distance. La force attractive aura une expression de la 


Mm [2 - 5 aah 
forme a py. étant une constante et r la distance OM. La valeur alge— 
Tv ; 


brique de cette { 


mY. 
he 
ce que nous avons vu dans le n° 84, le travail élémentaire de cette force est 


v ; Pore é 
= cee dr. Le théoréme des forces vives donne donc 


ou s 


é 4 ye ; 
Les surfaces de niveau sont les sphéres \ = const.; la vitesse reprend la 
r 


a 
méme valeur numérique a la méme distance du centre attractif O. 
Plus généralement, si le point M est sollicité par une force centrale 
fonction de 7, dont la valeur algébrique estimée dans le sens OM est 9(7r), 
ona 


2 APA} 2 re 
da Emon(7e gd alee ee as [ o(r)ar. 


3° Considérons un point pesant M attiré par un centre fixe A, en raison 
inverse du carré de la distance et repoussé par un centre fixe A’ propor— 
tionnellement a la distance (fig. 131). Nous prendrons encore un axe Oz 
vertical vers le haut, de sorte que le travail élémentaire du poids sera 
— mg dz; si nous appelons 7 la distance AM, la valeur algébrique de la 


; Means Ae my. 
force attractive F, estimée positivement dans le sens AM, est — elas 


son travail élé 


; enfin, si nous appelons 7” la distance 


MA’, Ja valeur alg‘ brique de la force répulsive F’ proportionnelle a la dis- 
tance est my’r’ et son travail élémentaire mp'7’ dr’. Daprés le théoréme 


: cae : mv? : “a eae : 
des forces vives, la différentielle d —— est égale au travail élémentaire de 
2 
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Ja ra . g A ° ris = Ld * x < ~ 
a résultante des forces appliquées au point M, c’est-a-dire a la somme des 
travaux des composantes, et l’on a 


me2 m 
d—_ =— mg dz — de dr +-muy'r' dr’. 
2, ; r2 


Le second membre de cette expression est une différentielle exacte et il 


x 


existe une fonction de forces; c’est ce dont on était certain a Pavance, 


Fig. 132. 


\ 


apres les théorémes établis dans le Chapitre IV. On a donc en intégrant, 
aprés avoir divisé par 7, 


? f Fee ale tigre 
p2= eee + — +h). 
5 r 2 


La fonction de forces est encore ici une fonction uniforme et la vitesse 
redevient la méme chaque fois que le mobile repasse sur la méme surface 


de niveau 
p. pir? 
8S4 att = const. 
r > 


Ces surfaces sont du sixiéme ordre; elles se réduisent a des sphéres si 
vest nul, c’est-a-dire si l’on supprime le centre attractif A. 


207. Remarque sur Vintégrale des forces vives. —- L’intégrale 


des forces vives 
mo? = 2[U, (2, 7,2) +h] 


montre que le mobile ne peut pas sortir de la région de Pespace 
dans laquelle U(x, y, s) +A est positif, car le premier membre 
est essentiellement positif. Quand cette région ne comprend pas 
tout espace, elle est, en général, limitée par la surface de niyeau 


ayant pour éq uation 
W Ca 2) 10, 


N 
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surface dont la nature dépend de la constante des forces vives, 
c’est-a-dire de la position initiale et de la grandeur, mais non de 
la direction de la vitesse. On cherchera, a utre d’exercice, ce que 
sont ces surfaces pour les exemples traités ci-dessus. 

Cette remarque évidente, dont on trouvera d’importantes appli- 
cations dans des Mémoires de M. Hill (Acta mathematica, t. VILL), 
de M. Bohlin (/bid., t. X), de M. Darwin (/bid., t. XXI, et Math. 
Annalen, t. LI), donne immédiatement le théoréme de Lejeune-. 
Dirichlet sur la stabilité de Péquilibre. 

208. Stabilité de Véquilibre d’un point matériel libre. Démons— 
tration de Lejeune-Dirichlet. — Soit un point libre M(.z, y, =) 
sollicité par des forces dont la résultante (X, Y, Z) dérive d’une 
foncuuon des forces U(x, y, z) : 


oU d OU ips 0U 


See Oye “esol 


Les positions d’équilibre du point s’obtiennent en égalant a zéro 
X, Y, Z, c’est-a-dire en cherchant les maxima et minima de U. 
Si dans une position donnée O du point, la fonction U est réel- 
lement maximum, Véqutlibre correspondant est stable. Pre- 
nons cette position O pour origine et supposons que la foncuon U 
s'annule au point O, ce qui est toujours permis, car, la fonction U 
n’étant déterminée qua une constante additive prés, on peut 
disposer de cette constante de facon que U s’annule en un point 
donné. Pour préciser la notion du maximum, décrivons autour 
du point O une surface convexe S, par exemple une sphére de 
centre O ou un cube de centre O, dont les dimensions sont assez 
petites pour que, dans la surface S et sur la surface, la fonction 
U(x, vy, 5) soit négatice et non nulle, Porigine seule ot la fonc- 
tion devient nulle étant exceptée, 

La surface 5 étant choisie aussi petite qu’on le veut, nous allons 
montrer qu'il existe deux nombres positifs ¢ et y possédant la 
propriété suivante : en plagant le point mobile dans une position 
initiale distante de O de moins de ¢ et lui imprimant une vitesse 
intuale moindre que 4, on obtient un mouvement dans lequel de 
mobile reste a Vintérieur dela surface S. En effet, la fone- 


tion U est, sur la surface S, négative et différente de zéro; on peut 
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done assigner un nombre positif p assez petit pour que, sur la 
surface S, on ait constamment 


esp U+p<o. 


Donnons alors au point M une position initiale My (a, Yo, Zo) a 
Vintérieur de la surface S et imprimons-lui une vitesse initiale 9). 
Dans le mouvement qui prend naissance, on a, d’aprés le théo- 
reme des forces vives, 


mo? i m2 
CO ne —— = Ue (> !— Up}, 


2. 


: \S 


U, désignant la valeur de U au point Mo, valeur négative. Déter- 
minons la position et la vitesse initiale par la condition 


, 2 
(2) MG 
2 


= Usp; 


pour cela, i suffit, par exemple, de prendre 


2 
moe Pp 
< 


’ Ue. 


2 2, 
La premiére inégalité donne pour ¢o une limite supérreure u égale 
Q m ; ; 4 ee: esas : iar ae 
ae Ps, la fonction U étant continue et s’annulant a l’ori- 
gine, il existe un nombre positif ¢ assez petit pour que, la distance 
P : : : D 
OM, étant moindre que ¢, -— U, soit moindre que P. Alors, en 
2 
donnant au mobile, dans l’intérieur de S, une position initiale 
distante de O de moins de < et une vitesse initiale moindre que 
/, on satisfait A Vinégalité (2), et, par suite, d’aprés le théo- 
m 2 pre ; 


réme des forces vives (1), 4 Vinégalité 
(3) — <U+p, 


qui montre que le mobile ne peut pas sortir de la surface 5S; en 
effet, si le mobile arrivait 4 la surface, U + / deviendrait négauf 
et la demi-force vive, qui est une quantité essenuiellement posi- 
tive, deviendrait moindre qu’une quantité négative; ce qui est 
absurde. Le théoréme est donc démontré. Par exemple, si le point 


\ 
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est attiré par O proportionnellement a la distance, O est une 
position d’équilibre stable (n° 90). 

On peut, dans le mouvement obtenu, assigner une limite supé- 
rieure a la vitesse, car U étant aveane daprés la formule (3), 


m2 
est inférieur a p et © ay / 2 


™m 
. i 
Oo anc — Il est probable que la réciproque de ce théo- 
éme est vraie. Si, en un point constituant une position d’équilibre 
ou oU VU 
Ox” ay’ nya 
point, la fonction U soit maximum, |’équilibre correspondant est 
instable, Cette proposition a été démontrée rigoureusement dans 
des cas trés étendus par M. Liapounoff (Journal de Math?ma- 
liques de M. Jordan, 5¢ série, t. TH, 1897, p- 81) et par M. Hada-. 
mard (/bid., p. 364). Mais, si la position d’équilibre considérée 
n'est pas tsolée, il ty arriver qu'elle soit stable sans que U soit 
maximum :; c’est ce qu’a montré M. Painlevé (Comptes rendus, 
. 125, 1904) en donnant l’exemple 


isolée, les dérivées partielles — s’annulent sans que, en ce 


I I 
Us tm(aising —y2— ge). 
2 x 


ot Vorigine des coordonnées est une position d’équilibre stable, 
sans que U soit maximum. 


Remarque. — Lorsquwun mobile sollicité par une force ne 
dérivant pas dune fonction des forces est en équilibre dans une 
certaine position, on reconnait si |’équilibre est stable ou non, en 
étudiant le mouvement que prend le poimt quand on l’écarte infi- 
niment peu de sa position d’équilibre et qu’on lui donne une 
vitesse infiniment petite. 
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209. Quelques cas dans lesquels le mouvement d’un point est 
rectiligne. — 1° Morce de direction fixe. — Si un mobile par- 
tant d’une position M, est sollicité par une force de direction 
fixe, et si sa vitesse initiale Vo est nulle ou paralléle a cette direc- 
tion, la trajectoire est la droite D menée par Mg parallélement a 
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la direction donnée. On peut regarder cette proposition comme 
évidente par raison de symétrie, parce qu’il n’y a aucune raison 
pour que le mobile quitte cette droite D d’un cété ou de l'autre. 
On peut aussi Vétablir analytiquement. Les axes de coordonnées. 
peuvent toujours étre choisis de telle facon que la force soit paral— 


léle a Ox : les projections Y et Z de la force sur Oy et Os sont 
alors nulles, et Von a 


ay ds 
——~ =o0 SK 
; dt? me dt? i 
ott Von déduit 
dy dz 
—_— = — —/ 
dt , dt 22 


a et b représentant les projections de la vitesse initiale sur Oy 
et Oz; mais, cette vitesse étant nulle ou paralléle AO z, a et b sont 
nuls; les dérivées de y et s étant nulles, ces quantités sont cons- 
tanles 


KF FO 3 == Zi, 


et le mobile se déplace sur une paralléle 4 Ow. 


2° Force centrale. — Si un mobile partant de M, est sollicité 
par une force dont la direction passe constamment par un point 
fixe O, et si la vitesse initiale V) est nulle ou dirigée suivant la 
droite OM), le mobile reste sur la droite OM,. Ce résultat est 
encore éyident par symétrie. On l’obtient analytiquement en pre- 
nant O comme origine et en remarquant que, d’aprés le théoréme 
du n° 203, la loi des aires a licu pour la projection du mouvement 
sur les trois plans de coordonnées. On a, par exemple, 


dy da 


ou C est le moment de la vitesse par rapport a Os. Mais a Vins- 
tant initial, la vitesse est nulle ou passe par O; son moment par 
rapport a Os est nul et C =o. On a done 


dx. dy 
—/=— =» 
aD y 


\ 


et en intégrant de Vinstant initial A Vinstant ¢ 


pees, Bk ade 


ea) Yo oan) Vo 
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Sn projetant sur le plan yO<z, on trouve de méme 


eyes 


‘| ay 


vo <7) 
Le point reste done sur la droite OM,. 


S| djonction dune résistance de miticu. — Les théorémes 
précédents sont encore vrais, quand on ajoute aux forces consi- 
dérées une résistance de milieu dirigée en sens contraire de la 
vitesse. C’est ce qui résulte encore de la symétrie; c’est ce qu'on 
pourra vérifier analytiquement comme exercice. 


4° Point assujetti a décrire une-droite. — Entin, on peut 
imaginer un point sollicité par des forces données et oblige de 
décrire une droite, comme un point lancé dans un tube rectiligne 
fixe de section infiniment petite. Le tube exerce alors une réaction 
sur le point, mais la résultante de toutes les forces appliquées au 
point est dirigée suivant la droite, puisqu’elle est égale au produit 


de Paccélération par la masse. 


210. Equation du mouvement rectiligne. Cas simples d’intégra— 
bilité. -- Placons-nous dans le cas particulier ot le mouvement 
est rectiligne et prenons pour axe Ox la droite que décrit le 
mobile; Péquation unique du mouvement s’écrira 
(1 ieee Ss 
@) dt 

Le cas le plus général est celui ot X est a la fois fonction de a, 


‘de ¢ ct de ¢; on aura, dans ce cas, 


dx 


dt 
rentielle du second ordre, qui permettra de ealeuler x en fonction 


car la valeur algébrique de » est C’est une équation diffé- 


de ¢. Lintégrale générale contiendra deux constantes arbitraires 


1 


Oia | CEMOMIOM NE 
On déterminera les constantes par les conditions initiales 


Le = IEG, Ces Pye fi; (toy CnCan 


re t 
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Il peut arriver que l’ expression analytique de la force change 
suivant la position du mobile ou le sens de la vitesse. Un exemple 
de ce fait se rencontre dans l’exercice 4° du n° 211. 

Liintégration de léquation différentielle (1) se raméne a des 


quadratures si X contient seulement lune des quantités x, 0°, C. 
1° La force dépend uniquement: de la position. — Soit- 
dabord 
a2 4 
m—— =o(2 
dt? Acs 


ares ; Fa he cel Reet 
multiplions les deux membres par 2 —, il vient 


dt 

ca aa dz ( ye 
2m —— —— = 20(z2) —: 

dt? dt is dt’ 

en intégrant ona 
dx \2 St 
m{ = ss o(x) dx +h, 
\ d ws : 
“0. 


équation qui nest autre que ]’équation des forces vives appliquée 
au cas particulier actuel; pour déterminer la constante, faisons 
2% = 2X», nous obtenons pour h la valeur me}. La quadrature ci- 
dessus étant effectuée, on trouve une équation de la forme 


dx \? dx — 
=} =| (ar) — = /¥(z); 
(=) Wa), v¥(2); 
il n’y a aucune ambiguité sur le signe a prendre, car pour 7 = © 


dl 
devant le radical; si #) était nul, le mouvement se ferait dans le 


on doit avoir (—) =»; on doit donc partir avec le signe de 
0 


sens de la force, ce qui déterminerait encore le signe du radical. 
On écriva alors 


dx ‘ fe dx 
dt= i) t—ly = cee 
ce yY(x) Jx, EyVY(2) 


cette Cquation, résolue par rapport a x, donnerait la loi des 
espaces; elle exprime directement le temps nécessaire pour par- 
couric un espace donné. Nous la discuterons plus loin (n° 244, 
exemple 6°), aprés avoir étudié quelques cas particuliers simples. 


2° La force dépend uniquement de la vitesse. — Supposons 
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fa) 
é | 


334 
maintenant X fonction de e; on écrira 
i p \ mdy 
m— = 0(P), di = : 
dt : o(?) 
en inlégrant, * 
og ie m dy 
= a 0> 
is) e) 
peed 
el, comme dx — ¢ dt, on aura 
me de * me do 
Wohin tems (ee Sy i > + Xp. 
o(P) : o(V) 
gai Vo r 


r et ¢ sont alors exprimés en fonction de la variable auxiliaire v- 
o(v)dax résulte aussi du théoréme 


La derniére équation me de 
car o(¢) dz est le travail élémentaire de la force 


des forces vives, 
dme2 
et me do = mee 


Si enfin X est 


3° La force dépend uniquement du temps. 
fonction de ¢ seulement, ona 


Gi A 
/ SO Gal 


dl? : 


Intégrons une premiére fots, il vient 


t 
Ax 
=: f o(t) dt + meg; 
Utne Me Neon 
0 


enfin une nouvelle mtégration donne 


t Mt i 
mae ft ul o(t) at 


“bo hath x 


- m9 (t— to) + MX, 


211. Applications a des mouvements produits par une force 


dépendant de la seule position. 


1° Mouvement vertical d'un corps pesant dans le vide. 

Nous prendrons pour axe la verticale passant par la position initiale du 
mobile et dirigée vers le haut, Désignons par ¢ la valeur aigébrique de la 
vitesse initiale, supposée verticale. La force qui agit sur le mobile est, a 


chaque instant, — mg; l’équation du mouvement est donc 


drx a x 
m—— =— me pio BS llth Le 
oy dv & ty 


My de 
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Oo 
ies) 
On 


Une premiere intégration donne 
(2) — =r =— gti, 


en comptant le. temps a partir de l’instant ott le mobile se met en mouve-— 
ment, En intégrant une deuxiéme fois, on a 


(3) ea 2 


en comptant les abscisses & partir de la position inmitiale du mobile. Si 
est positif, la vitesse, d’abord positive, va constamment en diminuant et 


; ; Po, 5 : : : : 
s'annule au bout du temps —; a partir de cet instant, la vitesse qui est 
Aor 
fo} 


négative croit indéfintment en valeur absolue, En éliminant ¢ entre les 
équations (2) et (3), on trouve 


On arriverait a cette relation en appliquant le théoreme des forces vives 


¢est-a—dire en multipliant les deux membres de (1) par 2 A et intégrant. 
\ CG 


On a donc 
° =+ 222. 


Dans Phypothése ot: nous nous placons, ry > 0, le corps est d’abord lancé 
vers le haut et au début du mouvement la vitesse est positive; on devra 


2 


done prendre le signe + devant le radical. Lorsque x croit jusqu’a —, 

26 
y diminue jusqu’a zéro; a partir de ce moment, le corps retombe et l’on 
prendra le signe —. L’expression que nous venons de trouver pour la 
yitesse montre que, lorsque le mobile passe par une position déterminée, 
sa vitesse est la méme en valeur -absolue, qu’il monte ou qu’il descende : 1! 
repasse alors par une méme surface de niveau. 


2° Mouvement d’un point matériel attiré par un centre fixe O pro 
portionnellement a la distance. 
Prenons pour origine le point O (fig. 132) et pour axe la droite OMo, 


Figs) 139, 
SE a ah eee Be 
pet vee 
ew My Pe SURE Ta 
oe iy He 


qui sera la trajectoire; choisissons pour sens positif le point OMg, My dési- 
enant la positidndnitiale, et désignons par 9 la vitesse initiale, 
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Prenons d’abord le cas de attraction : la force, 4 un instant quelconque| 
sera — 2a, vw étant positif, quelle que soit la position du mobile, a droite 
ou a gauche de O. On aura pour équation du mouvement, en posan| 
uw | 
ses 2 
m ; 
a? x te 
= eet ete | 
(1) dt hk? x | 


est une équation linéaire, 4 coefficients constants, sans deuxtéme membre. 


Son intégrale générale est 
a = Acoskt + B sin kt 
avec deux constantes A et B. La vitesse » est la dérivée de x par rap- 


porta: 
¢=—~Aksinkt+ Bk coskt. 


Pour déterminer les constantes, donnons-nous les valeurs initiales 29 
et v9 de x et » pour ¢ =o. Nous aurons 


r= A a Bk. 


La valeur de x est alors 


Vo. 
(2) © =x) coskt + 7: sin ké. 
Lu 


Le mouvement est donc un mouvement yibratoire simple de période 


i 27 re : : ; 
Lr va (aller et retour). Pour obtenir ’amplitude de la vibration, posons 
c 


an f ‘ pe 
Ly = ACOS%, — =— asina, @=+4/ 23+ -2; 
r hk k2 
nous aurons 
(3) x =acos(kt +); 


xz varie donc de —aa +a, et lamplitude est a. 
Si la vitesse initiale est nudle, on a 


} 
i= Ei COSKES 
le temps que met le mobile a arriver au point O est le quart de la 
période T, c’est-a-dire —; ce temps est trdépendant de ay. On énonce 


Dis 
ce résultat en disant que le mouvement est tautochrone,. * 
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Application du théoréme des forces vives. — Multipliant les deux 


membres de léquation du mouvement par 2dz et intégrant, nous avons 
ag? 
See ee ee 
(zz) 


POUL @ =p On ao. = 0} donc 


. 


ha= Po hears 


0? 


h est une quantité essenticllement positive et supérieure ou égale a k2x? : 
nous pourrons done poser h égal a un carré k2 a2, avec a2a. L’équation 
du mouvement devient alors 


(G) see x), chap Ma prea 


(4) ‘dt dt 


et le temps sera donné par une quadrature élémentaire 


- 
ee dx 
kt= [ a 
4 £Ya?— a? 


« 
Bary 


qui conduit aun are sin. On arrive ainsi, par une autre voie, a l’équation 
du mouvement (2). La formule (4) montre que # ne peut varier quentre 
—aet +a, pour que le radical reste réel. Quand w varie de —a a +a, 
il faut prendre + devant le radical (4); quand x décroit de +a a—a, il 
faut prendre —, 


3° Point repoussé par un centre fixe proportionnellement a la dis— 


tance. — L’équation du mouvement est 
aa ax 
— =/k*x, — —k?x7 = 0, 
dt? eal 
équation linéaire a coefficients constants qui a pour intégrale générale 
ekt4 e-kt gy ekt — e-kt 
L = By ————_ + — ——— 
: 2 k 2 


xy et vy étant Vabscisse et la vitesse initiales. 
Si 
V9 =— kx, 
équation du mouvement sous forme finie devient 


tL Cae 


le. mobile s’approche alors constamment du centre répulsif sans jamais 
Vatteindre, car, ¢ croissant indéfiniment, w tend vers zéro, 


Application du théoréme des forces vives. — On peut employer une 
autre méthode de discussion et d’intégration, 


APPELL. — I. 92 


TROISIEME PARTIE. - err ar wanate, DU POINT. 


‘ f —— 


ie 
_ Maltiplions les ae Bos par Braet intégrons 5 il vient 


' 
4 -9 


dex 3 v3 , an ake oe : 
y j= k2 eee h A NA gol APS Ry ah Ry ; 
? X N : $ ae 
avec h = 02 — kh? #2; done t : Mi Aedes Be tr es i 
re { Nr hee Os te 14 , Ne Pat AS , A 
ae a at Vk? Seo i i ~ me apse , ts 
at - Vk i, eae : ‘ ; gre 


7 1 


% 


Supposons dabord 9 > 0; le mapikes Ss. ‘éloigne constamment — cw centre 


~-répulsif et sa vitesse croit indéfiniment avec @, r AAS 
Supposons maintenant ey <0; au début, la vitesse sera négative: ee ns xs 
— faudra, done prendre le signe — devant. le radical, Supposons B= On ain 


_ mesure que le point s'approche de’ OQ, saz vitesse diminue jusqu’a VA; le 

mobile dépasse le point O avee cette vitesse et s’éloigne avec une Vitesse 
ee croissante, Si h est négatif, on peut poser fe égalias— Me a fe 
i et Von a rath A \ ee sie Ay 


CHO ——— Bor pacts Vea 
SakV/e—@, 


oll @ est nécessairement moindre que vg, car pour & = 2p la vitesse vy est 
réelle; le mobile s’approche done du point A dabscisse @ et il arrive > 


Fig. 133. 
A Mo 


en ce point en un temps fini, car le ees quil lui faut pour pareourir 


_Tespace vy — @ GY lea 
dz a , en Ab ys 
nn Vea « ) 


Wtae 


tend vers une limite T lorsque ae sere vers @. Au bout de ce temps T. la 
vitesse change de signe et le point s’Gloigne indéfiniment de @ avec une) © « 
vitesse toujours croissante, aie We 


Il est intéressant détudier le cas “intermédiaire h=oou 
¢ 


' 


Co = ats k 2- 
“Supposons 
9) = — kx 5 
on a alors Pie: veer 
ce — Pai =—hke. 
‘ ji 5 ES - ‘ \ 
La vitesse diminue constamment a mesure que le point se rapproche de 
Vorigine ; le mobile s'approche indéfiniment du point 0, mais il ne ae) | 
Vatterndre dans un temps fint, car le temps qu’il lui faut pour arriver & 
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une distance x de Porigine, est 


et cette expression croit indéfiniment lorsque 2 tend vers zéro, Le point O 
se distingue par cette particularité que c'est une position d’équilibre in- 
Stable; le mobile placé en O sans vitesse initiale resterait au repos; mais, si 
on Ven écartait un peu, la répulsion l’écarterait davantage; le plus sou- 
vent, lorsquun mobile s’approche dune position d’équilibre instable avec 
une vitesse qui tend vers zéro, il s'approche indéfiniment de cette position 
sans iaanaist vatteindre. 


4° Mouvement @un point attiré par un GGRihe, sine en raison inverse 
ee carré de la distance. 
Sepia wien ate saan iad 
Lotsque @ est positit, la force est X=—- >; si @ était négatif, il’ 
q SE: Fite 


N ‘ 


Desist b U. i i Ahh } é 
faudrait prendre X =-,: Nous traiterons le premier cas; alors equation 
ae 


du mouvement sera, si ’on pose p. = mk?, 


‘ee aK SNe MEN Lise mars y 
Multiplions par 2 era intégrons (théoréme des forces vives) : 
al i ; 


Ge FN ee / 
a) Mearns 


Supposons que le mobile parte de My avec une vitesse 


af 
ol A= 932:— A 


P négative, cest-a-dire dirigée vers le point O ou avec une vitesse nulle 3. 
il faudra, au début, prendre 


dr \/? fee 
— = + h 
dt Ce 


et le mobile s’approchera de O avec unc vitesse croissant indéfiniment,. 


cireonstance qui ne peut évidemment pas se réaliser physiquement : il y 
aura choc ayant que la,distance des deux corps sannule. Si le mobile 
était lance dans le sens positif, il faudrait prendre @abord 


2 
dt 


Si h est > 0, A mesure que zw croit, » décroit constamment, mais reste 
toujours supérieur a V/h; le mobile s’éloigne done indéfiniment ; et comme: 
sa vitesse tend vers Vhy on peut, aprés un certain temps, considérer le 
mouvement rectiligne comme uniforme, 
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fh est nul, le mobile arrive nécessairement en tout point de la droite 
soit-il, car, entre My et un point quelconque P d’abscisse p 


ak? . : reas tiie eae 
> il s’ensuit quwil s’éloigne indéfiniment 
{ 


sa vitesse est supérieure a Ve 


une yitesse qui tend vers zéro. 


avec 
iis penne — 2k? Ai 5 : 
Sih est négatif, on posera A = —— ct l’équation du mouvement sera 
a 
dx ve fie 2k 
St = sat ) 
dt \ az a 


ailleurs a@ > @» (voir fig. 134), car le radical doit étre réel pour #@ = ay; 
la vitesse, d’abord dirigée dans le sens positif, va done en diminuant a 
mesure que @ croit. Le mobile s’approche autant qu’on veut du point A 
Wabscisse @ et y arrive en un temps fini; au bout de ce temps, le mouve- 
ment change de sens, car la force est attractive et elle raméne Je mobile 
vers le point O, comme dans le premier i 


‘ Cas %) 20. 
On pourrait discuter autvement le probléme en effectuant la quadratu 


qui donne fen fonction de x; on a en effe 


re 
JE seh 


Le spe) : a 3 SMe Pe aS é ; 
Si l'on pose alors —-+ h = u?, on est ramené a Vintégration d'une 
oo 


fraction rationnelle. 


Mobile attiré par un centre fixe proportionnellement a la nitme 


puissance de la distance 
Sa ual. 


On trouvera que, si le mobile est abandonné sans vitesse initiale 4 une 
distance # de Porigine, il y arrive au bout du temps 
akties 


1—n ; 1 

| NU Te +31 _ Paya 
A Reeesievatn ar ae eels ieee!) / ghel ‘(1— 3s) 2dz 
w-+-1 2p. 6 Zi 


est lintégrale eulérienne 


expression dans laquelle Vintégrale deéfinie 


I 1 ; 
B ( ): On voit que ta seule valeur de rm, pour laquelle T est 


ss 
Doria tee? 


indépendant de a, est n = 1 (exemple 2° 
Discussion du cas général. — La foree étant de la forme X = me (x) 


Péquation du mouvement est 
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Os 
pa 
- 


une premiére intégration donne (théoréme des forces vives) 


4 ag? Nii a 
(=) <2 f¢(a)de+h= fie) 


af a: F(a). 


dt 


ou 


Pour fixer les idées, supposons f(a) une fraction rationnelle; le signe 
du radical au début du mouvement sera donné par le sens dans lequel le 
mobile commence a se déplacer. 

Imaginons, par exemple, qwil faille prendre le signe +; le mobile s’éloigne 
dans le sens positif. Les seules singularités sont Ics zéros et les infinis 
de f; supposons quwea faisant croitre w on arrive d’abord a un infini de /; 
daus ce cas, le mobile ira tomber sur le point A correspondant a cet infini 
avec une vitesse croissant indéfiniment, et le probléme sera terminé. Sup- 
-posons maintenant que Ja premiére singularité soit un zéro simple; on 
écrira 


f(w)=(a—a)¥(a), 


Y ne s’annulant pas de a aa, ct lon aura 


77 gia 8 tt eta ed 
Hi aVI~ VY), 


an ; OB ise one : : P 
U(x) étant positif de x a a, pour que —- soit réel; le mobile arrive aussi 


dt 
yprés que Von veut du point A d’abscisse a, car sur un segment My)B 
(fig. 134) la yilesse ne s’annule pas; elle reste done supérieure a une cer- 
Fig. 134. 
Mo A 


Cc B 


taine limite ¢, et le mobile arrive nécessairement en B; il arrive d’ailleurs 
en A en un temps fini, car le temps 


i ae dx 
Lana) 


quwil lui faut pour parcourir Vespace de xv a a reste fini quand a tend 
vers a; il arrive en ce point avec une vitesse nulle et le sens du mouvement 
est ensuite déterminé par le sens de la force; le mobile revient nécessairc— 
' ; : du ; ayn it, Ath ie 
ment sur ses pas, car, si x dépassail a, 75 deviendrait imaginaire. Si la 
Le 

singularité a =a est racine double ou multiple, le mobile s’approche 
indéfiniment du point A, mais n’y arrive pas en un temps fini, car on a, en 
supposant la racine double, 


f(@) =(a— a) Y(a), 


~*~ 
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par suite 

ax 

= (Ga. By wut xy), 

a U(x) 


(aw) élant encore positif dans Vintervalle v)@; et le temps quwil faut au 
mobile pour parcourir Pintervalle vo @ ‘ 


bis dx 
Jz, (a— a) V¥(2) 
croit indéfiniment lorsque a tend vers a. On peut remarquer que, sie =a 


est une racine double, la position correspondante une position @équi- 
libre instable; en effet, on a 


J(@)=(a—2yPy(a); 
fis) = » fez) dx +h; 


e 


dailleurs: 


par suite, en dérivant les deux membres par rapport a 7, on a pour fa 
force X 


X= me(e)= “[(a—2)Y'(e) = 2(a— 2) ¥(2)], 


et cette expression s’annule bien pour «=a. La force s’annulant pour 
x = a, la position A correspondante est une position d’équilibre. Elle est 
instable, car st Von écartait infintment peu le mobile de cette position, en 
domnant a # une valeur infiniment voisine de @ plus petite que a, Vexpres- 
siow ci-dessus, dans laquelle b(z) est positif au voisinage de 7 = a, montre 
que X deviendrait négatif; le point tendrait donc & marcher dans le sens 
négatif et a s’écarter encore davantage de la position d’équilibre. 

Un eas particulier qui se présente fréquemment est le suivant : le mobile 
partant de la position initiale a avec une vitesse 9), les premiéres valeurs 
remarquables qu’on rencontre en fatsant croitre et décroitre z, a partir 
de a, sont deux zéros simples de f(#), a et c, a> a) >c. On peut alors- 
écrire 

J(@®) =(a— 2) (2—c)V(2), 


U(x) restant positif enive a et c. On a, dans ce cas, 


: ae 
= lessee 


ov le signe doit étre choisi alternativement positif et négatif, car, d’aprés: 
ce qui précéde, le mobile oscille entre les deux points A et C d’abscisses a 
etc (voir fig. 134), La durée de VPoscillation (aller et retour) est 


Tea fe Easley RN ON taal ipa 
Via —- £)(2—c)VU(e) 
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Si done on concoit « comme fonction de ¢ (inversion de Vintégrale), 
«x est une fonction périodique de £ avec la période T. D’aprés le theoréme 
de Fourier, on peut développer 2 en une série trigonométrique de la 
forme 


2nE Fe Dake r i Ant Be qzt 
—— + Oy sin az COS — t- 65 Sin + 
i} oT If: 


XL => Ay+ a, COS T shallots 


convergente, quel que soit ¢. La détermination des coefficients a, et b,, 
présente de grandes difficultés, sauf dans le cas ot b(a) est un polynome 
en & de degré egal ou inférieur 4 2, cas dans lequel w est une fonction cir 
culaire ou elliptique de ¢, Pour le caleul des coefficients dans le cas général, 
nous reaverrons a un Mémoire de M. Weierstrass : Ueber eine Gattung 
reel periodischer Functionen (Monatsbericht der Akademie der Wis- 
senschaften su Berlin, 1886). On pourra également obtenir une formule 
approchée du mouvement par une méthode indiquée par M. Appell (Comptes 
rendus Acad. Sc., t. 160, 1915, p.:419). 


212. Mouvements produits par une force dépendant de la seule 
vitesse. Mouvement vertical des projectiles dans un milieu 
résistant. — Nous avons jusqu’a présent traité des exemples dans 
lesquels la force ne dépend que de la position du point. Voici un 
genre de questions dans lesquelles on a a considérer un point 
matériel sollicité par une force dépendant de la vitesse. Imaginons 
un corps pesant mobile dans un milieu résistant comme lair. Le 
milieu exerce sur chaque élément de surface du corps une certaine 
acuion, et toutes ces actions se composent en une force et un 
couple appliqués au corps. Dans le cas particulier ott le projectile 
-est de révolution et est animé d’un mouvement de translation paral- 
léle a l’axe de révolution, il est évident, par raison de symétrie, 
que le couple est nul et que la résultante des acuons du milieu sur 
les éléments superficiels du corps est une force dirigée suivant 
Vaxe et en sens contraire du mouvement. Cette derniére circon- 
stance se présente, par exemple, lorsqu’on laisse tomber dans Vair 
immobile une sphére ou un projectile cylindro-conique d’axe ver- 
tical. 

Placgons-nous dans ce cas particulier; d’aprés le théoréme du 
mouvement du centre de grayité, que nous établirons plus tard, le 
mouvement du centre de grayité est le méme que si toute la masse 
du corps y était condensée, et si toutes les forces extérieures appli- 
quées au corps étaient transportées parallélement a elles-mémes en 
ce point. Le centre de gravité se meut donc comme un point pesant, 
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sollicité par une force verticale R dirigée en sens contraire de la 
vitesse. On est ainsi conduit a étudier le mouvement dun point 
matériel sollicilé par son poids et géné dans son mouyement par 
une résistance R. L’expérience a montré que, pour des vitesses 
trés faibles, la résistance est sensiblement proportionnelle a la 
vitesse ¢; si la vitesse est notable, mais encore inférieure a 200™ 
par seconde, la résistance yarie comme ¢2; au dela, il faut intro- 
duire un terme en ¢? ou ¢'. Il parait impossible de représenter la 
loi de la résistance par une formule simple : M. Siacci a donné une 
formule dont l’accord avec lexpérience est digne de remarque; 
cette formule est discutée par M. Chapel dans la Revue ad’ Artil- 
lerie, t. XLVII, avril-septembre 1896. Nous nous placerons dans 
Vhypothése générale que la résistance est donnée en fonction de 
la vitesse par la formule 


R=mgo(v), 


o(v) étant une fonction positive et croissante de v. Comme le 
corps tombe quand il est abandonné sans vitesse, la résistance 
pour ¢ = o est inférieure au poids, done 0(0) <1. Nous suppose- 
rons en outre que, pour chaque valeur positive de la variable, la 
fonction o(y) a une dérivée finie, positive et différente de o. Nous 
appelerons ) la valeur particuliére de ¢ pour laquelle la résistance; 
égale le poids, c’est-a-dire pour laquelle o()) =r. 


1° Mouvement descendant. — Le mouvement étant descendant 
Fig. 335. 
0. 
R 
M 
mg 
ye 


par hypothése, prenons pour origine la position initiale du mobile 
et un axe vertical descendant. L’équation du mouvement sera 


a x 
OE Sree me R= mg — mg o(e) 


oe 
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ou 


() 


on en déduit, par une quadrature, le temps en fonction de la 
vitesse, 


(2) sem f Mae 
PO ey, 


pot dx 
on a @aillears, en remplagant dans (1) dt par — 
c 


v dy 


ERO fag e(h)— 9")? 


Vespace sera aussi déterminé en fonction de la vitesse par une 
quadrature 


i de 
3 pes K : 
Se sbi A 9(h) — 4°) 


dy 
dt 
Supposons que la vitesse initiale, qui est positive, soit inférieure 


La formule (1) montre que -; a le méme signe que 9(A) — 9(¢). 


ae , ee : : 
A; 7 commence par étre posit et ¢ croit avec le temps depuis 


sa valeur initiale ¢); la vitesse croitra tant que ©(A) — 9(#) sera 


oy 


posiuf, c’est-a-dire tant que» ne sera pas devenu égal a ). Nous 
allons montrer que ¢ ne peut devenir égal a en un temps fini. En 


Pee eg terxay devient 
@(A)— 9(%) 


(A e) tende 


effet, dans l’équation (2), élément différentiel 


infini pour » =, et cela de fagon que ————_ 
: o(h) — o(¢) 


vers une limite ; par conséquent, lintégrale devient infinie 


I 
pour ¢ =; l’équation (3) montre de méme que « devient infini 
pour cette valeur; de la résulte que la vitesse croit constamment, 
mais tend yers la limite finie A. 


: : PAGES pare A ‘ dy 
Si la vitesse initiale ¢) était plus grande que A, au début 7, 


serait négatif, la vitesse irait en décroissant et se rapprocherait 


ae 
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de 4; on verrait, comme précédemment, que ¢ et # croissent indé- 
finiment lorsque ¢ tend vers . 

En résumé, quelle que soit la vitesse initiale, la vitesse tend vers 
la méme limite , et, au bout d’un temps suffisamment long, le 
mouvement est sensiblement uniforme et de vitesse A. De la résulte 
que, si la vitesse initiale est précisément A, le mouvement sera 
rigoureusement uniforme; d’ailleurs, l’équation différentielle (1) 
du mouvement admet bien la solution » =». 

Supposons qu’on laisse tomber dans lair deux sphéres homo- 
génes égales de masses différentes; a vitesse égale, la résistance de 
Pair sera la méme; nous aurons donc 


‘ 


(4) mg o(v) = mg (Pe). 


Appelons ?, et ); les vitesses limites pour les deux sphéres défi- 
nies par o(A) =1, 0,(A,) =1. Il est aisé de voir que, si m, > m, 
ona A, >. En effet, en faisant ¢ = dans (4), ona 


Donc Oy (d) est moindre que 1, et comme la fonction 9, est crois— 
sante, on a A, >; ce qui montre qu’a la plus grande masse cor- 
respond la plus grande vitesse limite, résultat d’accord avec ce fait 
dexpérience que les corps les plus lourds tombent le plus vite 


dans lair. 
Comme exercice on peut supposer 
&0(e) = kpn, 
Lorsque zest entier, les quadratures que nous avons a effectuer portent 


sur- des fractions rationnelles; si m2 était rationnel, nist, on poscrait 


y = u7 et Von serait encore ramené a des différentielles rationnelles. 
. ’ ’ . . . 
Si, par exemple, n ='1, V'équation (2) s’intégre et donne 


eee 
kf joe 
Catone 


par suite, nous avons Vintégrale premiére 
A— 9 = (A— #9) e*; 


nous retrouvons bien ici les résultats généraux : } — 9 a toujours le signe 
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deh — vy; et, lorsque ¢ croit indéfiniment, l’exponentielle tend vers zéro, 
Bene ks 
et intégrant, on trouve 


ety tend vers 2. En remplacant ¢ par 
a 


: I 
0 en rae po) eke + C, 
L 
Comme pour ¢ = 0, on a x = 0; il vient 
ie Late) Peewee 
ef= Ie oe MD eA ot Bo) sia 
On a ainsi 2 en fonction du temps, : 
4 g ‘ Ee e-kt foe fp e-kt 
ad ye a, is ? 
c k ; k 


o 
o 
=e 


en remplacant A par sa valeur 
. 
Nous allons yérifier que, si l’on fait tendre & vers zéro, Péquation qui 
? ? 


définit 2 sé réduit a Véquation 2 = »)t+--— gl, qui donne la chute libre 
: 2 


dans le vide. En effet, si dans la formule précédente nous remplacons e~4 


par son développement en série, nous avons 
te te Na ig 

Gee ek see )] 60 | b— kf — —.0e ) 5 

% | Cis ) ‘ Beer : 


I.2 


si nous faisons alors k = 0, il reste bien 


2° Mouvement ascendant. — Nous prendrons maintenant , 
Vaxe Ow dirigé vers le haut (fig. 136). Nous aurons encore 


R= meo(v), et Véquation du mouvement sera 
&¢ ’ q 


¢ est-a-dire 
do 


d’ot ’on déduit, comme précédemment, 
ede 


em 1 9() 


; f a de 
gt=— —) 

. I+ (9) is 
dy ¥ i l 2 aN 
— est toujours négatif : la vitesse va done constam- 


D ce cas 
ams ce Cas, 7 


% 
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ment en décroissant; elle s’annule au bout du temps fint 


oy J i: ‘de 
[Piss an ————} 
Ces I+ 9(¢) 


et la plus grande hauteur a laquelle le mobile peut monter est 


1 ®* ode 
BJ 5, 1 (PY) 


sio() était nul, on aurait les formules du mouvement dans le yide 


0 


0 \ 
| I 
hia dy, qh =— of p dy, 
o 
Si . 9 fo) Po 


Lorsque 9(¢) n’est pas nul, il est positif; par suite, les éléments 
de A sont toujours plus petits que les éléments correspondants 
de A,; donc H est inférieur a H,, et le mobile monte moins haut 
dans l’air que dans le vide; on voit de méme que T est inférieur 
aT,, et le mobile met mois de temps pour arriver a sa hauteur 
maxima que si le mouvement ayait lieu dans le vide. 


meg : 
0! 


Au bout du temps T, le mobile s’arréte, puis il redescend en 
suivant les lois déja vues du mouvement descendant sans vitesse 
imitiale. Lorsque le mobile repasse par sa position initiale, ila une 
vitesse moindre que ¢,; en effet, il est monté moins haut que s’il 
avait été lancé dans le vide avec la méme vitesse initiale; et, de 
plus, il est retombé moins vide que sisa chute avait eu lieu a V’abri 
de Vair; pour ces deux raisons, la vitesse au retour est moindre 
que la vitesse dans le vide, c’est-a-dire que >. 

En supposant encore go(¢) = ke”, nous pouvons intégrer facilement 
dans le cas de nm = 1; nous aurons 


tae fo k de Es gtke 
gk & + key 
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passant des logarithmes aux nombres 
(ec) 3 §& + ky = (8 + keg) e-*, 


le mobile arrivera a Ja hauteur maxima au bout du temps 


k \ 
: T= 3 log (1+ © 00). 


5 


; aes HN ees 
Dans Péquation (c), remplacons ¢ par we et intégrons; nous aurons 


¥— eke 


gttka=(e Sy Se 


+ Avo) 


en fatsant tendre / vers zéro, on retrouve la formule du mouvement dans 


le vide 
LS Vb : t? 
L= 0% ‘ gt. 
~ . . o 
Supposons maintenant 7 = 2; nous aurons, en faisant on Re 
‘ ; * 
5 
dv I v 
kt=— [i —— ee — arctane — = .C: 
cy, 2 g2 aX : 8 d ad 


La) 
dott, en posant 8 = CA, 


» = )tang(s—r1Vke). 

On déterminera la constante (3 par la condition initiale ¢) =) tang 8. 

Le temps T que met le projectile a arriver au point le plus haut ¢ = 0 
(Q 

dx 


iy) 
est T = —_. Partant de l’expression de la vitesse dans laquelle » =—> 
Vkg dt 


on a, par une quadrature, 
cos( 8 —'t Vke) 


= 
x= -lo . 
ee cos 6 


3° Mouvement recti'igné d’un point matériel pesant mobile avec 
jrottement sur un vlan incliné dans un milieu résistant. — Le point 
étant Jancé du point O (fig. 137). suivant une ligne de plus grande pente 
du plan Ow, décrira cette ligne dont nous appellerons z Vinclinaison sur 
Vhorizon, Les forces appliquées au point mobile m sont le poids mg, la 
résistance du milieu, que nous supposerons proportionnelle ae”, R= mkor 
dirigée en sens contraire de la vitesse, la réaction normale N du plan et, 
enfin, la force F de frottement dirigée également en sens contiaire de la 
vitesse. D’aprés les lois expérimentales du frottement (n° 195), cette force 
est indépendante de la vitesse du point; elle est proportionnelle a la réac- 
tion normale N: F=fN, .f étant ce que l’on appelle le coefficient de 
frottement. 
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Traitons en détail le mouvement descendant. Nous prendrons alors 
Vaxe Ow dirigé vers le bas, comme dans la figure, et un axe Oj perpen— 


Fig: 13 


vip 


dry avs 4 dy : 
M5 =mgsinti—R—F, m—— =N—mg cost; 
Z 


comme Vy est constamment nul, ona 
rf : + 5 
N = mg cost, Bre fN = fig cosa; 


remplagant aussi R par sa valeur mig”, on a léquation . 


da 
dt? 


=(g sini — fg cost) — ke”, 


Trois cas sont a distinguer, suivant que le premier terme est positif, 
négatif ou nul, 


Premier cas: tangi>/. — Le premier terme (g sini — fg cost) est 
alors une constante positive ; en l’appelant 3’, on a 


5 


x 
Q 


dl? 


équation identique a celle du mouvement descendant étudié dans le cas 
@une chute verticale dans un milieu résistant, sauf le changement de ¢ 


5 


o’\ n 
en ¢’. La vitesse tend done vers une limite (=) . 


k 
Deuxiéme cas: tangi ".— Le premier terme est alors négatif: en 
te) f D 
VPappelant — gy, on a 
z » 
Sard 0 
Gio eel oes kon, 


equation identique a celle du mouyement ascendant étudié dans le cas du 
1 . bs “ye zy oe 
mouvement vertical dans un milieu résistant, sauf le changement de g 


en g). La vitesse diminue et s'annule au bout d’un temps fini T : le mobile 
arrivé: donc, au bout de ce temps, dans une position A, out la résistance de 
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Vair et le frottement de glissement a état de mouvement s’annulent, car 
la vitesse devient nulle. Le point restera indéfiniment dans cette position ; 
car, sil tendait a se remettre en mouvement, les forces de résistance et de 
frottement de glissement apparaitraient immédiatement pour réduire de 
nouyeau sa vitesse a zéro. Dans cette position A, il ya done équilibre entre 
le poids et une réaction oblique du plan, due au frottement au repos exa- 
miné dans le Chapitre IX. 


Troisiéme cas: tangi = f. — L’équation est alors 
2a dv : 
— =— ker, — =— kyr, 
dt? dt 


La vitesse va done en diminuant, car sa dérivée est négative, Peut-elle 
s'annuler? On a, en intégrant, 


kl = E Se pm). 
TU ——— 


si rest different de 1, et 


Co 
Kl = log —, 
> 


sin = 1. Donec, si mv est supérieur ou égal a 1, ¢ augmente indéfiniment 
quand » tend vers zéro : le mouvement continue indéfiniment avec unc 
vitesse tendant vers zéro. 


Si m est moindre que 1, ¢tend vers une limite T quand » tend vers zéro: 


Au bout de ce temps, la yitesse s’annule et le mobile s’arréte: car, la 
vitesse étant nulie, la résistance s’annule aussi comme dans le cas pré- 
cédent. 

L’espace parcouru « est fini ou infini, suivant que x est inférieur ou 
non a 2. 


213. Mouvement rectiligne tautochrone. — On dit qu'un mou- 
vement rectiligne est ¢autochrone quand le mobile, abandonné a 
lui-méme sans vitesse sous l’action de forces données, emploie le 
méme temps pour atteindre un point déterminé, equal que soit le 
point de départ. 


La résultante des forces dépend uniquement de la post- 
tion du mobile (méthode de Puiseux). — Prenons le point d’ar- 
rivée ou point de tautochronisme pour origine O; soient X la 
résultante des forces appliquées au point, 25 Tae siece de la posi- 
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tion initiale supposée positive. Le théoréme des forces vives donne 


LOE ae Ore 


a) 


i 


X est par hypothése une fonction de x évidemment négative pour 
les valeurs positives de 2, car, le mobile ‘devant se mouvoir vers 
Porigine O, quelle que soit Ja position iniuale, la force doit étre 
toujours dirigée vers O. Posons, pour abréger, 


- \ 
fh NG LOGO ( 
0 


o(xz) élant une fonction positive croissant avec x el s’'annulant 
pour x = 0; l’équation devient 


cl le temps T que met le mobile a arriver au point O est donné par 


2 fe [es dx 
r= \ = = : : 
2. V9 (%o) —9(@) 


0 


la formule 


Posons 
G(@)= 5%,  O(M)) =H, V=¥(5), 


4 désignant la fonction inverse de ©; il vient 


tai/2 [Eos ee 


Pour que le mouvement soit tautochrone, il faut et il suffit que T 


soil indépendant de ay, c’est-a-dire de sy. Nous exprimons ce fait 
en écrivant que la dérivée de T, par rapport au paramétre Zo, est 
nulle. Pour éviter des termes infinis dans l’expression de cette 
dérivée, rendons les limites indépendantes de z» en posant 3 = 3p U; 
alors 


T— /m Y (aou) V2) da 
eae hse Vi—u 


I 
oa “(Zo t) ot + > Y'( Zou) 
b= | —_. lt 
2p ee % 


ae 


oS ae 


CHAPITRE X. — GENERALITES. MOUVEMENT RECTILIGNE. 353 


ou, en remettant la variable z = yu, 


aay 
tee: sib 
Pee ae, 


dz 2 oy /% 
5 OVE Oar 


Cette expression doit étre nulle quel que soit Z9, ce qui exige 
que la fonction soumise-a Vintégration soit identiquement nulle ; 
car si elle ne l’était pas, on pourrait prendre zo assez petit pour 
que, entre les limites 0 et So, cette fonction garde un signe constant 
el, par suite, que lintégrale ne soit pas nulle. La fonction Y doit 
donc verifier l’équation différentielle 


qui donne 


uz) I ! ety i a 
MPs aes ercl U'(z)/s=6, v(s) =26Vs+C'. 


Comme (zs) s’annule-avec z, cariles variables z et x s’annulent 


en méme temps, on aC!= 0, 4(s) = 2 Cy/z. L’équation x = 4(s) 


donne enfin 
L— 2G V5, o=——9 


ce qui montre que la fonction (x) OST ee j que la force X 


Fae 
est donnée par 


La seule loi de force fonction de x, produisant un mouvement 
rectiligne tautochrone, est donc une attraction proportionnelle a 
la distance; ce mouvement a été étudié précédemment (n° 211) 


° La résultante des forces dépend de la position et de la vitesse du 
mobile. — Nous nous bornerons, pour ce cas, a quelques indications biblio— 
graphiques. Lagrange a donné (Mémoires de Berlin, 1765 et 1770) une loi 
générale de force pour laquelle le tautochronisme a lieu nécessairement 
et qui‘comprend, comme cas particulier, la loi précédente; mais, comme 
Ya remarqué J. Bertrand, la formule de Lagrange ne donne pas toutes les 
lois de force pour lesquelles le mouvement est tautochrone. 

Signalons aussi un article de M. Brioschi contenant une formule plus 


APPELL, — I. 23 
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générale que celle de Lagrange (Annali... da Tortolini, Rome, 1853, et 
Mécanique de Jullien, t. 1) et un article de M. Haton de la Goupilliere 
(Journal de Liouville, 2° série, t. XII). (Voir Exercices 5 et 6.) 


214. Etant donnée la loi d’un mouvement rectiligne, trouver la 
force. — Ce probléme est déterminé ou non, suivant qu’on donne la loi 
générale d’un mouvement rectiligne avec deux constantes arbitraires, ou 
seulement un mouvement particulier. 

A. Supposons qu’on donne 


(1) v= 9(t, Lo, Po); 


a, étant la position initiale du mobile pour ¢ = 0 et ( sa vitesse initiale. 
On se propose de trouver la loi de la foree capable d’imprimer au mobile, 
placé dans la position arbitraire a» et lancé avec la vitesse arbitraire 9, le 
mouvement donné, Ce probléme est déterminé. On a 


de ; 
AO) He 8 6b Ho %0); 
r a ” 
S70 ge (t, 2, %)- 


Résolvant les équations (1) et (2) par rapport a ap et), et portant dans 
lexpression de X, on aura la loi cherchée 


Exemple. — Si le mouvement donné est défini par la formule 
] 
2 
we 
Co ae + (yp + %t)?, 

on trouve 

: my. 

pS ad a 

ar 


B. Si, au contraire, on donne seulement un mouvement particulier sans 
constantes arbitraires, ou avec une seule constante arbitraire, le probléme 
nest pas déterminé. Supposons, par exemple, qu’il n’y ait ‘pas de constante 
du tout et que l’on se donne 


(3) x= 9(t); 


on aura 


Pe =o (t), X= my’ (t). 
On pourra, a laide de ces équations, exprimer X en 2, » et ¢ d’une infi- 
nité de maniéres; on aura donc une infinité de lois de forces capables de 
produire le mouvement particulier donné. 
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La question pourrait étre précisée si Von imposait d’avance certaines 
conditions & X; ainsi, en imposant aX la condition de dépendre unique- 
ment de la position x, on aurait un probléme précis, car il faudrait tirer ¢ 
de Véquation du mouvement (3) et le porter dans expression de X. De 
meéme, on aurait un probléme précis en imposant a X la condition de 
dépendre de ¢ ou de ¢ seul. 


Exemple. — Soit x =sint; pour t= 0, on a ey=0, Po =1. Cette équa- 
tion donne 
VE COSt XN =— msine, 


On aurait done comme lois de forces X les suivantes: 


: i—— mR n k 
{«)—msint, (8)—my1—e2, (y)— me, (8) — —(# +sin2), Bio 
2 


ot Pon peut varier les combinaisons a V’infini. Si l’on cherche le mouvement 
le plus général produit par une de ces forces, on trouve des mouvements 
trés différents qui, tous, pour les conditions initiales particuliéres vp = Oy 
09=1, donnent le mouvement proposé # = sin¢. On trouve, par exemple, 
pour les quatre premiéres lois de forces, les mouvements suivants : 


(2) x=siné+Ct+C’, 
ace tiens! Bae Sth Gt Cre 
(y) x= C costs C'sing, ‘ 
> < t Seal : 
(6°) “= Gcos — + C’sin—= + sind 
V2 2 


qui, tous, pour des déterminations convenables des constantes C et C’ se 
réduisent a 2 = sinf@. 


II. — MOUVEMENT CURVILIGNE. POINT PESANT DANS 
LE VIDE ET DANS UN MILIEU RESISTANT. PARTICULE 
ELECTRIQUE. 


215. Force de direction constante. — Supposons que la force 
qui agit sur le mobile soit constamment paralléle a une direction 
fixe : la trajectoire est dans le plan contenant la vitesse initiale et 
la direction de la force, Ce résultat peut étre considéré comme 
évident par raison de.symétrie (n° 202); nous prendrons le plan 
de la trajectoire pour plan des xy et laxe Oy paralléle a la force. 


Les équations du mouvement sont alors 
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la premiére de ces équations donne 


ax 


ens wa=at+b; 
dt 


la projection du mobile sur Vaxe Ow est animée d’un mouvement 
uniforme. On détermine les constantes a et 6 en écrivant que 


: = re t da \- ip! - Dahsule wes leo plus 
pour oat pin O Waited WR a NA di eerie ans as plus 
général, on a, pour la seconde équation, 

dy Axi aay, ie 
m—— =) (a2 —,—>)t). 
dt? (a apy 


En remplacant x par at + 6, cette équation prend la forme 


ak ‘ d 
m ae =U (v, eS ‘), 


identique a celle qu’on trouve dans le cas d’un mouvement recti- 


ligne; si Pon sait Pintégrer, le probléme est résolu. 


216. Equations intrinséques. — Les équations intrinséques du mouve- 
ment vont ici se simplifier. Prenons des axes rectangulaires; soit ~ l’angle 


Fig. 138. 


(e) xz 


de la vitesse ayee Ow (fig. 138); en projetant sur la normale, nous avons 


, my? 
Y/cosia.= 


° 


En projetant sur la tangente, nous aurions une deuxiéme équation; mais 
il est plus simple d’observer que l’on a trouvé plus haut que la projec- 


\ 


ee : 2 
tion = de la vitesse est une constante @, ce qui donne 


PCOS = As 
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éliminons la vitesse entre ces deux équations, nous avons pour équation 
Matrinséque de la trajectoire 


Y ¢ cos? = const. 
Si, par exemple, on suppose Y = const., on a pour équation de la courbe 
pcosta = K, 


équation intrinséque d’une parabole, comme il résulte du numéro suivant. 


217. Mouvement d’un point pesant dans le vide. — Nous prendrons 
pour origine la position initiale du mobile, pour axe des y une verticale 
dirigée vers le haut, et pour axe des x une horizontale dans le plan de la 
trajectoire; les équations du mouvement seront 

GAD ay 


Ni Pee | = X0) m = — TNE 5 


dt} a dt? 


la premiére donne, en appelant @ l’angle de la vitesse initiale ») avec Ow, 


dx | 
(1) eo es 
(2) = ot cosa; 


’ 


la deuxiéme équation s’intégre aussi immédiatement et donne 
{ $ 


dy 
(I — =— gt + 9 Sind, 
) dt & 0 ’ 
(2°) LSS + 9)tsin2. 


2 


Les équations (1), (1) donnent la vitesse 


(3) 0? = 02 cos2?a + (Fr) sinz— et)? = v5 Es 


fa valeur numérique de la vitesse a chaque instant est la méme que si le 


2 
2 
0 


mobile tombait sans vitesse initiale d’un point dont l’ordonnée serait . 


fo 

8 

Cette formule (3) résulte immédiatement du théoréme des forces vives. 
L’élimination de ¢ entre les équations (2), (2’) donne l’équation de la 


trajectoire 


Ex 
Bi a eae 


s + x tanga. 
2.095 COS? 


C’est une parabole d’axe vertical qui tourne sa concavité vers le bas. 


Sia était négatif, = serait, d’apres (1), toujours négatif : done y irait 
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constamment en décroissant et le mobile ne passerait pas par le sommet 
de Ja parabole. 


: dy 
Supposons maintenant «> 0; a 
¢ 
mobile monte; il monte jusqu’a ce que y’ s’annule, ce qui se produit au 
bout @un temps ¢) donné par l’équation 


ou y’ commence par étre positif et le 


— gtotrosina=o, i= 


fe mobile étant arrivé & sa hauteur maximum, sa vitesse est minimum en 
vertu de la relation (3). Les coordonneées du point le plus haut S, sommet 
de la parabole, seront 

¢ sin2% 


Cy ne COS OS —— 
2g 
» »> 
ot2 e2 
é€ 0 = ) 3 
Vo=— 22 + boty sina = — gin? a. 
2 22 


Aprés cet instant ¢), y’ devient négatif et le mobile redescend. Lorsqu’il 
repasse a la méme hauteur, la valeur numérique de la vitesse redevient la 
méme. En particulier, il repasse au point A au niveau de O avec la 


vitesse, %. La portée horizontale OA est double de l’abscisse xp du 
sommet : 


Pour que OA soit le plus grand possible avec une vitesse initiale donnée, 
il faudra que sin2e soit maximum, c’est—a-dire que « soit égal a 45°. Sup- 
posons que l’on veuille atteindre un point B de Oz d’une abscisse moindre 

2 

Treg melee ete) S. 5 
que —; Vinclinaison du tir sera donnée par 

oO 

fo] 


bn 
sin2%—= — OB, 
2 
0 


On voit qu'il y a deux solutions également distantes de 45°. On atteindra 
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donc le point B par deux paraboles; on verrait aisément que c’est par la 
parabole inférieure qu’on y arrive dans le temps le plus court. 

On peut déterminer géométriquement la position de la parabole corres- 
pondant a un angle donné ~; pour cela, nous allons d’abord établir que 


toutes les paraboles obtenues en faisant varier x ont pour directrice la 
2 


droite D, d’ordonnée — Kn effet, le paramétre dela parabole décrite par 
(3) 
. vACosta 1, , : p2sin2a 
le mobile est p = ~——-; l’ordonnée du sommet étant y»)= ————) 
8 ro 
Péquation de la directrice sera 
iy £0 
ANN (shoal OS 
Vie ak Onan RS 2) 


c'est donc bien la droite D, située a la hauteur a laquelle monterait le 
mobile s’il était lancé verticalement ayec la yitesse (9. 
Ce résultat devient intuitif, si lon part de l’équation des forces vives (3). 


,. ax? dy? ; } : E : ety. 
Comme »?= ———+—, cette equation montre qu aux poimts imagimaures 
dt? ; 
: ; : v5 dy : ; 
ou le mobile rencontre la droite y= — ona Ses = 7; cette droite est 
2g x 


donc la directrice de la parabole. 

Ceci posé, supposons donnée la tangente a l’origine; Je foyer devra se 
trouver sur la droite OF telle que Ov» soit bissectrice de l’angle FOD; il 
devra de plus se trouver sur le cercle décrit de O comme centre avec OD 
pour rayon: il est done a leur intersection. Cette construction nous montre 
en passant que le lieu des foyers de ces paraboles est le cercle de centre O 
et de rayon OD. 

Proposons-nous de chercher sous quel angle il faudrait lancer le projec— 
tile pour atteindre un point donné M, (21, v1) du plan. En posant tanga = u, 
et en exprimant que la trajectoire passe par un point donné (a, y;), on a 
pour déterminer u l’équation du second degré 


o x2 
(1) yrs 2 (1 + ue?) + ey. 
Dir 
La condition de réalité des racines est 
e9 BS 
a) So Vy IO 
( ) 2g Aa 2.92 eee 


Pour Vinterpréter géométriquement, considérons la parabole ayant pour 


équation 
(3 05 s 9 ¢ 
—y¥— SL Oy 
) Pe x 292 
2 
00 


Cette parabole a pour paramétre — et pour sommet le point x =o, 
& 


\ 
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2 
bere ) 


» c’egt—a-dire le point D : elle a donc pour foyer l’origine. La con- 


dition de réalité (2) exprime que le point M, doit étre dans ou sur cette 
parabole (parabole de sitreté). Si le point M, est dans la parabole de 
sureté, l’équation en wa deux racines réelles distinctes, et il y a deux 
facons d’atteindre le point M, en lancant le projectile sous deux angles 
différents (fig. 139). Si M, est sur la parabole de sireté, ’équation en u 
a une racine double, il n’y a plus qu'une facon d’atteindre le point M,. 
Dans le cas ou |’équation en w a deux racines distinctes, il y a deux tra- 
jectoires passant par M,, correspondant aux deux yaleurs #, et «; de 
l'angle @; les temps mis 4 arriver au point M, par les deux trajectoires sont 
respectivement 

ry 


t, = ——— CC 
Wess ) ~ a, 2 1a a , t ‘ [fae 
V9 COSZ, V9 COSA, 


aa 


le plus court de ces deux temps est celui qui correspond au plus petit des 
angles a, et «). 

La parabole de sitreté est l’enveloppe des trajectoires obtenues en 
faisant varier x, cest-a-dire u. En effet, pour trouver l’enveloppe des 
courbes représentées par l’équation (1), dans laquelle west un paramétre 
variable, il suffit d’exprimer que cette équation, considérée comme une 
équation en w, admet une racine double. Or, c’est ce que nous avons fait 
pour, trouver la parabole de sureté. 

Ces résultats s’obtiennent facilement par une méthode géométrique 
(fig. (40). Il faut construire une parabole passant par deux points et ayant 
une direction donnée. Le foyer sera, comme nous l’avons vu, sur le cercle 
de centre O et de rayon OD. Il sera de méme sur un cercle ayant pour 
centre le point M,, par ot doit passer la parabole, et pour rayon la per-— 
pendiculaire M,P abaissée du point M, sur la direction D. Ces deux cercles 
pourront se couper en deux points F, F’; il peut done y avoir deux 
paraboles. Pour que ces cercles se coupent, il faut que la distance OM, 
des centres soit plus petite que la somme et plus grande que la différence 
des rayons; la derniére de ces conditions est évidemment remplie, car on 
a OM,> OQ et OQ est la différence des rayons. fl suffit done d’écrire que 


OM,< OD+ M,P. 


Menons la droite A a une distance 2OD de l’axe des x et prolongeons M,; P 
jusqu’au point de rencontre II avec cette droite; la condition a remplir 
devient 

M,O <M, I. 


Or, le lieu des points pour lesquels on a M;O = M,II est la parabole ayant 
pour foyer l’origine et pour directrice A : c’est la parabole de stireté. Si le 
point M, est a l’intérieur de cette parabole, on pourra |’atteindre de deux 
facons : s'il est sur cette parabole, il n’y a qu’une trajectoire qui y passe; 
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dailleurs, pour un tel point M,, le foyer de la trajectoire et le foyer de la 
parabole de stireté sont en ligne droite avec M,. La construction élémen- 
taire qui détermine la tangente en M, montre immédiatement que cette 


Fig. 140, 


tangente est la méme pour les deux paraboles; de la résulte que la para- 
bole de stireté est l’enveloppe des trajectoires. 


218. Détermination de la force paralléle quand on connait la tra- 
jectoire. — Nous avons traité le probléme qui consiste, étant donnée une 
force paralléle 4 un axe Oy, & trouver le mouvement qu'elle imprime a 
un point matériel. On peut se proposer le probléme inverse : connaissant 
un mouvement plan, tel que la projection du mobile sur l’axe des & soit 
animée d’un mouvement uniforme, trouver une loi de forces paralléles 
aQy qui puisse produire ce mouvement, 

Donnons-nous la trajectoire y= f(2), que nous supposons parcourue 
par le mobile sous l’action d’une force paralléle a Oy. Nous avons, par 
hypothése, = at + b, et l’équation de la trajectoire définit vy en fonction 
de ¢, en y remplacant # par sa valeur. On a alors 


Ye 70 + =O fon (ae). 


On pourra transformer cette expression de la force en tenant compte 
de l’équation de la trajectoire; on pourra, par exemple, tirer de cette 
équation w en fonction de y et exprimer la force a l’aide de cette seule 
variable; mais on pourrait encore remplacer 2 partiellement en fonction 


de y, ou de ¢, ou de ae et d'une facon générale on aurait la loi de forces, 


keh Gh 
(= marf"(2)+WV iz, ie a” = ‘ [y—f(x)], 
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ou WY est une fonction arbitraire, qui se réduit bien & ma?f"’(xv) sur la 

trajectoire proposée. Si, partant d’une de ces lois de forces, on cherche la 

trajectoire d’un mobile qui y est soumis, en particularisant convenable- 

ment les conditions initiales, on trouvera la trajectoire donnée y = f(x). 
Prenons, par exemple, le cas du cercle ; 


v= R?— 23; 


en appliquant ce qui vient d’étre dit, on trouve les lois 


ete ; 2 
nier pat Mea rare 
(R2— «x?)? 


Pour ces deux lois, on trouve deux systémes de coniques absolument 


différents, mais chacun d’eux contient le cercle y = /R?— 2°. 


219. Mouvement curviligne d’un corps pesant dans un milieu 
résistant. — Lorsqu’un projectile est en mouvement, son centre 
de gravité se meut comme si la masse du corps y était concentrée, 
et toutes les forces extérieures appliquées au projectile trans- 
portées parallélement a elles-mémes en ce point. 

Dans le cas qui nous occupe, le centre de gravyité est sollicité 
par deux forces : le poids du projectile et la résistance du milieu R, 
qui est la résultante des actions superficielles (pressions et frotte- 
ments) transportées parallélement a elles-mémes au centre de 
gravité. Ces actions, prises’ dans leur ensemble, peuvent, en 
général, se réduire a une résultante R appliquée au centre de gra- 
vité et a un couple. Sila forme du projectile est quelconque, on 
ne sait rien sur la direction de cette résultante, qui peut faire 
sortir le centre de gravité du plan vertical dans lequel il est lancé 
a Vinstant ¢=o0. Mais, lorsque le projectile est sphérique et ne 
tourne pas, la résultante est dans le plan vertical contenant la 
vitesse du point G et, par raison de symétrie, la trajectoire est 
plane. Nous admettrons de plus, pour simplifier autant que 
possible, que cette résultante est une force R dirigée en sens 
contraire de la vitesse » du centre de gravité : R sera une fonc- 
tion croissante de ¢. Nous appellerons cette force R la résistance 
de lair. 

Si Pon admet que la résistance Ki est dans le plan vertical 
passant par la vitesse du centre de gravité, on peut démontrer 
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analytiquement que la trajectoire est plane. En effet, rapportons 
le mouvement a trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz; Vaxe Oz 
étant une verticale ascendante. En appelant R,, R,, Rz les pro- 
jections de R, les équations du mouvement du centre de gravité 
sont: 


m— =R,, me eas R,, m= =R;— me. 


Des deux premiéres, on déduit 


ex dy 
ae ihe 
Rees Ry 


Or, le plan projetant horizontalement la résistance, coincidant 
avec le plan projetant la vitesse, Rz et R, sont proportionnels a 


ee et Le La relation précédente devient, par suite, 
@ x Ly 
de de 
et ea? 
dt ‘jad 
ou, en intégrant, 


d alee 
log a = logC are 


passant aux nombres et intégrant de nouveau, il vient 
y=Cr+C’ 


la courbe est plane et son plan est vertical; ce plan est d’ailleurs 
celui qui projette horizontalement la vitesse initiale. 

Prenons ce plan pour plan des xy’, la position initiale du mobile 
pour origine, Oy vertical dirigé vers le haut, et Ow situé, par 
rapport 4 Oy, du méme cété de la vitesse initiale. 

Nous partirons des équations intrinséques du mouvement. Dési- 
enons par s l’arc de trajectoire OM, par @ langle de la vitesse 
avec Oz, et pare le rayon de courbure MC (fig. 141). Les forces 
qui agissent sur le point sont la résistance R et le poids mg; leur 
résultante est toujours située du cété des y négatifs par rapport a 
la tangente R. Or, la direction de la force entraine le sens de la 
concayité; il en résulte que la trajectoire tournera sa concavité du 
cété des y négatifs. L’angle « va donc constamment en diminuant; 


” 
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il part dune yaleur connue 4», il s’annule au point le plus haut de 
la trajectoire et diminue ensuite; nous verrons plus loin que sa 


‘ . Gi 
limite’ est, 
2. 


Dans cette équation, R est une fonction de la vitesse, que nous 
écrirons 
eS GAP) 
par suite, 


d 
(1) =~ slsine + ¢(¢)]. 


Projetons maintenant sur la normale 


p2 2 
mM — = Mg COs ; 
e 
mais ona 
ds ds at dt 
o= — —— — - 
; da dt dau da? 


on doit prendre le signe —, puisque « décroit lorsque s croit, et 
que ¢ est la valeur absolue du rayon de courbure. Portant cette 
valeur dans l’équation précédente, on obtient 

du. 


(2) —\p — = 2 Cosa. 


dt 


Les équations (1) et (2) permettent de trouver t et » en fonction 
de a; éliminons dé en les divisant membre a4 membre; nous 
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obtiendrons léquation 


(3) dy -0(e), 


=tanes + 
» ax COS 


cette équation, du premier ordre, donnera ¢ en fonction de 2, 


v= (4); 
Péquation (2) donnera alors 
: on 
(4) ia op Uta 
E Jy, COs% 


On peut exprimer aussi & et y en fonction de « par de nouyelles 
quadratures; on a, en effet, 


a 
dx =» cosa dt, eee | [UCa) ]? da, 
5 Co 


aero 


dy = ¢ sina dt, y= Se) [U(a)]? tanga da; 
% : 


Or 


o 


0 


lors done que l’on a trouvé 4(«), on achéve le probléme au moyen 
de simples quadratures. . 
L’expression qui donne dé, 


& La ee 
Ae Cos 0, 
Ms { ay . Me 
montre que, tant que w est supérieur a — —, — est négatif, et le 
{ } Mies galt, 


temps va bien en croissant quand « diminue; il en est de méme 
pour x, car dx =ycosadt. Quant ay, 11 commence par croitre 


dy 
at 


redescend. On obtient les valeurs de x, y, ¢ qui correspondent 


jusqu’a w = 0, puis, = changeant de signe, il décroit et le mobile 


aul point le plus haut en faisant « = o dans les intégrales. 


Hodographe. — L’équation » = 4(«) est ’équation de Vhodo- 
graphe du mouvement, en coordonnées polaires, car ¢ est le rayon 
vecteur d’un point de Vhodographe et « Vangle de avec la 
direction fixe Ox. . 


Equation intrinséque. —- Une fois connue la fonction ¥, on 


aura aisément l’équation intrinséque de la courbe; nous avons en 


oi 
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effet trouvé 
2 
— = g cose 
o. 7 
) ‘ 
donc ex 
Be Ly (a) } 
vg cosa 2 cose 


Cas d’intégrabilité donné par Legendre. — Nous traiterons comple- 
tement le cas ot la résistance est supposée donnée par 


o(v) =at ber, 
2( 9) 


a, b, n étant tous trois positifs. Nous supposerons a inférieur a l’uniteé, 

sans quoi, en abandonnant le corps sans vitesse initiale, la résistance mga 

serait plus grande que le poids et le projectile ne tomberait pas. 
L’équation (3) deviendra, dans ce cas, 


dp a + ben 
= tanga + 


? 


vada Coss. 


— ph 


Hi : 1 
divisons les deux membres par et prenons pour nouvelle inconnue — ; 
> 


il vient 


n a 
+ — (tanga + ——)})+ =0% 
do, pr cose cosa 


pour intégrer eette équation linéaire, posons 


elle devient 


ae kt wi + 72 tanga 4 4 a = 0; 
dk glory EA Ne Oe ai ceed Teche uaa gt 


disposons de g de fagon a annuler le coefficient de p, nous avons l’équa- 


tion 
dq _ na dz 


=— ntanga da — 
Y cosa 


qui admet l’intégrale particuliére 


4 Tr 
logg = n log cosa — na log tang Ve += ) ) 
4 


g Ww 
q = cos” | tang eh te 3 
2 4 


en adoptant cette valeur de g, il nous reste, pour déterminer p, l’équation 


ap nb 


da. gy cose? 
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dou, en intégrant de, ¢) a @ et appelant qo la valeur de g pour % = % et 


ae vitesse initiale, 
= U —'nb 
7 q cosa. 


x 


P= <= 


ott la constante C a pour valeur -» comme on le yoit en supposant 


Jory 
a = 4%». La fonction g étant remplacée par sa valeur trouvée plus haut, on 
aura ¢ en fonction de «; on obtiendra ensuite z, y, ¢ par les formules (4) 
et (5) déja trouvées, 


or 4 ‘ Pad ‘ oa pl TT ’ 4 
Nous allons établir que, lorsque x décroit jusqu’a — —, le temps croit 
2 


indéfiniment, y devient infini mais négatif, tandis que ¢ et x ont tous deux 
une limite: la courbe a une asymptote verticale a distance finie, et le mou- 
vement tend 4 devenir rectiligne et uniforme. 


a : 4 yaa yet ane 
Kn effet, expression qui donne —— peut s’écrire, en multipliant par g, 
qe” 


I 
ge ica ee vbq Lae qd Geen 


? 


Quand x tend vers — —; g tend vers zéro, car a est moindre que 
2 

d’autre part, Vintégrale du second membre devient infinie. Comme le terme 

wi 


Jorg 
second membre, terme qu’on peut écrire sous forme d’un rapport, 


tend vers zéro, il suffit de chercher la limite du second terme du 


ee) Auceep : 
prenant la forme —- Le rapport des dérivées par rapport a % est 
y 


nbgq da 
RTUIAT EY pes: 
cosa dq 
q dt al 
ou encore, en remplacant aq par sa valeur caleulée plus haut, 
Bi 
b . 
—singa— a? 
faisant enfin «= — —, on trouve que — tend vers la limite Siete 


vers la limite 
1 


$e: One ML 
TASES “ 
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Liintégrale qui donne & [formule (5) | 


I 4 
2=— fh 02 da, 
Code 


reste finie lorsque # tend vers — —; en effet, » a une limite finie ) et, 
2 


Vélément de l’intégrale restant fini, il en est de méme de a qui tend vers 


: Sai 
I faire 
= = 92 da; 
@ailleurs, ¢ devient infini pour = — —; on a, en effet, 
2 
a 
[ » da, 
ee a ee 
E Jq, COS% 
yrye yew . : . ’ Te & 
et élément différentiel devient infini pour = — —, mais de facon que 
2 
? TT Vale oF ea . , 
w + — } tende vers la limite finie ); cette intégrale se comporte donc 
COS4 2 
oe T dz ee Pas 
au voisinage de 4 = — — comme —— au voisinage de a = — —3 
2 “9 2 
a — 


Ay 2. 


c’est-a-dire quelle devient infinie. Pour la méme raison, l’expression de y 


a 
{ 6? tanga az 


Oo 
é Qo 


I 
oe 


a la te 


croit indéfiniment lorsque 2 tend vers —- —- Les propositions énoncées plus 


wid 


haut sont donc établies. 
Cette limite A de la vitesse est, comme dans le cas du mouvement recti- 
ligne descendant, la racine de l’équation ° 


oh) <1, 


Remarque. — Si lon voulait, dans un cas particulier déterminé, effec- 
tuer les quadratures, ou du moins calculer approximativement les valeurs 


ne T : ‘ 
dev, x, y, t dans le voisinage de « = — —, le plus simple serait de poser 
2 


a ™ du dt 2U 
UP == CANO (oe) hy ——_- «= ; COS 0 
2) u COS& I+ u 


la variable wv, dabord positive, est égale a 1 pour « =o et tend vers zéro 


quand « tend vers — 
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La valeur de g devient 
gn yn—nra gry 
Ga = > 
1 (1+ uw)" (t+ wu?) 


Pexposant n’ étant positif, car @ est inférieur & 1. Portant dans |I’expres- 


: 1 
sion de —» on trouve 
(o 


1 Py ora, rama 


gua (1+ u?)r ott Pee eae ’ 


expression dans laquelle on pourrait effectuer la quadrature si n était 
entier, Cette expression se préte facilement au développement en série. 
Remarque sur l’wmtégration de l’équation (3). -- Nous avons vu que 
le probleme se raméne a des quadratures dés qu’on a tiré » en fonction 
de « de Péquation différentielle (3). Il y a donc intérét a étudier cette 
équation et a en donner des cas d’intégrabilité. C’est ce qu’a fait M. Siacci 
dans deux Notes des Comptes rendus, 1go1, t. CXXXIL et CXXXIII. 
D’autre part, au point de vue de l’intégration, on peut, parla substi- 


tution 
I 


p[sing + o(¢)] = = 
ramener l’équation différentielle (3) a la forme (‘) 


az 


<= vl et() <1] 38 = [2e(o) + 09'(o) Jst 


qui rentre dans le type général 


Q 


cA 
S 


= Cy S>+ C, 57+ C235 + Cs, 


~ 
S 


x 


étudié par divers auteurs [RoGer Liouvitie, Comptes rendus, 6 sep- 
tembre 1886; ApeeLL, Sur les tnvartants de quelques équations diffé— 
rentielles (Journal de Jordan, t. V, 1889; PAINLEVE, Annales de 
l’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. VIII, 1891; Etnior, Zbzd., t. VU, 
1890]. Il conyient de signaler également les travaux de M. Drach, qui a 
déterminé toutes les formes de la fonction o(¢) pour lesquelles l’équa- 
tion (3) s’intégre par quadratures (Comptes rendus, 1914). 


920, Mouvement dans lair d’une sphere légére en rolation. — 
M. Z. Carriére a étudié expérimentalement les trajectoires aériennes de 
pe 0 ‘ LZ x . a ? 2 a * 

balles sphériques homogénes légéres, tournant autour d’un axe perpendi- 
culaire au plan de la trajectoire du centre : il a obtenu des formes de 


(!) Voir ApvpeLL, Archives der mathematik und_Phystk, dritte Reihe, fiinfter 
Band 1903. 


we 
= 


APPELL, — lt 
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trajectoires diverses suivant le sens et la grandeur de cette rotation; ces 
formes sont reproduites dans un article du Journal de Physique théo- 
rique et appliquée, t. V, 1916, p. 75 et suiv. Le fait essentiel est que, 
en supposant la rotation constante, on obtient des trajectoires qui, au lieu 
d’une asymptote yerticale, comme ci-dessus, ont une asymptote inclinée, 
dans un sens ou dans l’autre suivant le sens de la rotation. La raison 
de ces changements doit étre cherchée surtout dans le frottement de lair 
sur la surface de la balle; ce frottement produit des actions élémentaires 
qui, transportées parallélement a elles-mémes au centre de gravité, ont une 
résultante dépendant du sens et de Vintensité de la rotation. On peut 
expliquer les formes trouvées par M. Carriére, en admettant, pour repré- 
senter l’effet global de la résistance et du frottement de l’air, Vhypotheése 
suivante (1): 

Le mouvement du centre de gravité est le méme que celut d'un point 
de masse m, égal a la masse totale de la balle, sollicité par son poids 
mg et par une force de résistance R = mg o(v). croissant avec la vitesse ¢ 
du potnt, NON DIRIGEE EN SENS CONTRAIRE DE LA VITESSE, mats fatsant avec 
le vecteur opposé a v un angle aigu v, positif ou négatif suivant le 
sens de la rotation w, nul avec w et crotssant avec w. 

Cette hypothése revient a dire que tout se passe comme si, la résistance R 
étant opposée a » quand w =o, la rotation » faisait tourner R, en sens 
contraire de w, d’un angle aigu ¥, fonction croissante de w, nulle avec w. 
Sur une petite étendue de trajectoire, w reste sensiblement constant et 
langle U également. 

En appelant, comme plus haut, a l'angle de ¢ avec Ow et prenant les 
mémes axes que dans la figure (141), on obtient pour les équations du 
mouvement, avec R = mgo(¢), 


d(v cosz) 
} dt 


='— £o0(9) cos(a + v), 


d(p sin) : : 
ge OS eel) sin (ay) — g; 


dot, en éliminant dz, l’équation différentietle de | hodographe 
[e(¢) sind — cosa] dv = p[o(r) cos¥ — sina] da, 


donnant ¢ en fonction de « si ¥ est regardé comme constant. Cette équa- 
tion, pour V = 0, se réduit 4 l’équation classique. 
Dans le cas particulier ot R est proportionnel a », 
(8 


R=mg-= 


\ > 


(') Apprrty, Journal de Physique théorique et appliquée, t. VII, 1917, p. 5 
et p. 4g. 
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les €quations du mouvement se réduisent a des équations linéaires donnant 
les coordonnées @ et y en fonction de ¢. 


Cas ot la rotation instantanée de la sphére a une direction quel- 
congue. — Dans les expériences précédentes, la balle tourne autour dun 
axe normal au plan de la trajectoire. Il y aurait lieu d’expérimenter aussi le 
cas ot l’axe instantané aurait une direction connue quelconque: la trajectoire 
du centre serait alors, en général, une courbe gauche. [1] semble que 
la méme hypothése pourra étre faite sur l’effet global de la résistance de 
milieu dans ce genre de mouvements. La résistance R= mgo(v) au lieu 
a@étre opposée & la vitesse du centre G, s’obtient en faisant tourner 
le vecteur mg o(v) opposé a la vitesse de G, d’un angle aigu \ autour 
de l’axe Gw de larotation instantanée de la balle, en sens contraire de 
cette rotation; cet angle v est une fonction croissante de la grandeur » 
de la rotation instantanée nulle avec w. De cette facon, si l’axe instan- 
tané de rotation est tangent a la trajectoire, ou si la rotation est nulle, Ja 
résistance est opposée a la vitesse. 

On pourra consulter a ce sujet une Note de Lord Rayleigh : On the irre- 
gular flight of a tennis-ball (Messenger of mathematics, new series, 
n° 73, 1877), et un article de M. Greenhill (Messenger of mathematics, 
vol. IX, 1880, p. 113). 


921. Mouvement dune particule électrisée dans un champ électrique 
et dans un champ magnétique superposés. — Soit une particule maté- 
rielle M de masse m portant une charge ¢, en mouvement dans l’espace 
avec une vitesse v a l’instant /. 

Imaginons d’abord des charges électriques fixes, sur des corps fixes, 
produisant un champ électrique, dans lequel la force électrique agissant 
sur une charge électrique +1 placée en un point (#, y, 2) ait pour pro- 
jections P, Q, R, avec 

ov ov Ov 


PpP=— —, eh er Aer ? 


Oz 


V désignant le potentiel du champ électrique : la force appliquée a la 
masse m portant la charge <, positive ou négative, sera eP, ¢Q, eR. 

Soit, d’autre part, un champ magnétique créé par des aimants et des 
courants constants, dans lequel la force magnétique H, qui agirait sur un 
pole magnétique +1 placé en (a, y, 3), aurait pour projections X, Y, Z : 
on admet que la force F, que ce champ fait naitre sur la particule, est 
définie par la loi suivante. Appelons x, y, s les coordonnées de la parti- 
aa widyn dz 
GET, BONE 
diculaire au plan des vecteurs H et », égale au produit Hvesin(H, ¢) et, 
si ¢ est positif, dirigée vers la gauche d’un observateur ayant les pieds 
en M, la téte en ¢ et regardant dans le sens MH ( fig. 142). Cette force F 


cule M, les projections de sa vitesse #; la force F est perpen- 


N ” 
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est donc égale au produit de ¢ par le moment linéaire G d'un vecteur HW 
équipollent 4 MV, pris par rapport au point M. Les axes ayant la dispo- 


M 


silion que nous avons adoptée, les projections de F sont alors 


et deux formules analogues obtenues en permutant les coordonnées (!). 
Les équations du mouvement de la particule sont donc: 


2, = : 
ee (VS -2), 


dt? dt dt 
d?y dx dz 
—— <S1€ / eet ena ek 

(1) \ ee Qre(7 dt a) 
datz , ay ax » 

| Th = eR (XE nl aA 


Si les-champs électrique et magnétique sont quelconques, on ne peut 
rien dire sur lintégration de ces équations, sauf que le théoréme des 
forces vives donne immédiatement 


mp2 


d 


=e(Pdx+Qdy+Radsz), 
parce que le travail de la force F est évidemment nul; on a donc l’inté- 
grale premiére 

moe? 

er ke eV(a, y, s)i+h, 
V désignant le potentiel du champ électrique. Par exemple, si le champ 
électrique est nul, la vitesse est constante, 


ye Warde 
ie Sao 


on peut alors éliminer le temps en introduisant l’are s de trajectoire par 
la relation z 
ds = ¢ode: 
a 
(1) Voir, par exemple, Bouassr, Cours de Physique, t. IU, p. 229, et diverses 
Notes de M. C. StéRuER, Comptes rendus, 2, 9, 23 mars et 21 septembre 1898. 
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PREMIER CAS PARTICULIER. — Le champ électrique est nul, le champ 

magnétique provient d'un seul pole magnétique placé al’origine O. — 

Dans ces conditions, le champ magnétique X, Y, Z dérive d’une fonction 
Fe f SU Esato ion 

de la forme U = > our est la distance \/x?-+ vy? 52. Les équations du 


mouvement sont alors, en posant 


ds Me 
aes Gee Se aL 
Le dea aye ahs d) 
ds* =3( ds se), 
(2) ‘ celia (sG-2Z), 
" ds? r3 ds d 
d?z I d dx 
\ dam (© a ads ) } 


Tout d’abord, il est évident que la trajectoire G est une ligne géodésique 
du cOne ayant pour sommet O et pour directrice C; car, la vitesse étant 
constante, la force F est dirigée suivant la normale principale a C, et, d’autre 
part, la force F en M est perpendiculaire a la génératrice OM et a la 
vitesse 9, c’est-a-dire normale au‘cOne considéré. Mais on peut montrer que 
ce cone est de révolution, par une analyse due a M. Darboux (Note VII, a 
la Mécanique de Despeyrous, 1°* volume, Hermann, 1884). Les équa- 
tions (2) donnent, si l’on a fait la combinaison conduisant au théoréme des 
moments par rapport a O<, . 


ds? ds? 
dx OEP a Oe er y2+ 32 dz 
=4 (eS eA ae) =) r3 ds 
regne 1 as are 
T rds rids ds \r 
On a donc en intégrant 
dy dx Zz : 
e (x ds? i) Bho 
On a de méme 
dz dy x 
i rae eS A 
a( ds iz) pei 
dx dz V 
& — wv == B 
( ds ; =) ie ere 


A, B, C, désignant des constantes. Si l’on multiplie ces €quations par z, # 
et y respectivement et si on les ajoute, on a 


(3) o=—r+Ar+By+ Cz, 


équation d’un coéne qui porte la trajectoire. Ce céne est de révolution 


N 
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autour d’un axe perpendiculaire au plan P ayant pour équation 
Azv+ By +Cz=0, 


car l’équation (3) montre que le cone est le lieu des points tels que le rap- 
port de leurs distances au point O et au plan P passant par O, est 
constant 

En résumé, la trajectoire est une ligne géodésique d’un cone de révolu- 
lion de sommet Q, Ce résultat, signalé par M. Poincaré, explique comple- 
tement le beau phénoméne de la succion des rayons cathodiques vers un 
pole magnétique découvert par M. Birkeland en 1895 (Archives des 
Setences physiques et naturelles, 1898, t. VI, p. 205). 


DEUXIEME CAS PARTICULIER. — Champ électrique et champ magné- 
‘tique constants. — L’intégration est facile, quand les deux champs. sont 
constants; alors P, Q, R, X, Y, Z sont constants. Prenons les axes de 
telle fagon que Oz soit paralléle a la force X,. Y, Z du champ magnétique 
et que le plan sO contienne la force P, Q, R du champ électrique. 

Alors X, Y et Q sont nuls et les équations générales (1) deviennent 


ax dy 
SS Sas 
a dt? : ; é at 
ay \ Ax 
4 / es Chive ia) 
(4) | ease +eZ a 
. a?z 
ea eR, 


ot les coefficients sont constants. Nous prendrons pour origine la position 


initiale du mobile, a V’instant ¢= 0. En désignant par p, ret » les con- 
eb ireR eZ 


stantes —, —-» — —~, une premiere intégration donne immédiatement 
dx 
ae =pt+oy+a, 

k dy 

5) ————— —oxtb, 

oe dt 
dz Nee 
pt oe tas 
dt 


a, 6, c étant des constantes d’intégration égales aux projections de la 
vitesse initiale sur les axes. Puis, l’élimination de y conduit a l’équation 


linéaire 
d* x P 
2 ee NS See — 
de +o (« z) Oo, 
: b 
dans laquelle on peut prendre comme inconnue x — — — ue et qui donne 
Ww ne) 
b P : 
(6) z=— ++, +Asin(wt+«), 
13) @* ’ 
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A et @ étant deux nouvelles constantes. On a ensuite, par la premiére des 
équations (5), 


' t 
(6") yee Py A cés(we 4a), 
o) w 


les constantes A eta étant telles que x et y s’annulent avec ¢, et par la 
‘troisiéme 


I 
(6") 5 me seer (EVAN 


On a ainsi les équations du mouvement sous forme finie. 

On peut se représenter le mouvement comme résultant d’°un mouvement 
circulaire uniforme et d’un mouvement parabolique d’axe vertical d’accé- 
lération constante paralléle a Oz. En effet, si Von pose 


Dis ip ete I it 

Ae — =S>S=_— ee ed i 
(7) ; (2) a w2 i \1 (>) (>) ‘ ; 2 Ns Us 
(8) ®%,= Asin(wt+<), ¥2= Acos(wt+ z), Zg= 0, 


on peut écrire 
X= #,+ LX, D At Oe A) = B+ Zo. 


Le point M, des coordonnées x, v1, 2, est animé dun mouvement para- 
bolique, dans un plan paralléle a sO y, dont l’accélération constante, paral- 
léle A Oz, est égale ar; le point My de coordonnées 22, v2, 32 décrit dans 
je plan zOy un cercle Co, de centre O, de rayon A, avec la vitesse angu— 
laire w. La position du mobile M au temps ¢ s’obtient en construisant la 
résultante OM, et OM, c’est-a—-dire en menant par M, un vecteur M;M 
équipollent a OM, ( fig. 143). . 


Le mouyement de M est alors représenté comme il suit : un cercle C de 
centre M,, de rayon constant A, paralléle au plan vy, est animé d'un 

mouvement de translation parabolique d’accélération verticale constante, 
et le point M parcourt la circonférence de ce cercle d’un mouvement 
uniforme, identique a celui de Mz sur le cercle Co. 

En faisant varier les valeurs des constantes p, 7,» ou P, R, Z, on obtient 
des cas particuliers conduisant a d’élégants résultats. Si R = 0, c’est-a-dire: 
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si le champ électrique est perpendiculaire au champ magnétique, 7 = 0, et 
le point My, est animé d’un mouvement rectiligne uniforme. La parabole 
du cas général est alors remplacée par une droite et, suivant les conditions 
initiales, on pourra ayoir comme trajectoire, dans des cas particuliers, une 
hélice circulaire, une cycloide, etc. 


TROISIEME CAS PARTICULIER. — Ltecherches de M. Stormer sur les aurores 
polaires. — D’aprés les idées émises par M. Birkeland, en 1896, et par 
Arrhenius, en 1900, quelques physiciens ont été amenés a penser que les 
aurores polaires et les perturbations -magnétiques correspondantes sont 
dues a des corpuscules électriques (rayons cathodiques ou rayons analogues ) 
venant de l’espace et suivant des trajectoires déterminées par l’action du 
magnétisme terrestre. Le probléme de calculer ces trajectoires se simplifie 
si l’on suppose les corpuscules trés loin de la Terre, 4 plus de un million 
de kilométres, par exemple : on peut alors regarder le champ magnétique 
de la Terre comme ¢étant da a un aimant élémentaire placé au centre de la 
Terre ayant pour axe l’axe terrestre (voir pour la détermination du champ 
dun aimant élémentaire le Tome III de ce Traité, n° 570). Crest en se 
placant dans ces hypotheses simplificatrices queM. Carl Stormer a traiteé 
le probléme dans un Mémoire inséré aux Archives des Sciences physiques 
et naturelles de Genéve, quatriéme période, t. XXIV, 1907; sans intégrer 
les équations du probléme, M. Stérmer a obtenu d’importants résultats : il 
est parvenu notamment a expliquer les traits essentiels des expériences de 
M. Birkeland (Comptes rendus, 21 septembre 1908) et d'autres plus récentes 
de M. Villard. La place nous manque pour développer cette théorie, qui 
exige de longs calculs. ) 


EXERCICES. 


1. Mouvement rectiligne d’un point attiré par un centre fixe en raison inverse 

t my, 

du cube de la distance, X = — isis 
we 


On trouye 


2. Mouvement rectiligne d’un point entre deux centres attractifs (la Terre et la 


Lune, par exemple) supposés fixes et attirant le point en raison inverse du carré 
de la distance. 


Reponse, — En appelant a la distance des deux centres fixes et prenant l’un 
@eux pour origine, on a ; 
ee ew mk? mk’? 
x (a—2)? 


Actuellement, il y a entre les deux centres une position d’équilibre instable E. 
Le mobile n’étant pas dans cette position, si on le lance vers cette position avec 
une vitesse suffisante pour la lui faire dépasser, il ira tomber sur le deuxiéme 
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centre .attractif; si la vitesse du mobile s’annule avant qu'il atteigne le point EK, 
il retombe sur le premier centre attractif. Enfin, si l'expression algébrique de la 
vitesse s’annule au point E, le mobile se rapproche indéfiniment de E avec une 
vitesse tendant vers zéro, mais n'y arrive jamais. 


3, Soit z = f(t, x, ¥,) Véquation du mouvement produit par une force X = ¢(a), 
dépendant uniquement de la position du mobile, l’abscisse et la vitesse initiales 
étant 2, et 9. Démontrer qu’un deuxiéme point matériel de méme masse dont 
Vabscisse est 

Vy 


Litas c by 43 ), 


«x désignant une constante, se meut sous l’action de la forme X,= «X, labscisse 
et la vitesse initiales étant x, et 9. ‘ 

En particulier, si «@ = vere le point dont le mouvement est donné par la 
formule 


Lo fltv=1, Xo) — 0V—1) 


se meut sous l’action de la force X, = — X (Comptes rendus, 30 décembre 1878). 
Appliquer a 
: ; U 
NG a= Oe Nears LS ieee 


4, Si la loi @un mouvement tautochrone rentre dans la formule de Lagrange, 
montrer que, en ajoutant a la forée une résistance proportionnelle a la vitesse, 
on a encore un mouvement tautochrone (Routn). } 


5. Trouver l’expression de la vitesse » dans un mouvement rectiligne en fonc- 
tion de x et x, de telle facon que Je mouvement correspondant soit tautochrone. 
Réponse. — Le point de tautochronisme étant a l’origine, supposons l’expression 


de v écrite sous Ja forme 


I 1 
Vv SO ree 


Lice IRS 


x 


x 
X 
c’est-a-dire pour £=1. Le temps T employé par le mobile a atteindre lorigine, est 


v 1 6 
tio [ o(ay t) dx =— f Ly P(X, é) dé, 


/0 0) 


ou & désigne le rapport —- Cette expression 9 est supposée s’annuler pour 2 = 2, 


en remplagant 2 par 2,£. L’intégrale T étant indépendante de 4, sa dérivée 


ot tae uh O[ 209 (2, é) | dé 
OX, a 0 OX, 


doit étre nulle. Appelons 6(z,, &) Vintégrale indéfinie 
ie. OL ee (oy 8) py 


hy OX, : 


x * 7 ? apa Sean 
‘ 
yy 
378 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 
de telle fagon que 
ce Ohopo(v4.€).| 3 ONC 6) 
Ox, OE? 


la fonction 6 s’annule avec é et la condition de tautochronisme.est que § s’annule 


aussi pour =1, Réciproquement, si § est une fonction arbitraire de x, et de § s’an- 


1m 


, )T 
nulant pour £ =o et £=1, Vintégrale oe est nulle. Intégrant l’équation (1) par 


rapport A x, = étant regardé comme une yariable indépendante de x, on a 


: Xo JO (a, é) 
29 (ty @) = fe day (2), 


(2) désignant une fonction arbitraire et @ une constante arbitraire. On a donc 


pour » Vexpression / 


XL 
== e > 


ip eee 3) “a 
OZ 


“/n S 


ze Ly+ d(é) 


ou 6 est une fonction arbilraire de x, et de — assujettie seulement a s’annuler 


r 


- ; : y x : 
pour £=oet£=1,. Apres la quadrature, il faut remplacer § par st La vitesse 9 
+ . . . o , . 
devant s’annuler pour 2 =1 et rester finie, il faut de plus que le dénominateur 
devienne infini pour  =1 et reste différent de zéro quand & varie de 1 4 o. 
Une fois ¢ trouvé en fonction de x et x), pour avoir la loi de la force, il suffit 
) 


NAS ie ds ; F wip : ; Love 
d’éliminer 2, entre 9 et Ge © Ai ne peut se faire qu’apres un choix détermin¢ 


: le : OeLae : 
dela fonction 6(a),%). On obtient ainsi a = f(x, 9), et la loi de la force est 


u dy 
I = me 


dz 


—= FOP (3G, O)s 


Par exemple, si 9 est identiquement nul, on retrouye le cas ot l’équation diffe- 
rentielle du mouvement est homogéne en x et v. M. Bertrand a remarqué depuis 
longtemps que la formule générale du mouvement rectiligne tautochrone doit 
contenir une fonction arbitraire de deux variables. 


6. Mouvements tautochrones (méthode de M. Guichard). — Considérons des 
mouvements tautochrones qauclvanques; le mobile part du point 2 pour arriver 
a Porigine dans un temps qu’on peut supposer égal & 1. La vitesse », du mobile, 
a l’origine, varie ayec 2). Prenons le mouvement inverse; le mobile partira de 
Porigine a Vinstant ¢= 0, avec une vitesse variable 9,; il atteindra le point x, 
variable avec ¢, au bout du temps ¢ =r. Pour ce mouyement, on aura 


(1) g=(1—¢) f(t, 9). 


f se réduit & 9, pour t= 0; de plus, f est positif, quel que soit ¢, pour ¢ com- 
pris entre o et 1, On aura ensuite, en appelant y l’accélération, 


t 
(2) ee (DSW MEO ale 
ve F(t, % 
(3) =(—t)f2(t, %) —f(t, %)- 
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Des formules (1) et (2) tirons ¢ et »,, puis portons dans la troisiéme; on 
aura y= li(z, ¢). En prenant enfin F = — mIl(v, ¢), on aura un mouvement 
tautochrone, | 


7. Trouver les lois de forces produisant les mouvements rectilignes suivants ; f 


2 = 2, cost+ 9, sint, 
£ = 2, cost + o)sint+ gt-, 
tho? 


Nt ai (gt Vy ee) 
ton ° 


8. Un mobile animé d'un mouvement rectiligne est sollicité uniquement par une_ 
résistance de milieu R = mo(v), fonction continue de la vitesse v, essentielle- 
ment posilive et croissant avec la vitesse. Démontrer : 1° que si 9(0) est different 
de zéro, le mobile s’arréte au bout dun certain temps, aprés avoir parcouru un 
espace fini; 2° que, si (0) est nul, de telle facon que le produit y-"9(¢) tende 
vers une limite différente de zéro lorsque ¢ tend vers zéro, le mobile s’arréte 
quand n est inférieur 4 1, et continue a marcher indéfiniment avec une vitesse 
tendant vers zéro, quand 7 est égal ou supérieur & 1; dans ce second cas, l’espace 
parcouru par le mobile est fini quand 7» est inférieur a 2; il est infini quand 7 est 
égal ou supérieur a 2. 


9. Mouvement d’un point attiré par un plan proportionnellement a la distance. 


10. Mouventent d’un point sollicité par une force paralléle & l’axe Oz, ayant 
pour expression 
re 
(Ag+ By+ Cz D)’ 


/ Sos 


; u 
Lig - =e) 


(Agi+ 2Bay + Cy? + 2Da+ 2Ey +)’ oh 


le 


u, A, B, C, D, E, F désignant des constantes. 


Réponse. — La trajectoire est une conique, quelles que soient les conditions 
initiales. 


11. Mouvement d’un point pesant dans un milieu résistant, Ja loi de la résis- 
tance R étant donnée par \ 
R=mg(A+B logy), 

A et B constantes. 
Cette loi peut s’obtenir comme cas limite de celle qui a été adoptcée dans le 


texters 
R= mg (a+ bo"). 


B B : , 
Il suffit de poser a= A — oH O= e et de faire tendre 7m yers zéro. 


12. Achever les calculs du texte (219) en supposant m=1 et a= -: On peut 


effectuer toutes les intégrations. 
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13. Un point pesant se meut dans un milicu résistant : démontrer que, R dési- 
gnant la résistanee, on a, entre l’ordonnée y et l’abscisse x d’un point de la tra- 
jectoire, la relation 
ay 2gR 


DSS Se Re, 
ax ve cosa 


» désignant la vitesse et « langle de la tangente avec Vhorizontale Oz. 
En particulier, sila résistance est proportionnelle a ‘, ’équation différentielle 


de la trajectoire est \ 4 


ay oes hie : : i, ie 
So — = f|1- 
da* cos*% dx 


(DE Sparre, Comptes rendus, 23 et 30 mai 1892, et 
Memorial de 1’ Artillerie de la Marine, 1892.) 


14. Mouvement d’un point pesant dans un milieu résistant dont la résistance 
est proportionnelle au cube de la vitesse. 

Le probleme peut étre résolu complétement a l'aide des fonctions elliptiques 
(voyez APPELL et Lacour, Principes de la théorie des fonctions elliptiques, 
p. 225; voyez également deux articles de M. pE Sparre, Bulletin de la Société 


mathématique, 1900 et 1901). 


15. Un point se meut dans un‘plan rOy, sous Vaction d’une force dont les 


composantes X et Y sont 
0U ou 
xXx =—, ¥= ) 
oy Ox 


U étant une fonction de zw et y. 
Démontrer que les équations du mouvement admettent lVintégrale premiere 


dx dy 


‘dite be Haass 


16. Un point se meut dans un plan cOy, sous Vaction d’une force dont les 
composantes X et Y sont des fonctions de x et y vérifiant les deux conditions : 
OX oY OX OY 
One Or Ox Oy 


Démontrer que l’intégration des équations du mouvement peut étre effectuée a 
Vaide de quadratures. 


‘Réponse. — Dans ce cas, la quantité X + Yi est une fonction de la variable 
complexe 3 = 2 + yi, X +Yi= o(z). Les deux équations du mouvement peuvent 
alors se condenser en une, 


et lintégration est ramenée & deux quadratures successives : la premiéré 


dz\? faizine : 
o(Gh—m(Bl-a free 
<4} 


puis la seconde, donnant ¢ en sz. 
(Lecornu, Comptes rendus, t. CI, p. 1244; Journal 
de l’Ecole Polytechnique, LV* Cahier.) 
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17. Plus généralement, si l’on a 


a et 6 désignant des constantes, l’intégration des équations du mouvement se 
raméne a des quadratures, 


Réponse. — On raméne ce cas au précédent par les substitutions 


x= ox’, Gea Vay oa Voz’, A — Vee ay’. 


18. Un point se meut dans l’espace, sous l’action d’une force dont les compo- 
santes X, Y, Z sont des fonctions de x, y, 5 vérifiant les relations 


OSM OVS OZ MOR OY NOL GRR ON. 0% 
ODT ON Wray. Oyen. Pet Oa Od: 0% . Oy! 


Démontrer que l’intégration des équations du mouvement se raméne a des qua- 
dratures. 


Réponse. — En appelant « et 2? les racines cubiques imaginaires de Vunité et 
posant 
Dat ee aay +es='g, LZEwy+as=r; 
K+Y+Z2=P, X+aY¥+i#Z=Q, X+e?Y+aZ=R, 


on trouve que P est fonction de p seul, Q deg, R de r. Les équations du mou- 
vement sont alors équivalentes aux trois suivantes : 


dont chacune s’intégre par deux quadratures. Exemple : 
X= v2, Y=23-+ 227, Lis MYND I 
(Comptes rendus, 19 mars 1877.) 


19. Etant donné un point matériel soumis A une force qui ne dépend que de sa 
position, les intégrales des équations différentielles du mouvement restent réelles, 


si l'on y remplace ¢ par ¢\/—1, et les projections 2, yv/,, 5/, de la vitesse initiale 


par — 2, f—1, — 9% Vee — z/.\/—1. Les expressions nouvelles ainsi obtenues 
sont les équations du nouveau mouvement que prendrait le méme point matériel 
si, placé dans les mémes conditions initiales, il était sollicité par une force égale 
et contraire a celle qui produisait le premier mouyement. 

(Comptes rendus, 30 décembre 1878.) 


20. Un point pesant-se meut dans un milieu résistant, la résistance R étant, 
comme on l’a supposé dans le texte, une force dirigée en sens contraire de la 
vitesse y et fonction de », R = mg¢(v). Supposons, de plus, la fonction 9(¢) 
continue, posilive et croissante avec v. Démontrer les propositions générales sui- 
vantes : 

1° Si g (0) >1, le mobile décrit en un temps fini un are de trajectoire fini qui 
se termine en un point ot la tangente est verticale et oti le mobile arrive avec 
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une vitesse nulle. Le mobile reste alors immobile; car, s'il tend a se remettre en 
mouvement, la résistance qui se produit est supérieure au poids. (Ce cas peut se 
présenter, par exemple, pour le mouvement d'un point pesant avec frottement sur 
un plan incliné.,) 

2° Si o(0) <t (cas des projectiles d’artillerie), le mobile décrit une courbe 
avec une branche infinie possédant une asymptote yerticale, et la vitesse tend vers 
une limite 4, égale & la racine de |’équation 1— ¢(¥) = 0, équation qui admet 
éyidemment une seule racine, d’aprés les hypothéses faites sur 9(¢). 

3° Si g(0) =1, v tend vers zéro, x tend vers une limite finie; mais, pour ¢ et y, 
différents cas particuliers. peuvent se présenter, suivant la facon dont o(¢) tend 
vers un quand ¢ tend vers zéro. Si y-"[1— 9 (¢)] reste fini, résultats de Vex. 8. 


Indication sur la méthode a suivre. — L’équation (3), p. 365, donne 
f° Pte) ay 
COS KH 
beta.’ 
9COS4 = 9, COSa,e ° j 


: ¢ : ; ins 
équation qui montre que » cosa tend vers zéro quand « tend vers — = en la- 


_ 
7 


résolvant par rapport a y, on a une expression qui, pour « = — = 


> prend la 


forme —- D’aprés les régles ordinaires, on en conclut, en appelant 9, la limite 
Ko 


de », la condition 
a LN y ( %,)] Sear 


qui montre que v, est nul ou racine de 1— o(9). On acheéve ensuite la discussion 
a aide des formules de la page 365. ( Morin. ) 


21. Analogies entre l’équilibre d'un fil et le mouvement d'un point. — Ces 
analogies se révélent immédiatement par la comparaison des équations intrin- 
séques de l’équilibre d’un fil (n° 136) et du mouvement d’un point. On a ainsi les 
théorémes suivants : 

a. Si un fil est en équilibre sous l’action d’une force F ds, la tension étant T, , 
un point matériel de masse 2, décrivant la courbe funiculaire avec une vitesse ¢ 
égale ’ AT en chaque point (x constante), est sollicité par une force ® opposée 
a F d’intensité mk? FT ou mk oe. On peut passer inversement du mouvement du 


point a l’équilibre du fil; il suffit de supposer T = : et la force F opposée a ® 


€ 


d’intensité 


mko- 

b. Un point matériel sollicité par une force verticale dirigée vers le haut et 
proportionnelle a sa vitesse décrit une chainette. 

c. Un fil dont chaque ¢clément ds est sollicité par une force verticale F ds, 
P : a ‘ it kds i ‘ 
inversément proportionnelle & sa tension F ds = pT? se dispose suivant une 
parabole. (on peut aussi dire que cette force F ds varie proportionnellement a 

Phe , , dx a 
la projection horizontale dz, car J Piece c.) 
ds 

d. Si l’on transforme de cette facon les équations qui, pour un point matériel, 

expriment le principe des aires (n° 203) et le principe des forces vives (n° 205), 
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on trouve, pour les fils, les théorémes exprimés par les deux équations 


Rea waoundar ; ; : 
dT+Xdx+YVdy+Zds=o, 


dont la premiére a lieu quand fa force a, tout le long du fil, son moment nul par 
rapport a Os (n° 131). 

é. Des théorémes analogues s’appliquent a l’équilibre d'un fil sur une surface 
comparé au mouvement d’un point sur une surface (voyes Moépius, Statique, 
deuxiéme Partie, Chap. VI, et Paut Srrret, 7héorie des lignes a double cour- 
bure; Mallet-Bachelier, 1860). 


22. Si plusieurs masses mm, m2’, mv’, ..., respectivement soumises a l’action des 
forces F, F’, I’, ..., fonctions des seules coordonnées et partant toutes d’un 
point A avec des vitesses ¢), 0), v3, ..., de grandeurs différentes, mais de méme 
direction, décrivent la méme courbe ABC, la masse quelconque M, soumise a 
Vaction de la résultante des forces al, o/F’, a’ PF", ... ott x, a’, a”, ... désignent 
des constantes positives ou négatives et partant du point A avec la vitesse V,, 
ayant la méme direction que 9, 94, ..., décrira alors la méme courbe, pouryu 
que la force vive initiale de la masse M soit déterminée par la formule 


“ ; ; “9 
MV% = amvs + aim'y? + a” mvt. kh. ’ 


(Bonnet, Note au Tome II de la Mécanique analy tique de Lagrange). Ce théo- 
reme se démontre a l’aide des équations intrinséques du mouvement. 


23. Si la résultante F des forces agissant sur un point libre appartient a un 
complexe linéaire fixe, le moment de la quantité de mouvement par rapport a ce 
complexe est constant. 


Réponse. — Par hypothese, il existe des constantes a,6,c,p,q,7r telles que 
PXY+qY+rZ+a(yi—sY)+6(4X—2Z)+c¢c(@~Y—yX) =0. 
Remplacant X, Y, Z par mx”, my”, ms" et intégrant, on a 
) 


parqytrsta(ys—szy') + b(sa'— 22') + ¢(xry' — yx’) = const., 


relation qui exprime la propriété a démontrer. 


24. Mouvement d’une particule lectrisce soumise a action d’une masse ¢lec- 
trique fixe placée en un point O et d’un seul pole magnétique fixe placé au meme 
point O. 


Réponse. — Le point décrit, sur un cone de révolution de sommet Oemumne 
trajectoire qui, par le développement du céne, devient une conique de foyer O, 
parcourue suivant la loi des aires. 

(Voir AppELL, Annaes scientificos da Academia Polytechnica do Porto, 
volume IV, 1909.) 


CHAPITRE XJ. 


FORCES CENTRALES, MOUVEMENT ELLIPTIQUE 
DES PLANETES. 


I. — FORCES CENTRALES. 


222. Equations du mouvement. — Une force est dite centrale 
quand sa direction passe constamment par un point fixe : ce potnt 
est le centre des forces. Prenons pour origine le centre des forces 
et convenons de désigner par F la valeur absolue de la force pré- 
cédée du signe + ou du signe —, selon qu'elle est répulsive ou 
attractive. Nous ayons vu précédemment (n° 203) que la trajec- 
toire est une courbe plane dont le plan passe par le centre des 
forces. Ce plan est déterminé par la position et la vitesse initiales 
du mobile. Si Ja vitesse inituale est dirigée suivant le rayon vec- 
teur, ce plan serait indéterminé, mais alors le mouvement serait 
rectiligne et aurait lieu sur le rayon vecteur. 

Prenons le plan de la trajectoire pour plan des xy. Les pro- 
jections de la force seront, avec la convention faite sur le signe 


J lie F : : : APA 
de F, — et —~. Nous pourrions employer les équauuons générales 
Tare : 


du mouvement plan; il est plus simple de parur des équations four- 
nies par le principe des aires et le théoréme des forces vives. 
L'intégrale des aires 
dy dx 


s’écrit, en employant les coordonnées polaires, 


(1) r— =¢ 


Nous ayons vu que C est le moment de la vitesse initiale par 
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rapport a Os. Soient , la vitesse initiale et py sa distance a l’ori- 
gine; la constante Ca pour valeur absolue Po 3 i faut prendre 
les signes + ou —, suivant que le mouvement se fait d’abord dans 
le sens positif ou dans le sens négatif des rotations autour de Oz; 


soient 7, 4) les coordonnées de Mo, et 7 langle de la vitesse ini- 
tiale My vy avec le prolongement de OM,; ona 


Po = To SIP No 


et, par suite, ; 
5 C = 7p Po SIN Go 


en valeur absolue. Si l’on convient de compter positivement 
Vangle qo a partir du prolongement M,O' du rayon vecteur dans le 
sens positif des rotations, cette égalité est aussi vraie en signes, 
puisque, ro ely) étant supposés positifs, le signe de C est précisé- 
ment celui de sinyjo. Cette constante C ne peut ¢tre nulle qu’avec 
Po; V) OU sing; le mouvement se fait alors sur le rayon vecteur. 

Appliquons maintenant le théoréme des forces vives; nous 


obtenons 


(2) aee easy 


Les équations (1) et (2) définissent’ entiérement le mouvement; 
elles serviront a trouver 7 et § en fonction du temps. 
La vitesse a pour expression 
dr? +- 12. dO? 
4 = 
dl? Y 
a l'aide de l’équation (1) nous pouvons éliminer dans cette expres- 


APPELL. — I. 25 
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sion d4 ou dt; cela nous donne successivement : 


: ae 1\2 
rae Z ve y\? POLO NS ice r 
(Gi (eee (0 PT Cres (=) » en remplacant a oF Pate ae 


Le cas le plus simple est celui ot la force dépend uniquement 
de la distance r : on est alors ramené a des quadratures, car, Pdr 
étant une différentielle totale exacte, l’équation (2) donnera ¢? en 
fonction de 7; en portant cette valeur de »? dans les équations (3) 
et (4), on trouyera ¢ et 4 par des quadratures. 

Revenons au cas général. Nous pouvons obtenir encore deux 
équations importantes, en remplacant ¢? par la valeur (3) ou (4) 


% 


dans l’équation des forces vives. En nous servant d’abord de (3) et 


PEN Vé : qoet ; 1dme? dr : 
ecrivant equation €s TOrces Vives 3 Tae = Poy? nous avons 


d m (5 Aes i (ees |_padr 
dt =| a) tals dt 


aa : eg bie SF dr 
c’est-a-dire, en effectuant la différentiation et divisant par ere 


que nous conserverons sous la forme 


2p 2 
(5) pct Sic 
2 : ge 


Cette équation définit le mouvement relatif du mobile sur le 
rayon vecteur; elle montre que ce mouvement est le méme que si 
le rayon vecteur était fixe, et sila force qui agit sur le point 


3 


était augmentée de re Cette méme relation donnera r en 


fonction de ¢ lorsque F sera une fonction de la distance seule, ou 
plus généralement de r et ¢. 

Seryons-nous maintenant de Yexpression (4) de ¢? pour la 
porter dans l’équation des forces vives; nous obtiendrons, en écri- 
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oP 3 ‘ pdm? dr 
vant 1’é de : ee ee 
V quation des forces vives Seory: FS ; 
PS I> 2 \ 
ad mC? a ev ei tay os tae F dr. 
ree Gap Arh | ae? 
a 


en effectuant Ja différentiation et remplacant par sa valeur 


7 

do 
t adr Fife dr é 

— sa gp? BOus pouvons diviser par 7 ct il reste alors la formule 


suivante, due a Binet : 
: I 
cS) et eae Te gtk a 


Cette équation peut servir 4 trouver 7 en fonction de 4, ¢’est-a-dire 
Véquation de la trajectoire, si F ne dépend que de r, ou plus géné- 
ralement de r et 4. Les signes des deux membres de léqua- 


tion (6) montrent que la force est toujours dirigée vers la coneavité 


oe 


r) woke 
ees PO 
av est négatif ou 


positif selon que cette trajectoire tourne ou non sa convyexité vers 
le pole; si la force est nulle dans une certaine position du mobile, 


7 ‘ . [ 
de la trajectoire; on sait, en effet, que Song 
* 


ily aun point d’inflexion sur la trajectoire. 


223. La force est fonction de la seule distance. — Etudions 
plus complétement le cas important on Vona 


jf == Gere 
équation (2) s’intégre immédiatement et donne 


me? 


f 9 r)dr+h, 

2 s) 

pour avoir la relation entre r et ¢, nous remplacerons ¢ par sa 
valeur (3) et nous aurons une équation de la forme 


a) Mr) ee 


Ni dt 
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sera donc donné par une simple quadrature. L’équation de la 
trajectoire s’obtient alors aisément; en effet, léquation (1) nous 
donne . 

Cdr 


C 
dé = — dt = —————) 
a + r2/b(r) 


et 4 est fournt par une quadrature. 

Il faut maintenant déterminer le signe que l’on doit prendre ~ 
deyant le radical; il sera déterminé par les conditions initiales. 
On sait que la projection de la vitesse sur le rayon yecteur est ae 
la connaissance de la vitesse initiale entrainera celle du signe 


dr j : : 
de (=) ; au début, on mettra devant le radical le signe de cette 
\ 0 


\ . mn . b) . \ 
quantité, et on le gardera jusqu’au moment ot 4(7) s’annulera, 


puis on déterminera le signe qu’il faut prendre ensuite. Il n’y a de 
difficulté que lorsque 4(7)) est nul, c’est-a-dire quand la vitesse 
initiale est perpendiculaire au rayon vecteur. Considérons alors 
Yéquation du mouyement sur le rayon yecteur; la vitesse ini- 


: dr “ihe 
tiale (3) de ce mouvement est nulle, et ce mouyement se fait 
Ni 0 


m2 


comme si, le rayon yecteur étant fixe, la force était F + Sk 


r? 
done cette force apparente est positive au commencement, 7 va 
dabord en croissant, et l’on prendra le signe +; si elle est négative, 


r va d’abord en diminuant, et l’on prendra le signe —. Suppo- 
z _ mvC? 
sons enfin que Ff, + —,= 0; dans ce cas, pour un obseryateur 


0 

entrainé avec le rayon yecteur, le point restera immobile, puisque 
le point se meut surle rayon vecteur, comme si ce rayon était fixe 
et si le point était abandonné sans vitesse initiale dans une position 
ott la force apparente est nulle. La trajectoire sera une circonfé- 
rence de rayon 79; et, en vertu du théoréme des aires, le mouve- 
ment sera uniforme. 

Voyons dans quelles conditions initiales précisés il faut placer 
le mobile pour réaliser ce mouvement circulaire. TL faut que 
la vitesse initiale soit perpendiculaire au rayon yecteur initial 


Sle See eae - m C2 i 
ho = SF dot C= ry y et que Fy + —z = 0, dou, en rem- 


0 
pes Vz Fo 79 
co =) 
\ m 


placant C par sa valeur, 


quin Vest €realle3 que si Fy est négatif, c "eSt-icdire sila force 


~ 


édente : sont relatives au cas d'une force porportionnelle a la distance 
e force ‘Inversement proportionnelle au carré de la distance. Le 
s sera traité en détail dans la théorie du mouvement des planétes; 


as nous du | premier et considérons d’abord un mobile attiré = on 
(fig. 143) Proportionnellement a a la distance 


5 = 


ss : r eae a oe h. 


-méthodes peer iers indiquée ci-dessus donneront Téequation de la 


aici et le temps. Mais il est plus simple de partir des équations du 
- _ Mouvement, qui sont, méme par rapport 4 des axes obliques, 


dy 


de = => ky, 


_ équations linéaires 4 coefficients constants dont les intégrales générales 
a: 


= x, coskt + ocak? y—Je coskt +7? sinkt, 


k 


ety, désignant le= projections de la vitesse du mobile a V'instant t = o 


sur les axes (n° 211). Si, en particulier, on prend pour axe Oz le rayon 
yecteur initial et pour axe Oy une paralléle a la vitesse initiale, on a 


— 


Eee te Yo — Ja= 2, =0, 


zr =r, coskt, 


fs doi, pour léquation de la trajectoire, ; 


zx : yk ee 


SEPIS 5 
T6 9% 


Les deux applications les plus importantes de la théorie 
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équation d'une ellipse rapportée a deux diamétres conjugués de 
° = ; ; Seve 2T 
e La durée d’une réyolution sur lellipse est we 
Comme un instant quelconque peut étre choisi comme instant initial, on 
voit que la vitesse du mobile dans une position queleonque est égale a kb’, 
b désignant la longuear. du demi-diamétre paralléle a la vitesse, cest— 
a-dire conjugué du rayon vecteur. 
Si le mobile est repoussé par O proportionnellement a la distance 
F = mktr, on trouve des équations qui se déduisent des précédentes par 


! 
longueurs V=1%, = 


le changement de & en & /—1; ona done, en choisissant les axes comme 


ci-dessus, 
; ehkt e-kt Po ekt— e-kt 


hI oe 
’ 2 © k z 2 


la trajectoire est alors une hyperbole 


a key? = 


2 


v7 = aati 


ayant pour centre le point O : la vitesse en un point est encore égale au 


. produit de & par la longueur du demi-diamétre paralléle a la vitesse. 


224. La force est de la forme se! ls Poe Jacobi a montré que 
lon peut ramener a des quadratures le cas ot la force centrale 
a une expression de la forme F = 7~?¢(4), cest-a-dire, en coor- 


données cartésiennes x et v, une expression qui est homogéne et 
de degré — 2 en x et y. Dans ce cas, la formule 
; if 
ef az 
SS m C2 ( I r 
r r dh? / 


donne, pour définir la trajectoire, equation 


[ 
d2 — : 
PipnAln se ere (0) 


= 2 
62 r m C2 


équation linéaire 4 coefficients constants avee second membre 
dont Vintégrale générale est de la forme 


I a ‘ 
ae Acos§+ Bsin§ + 4/4), 
A et B désignant des constantes arbitraires et 4(%) une intégrale 


particuliére de Péquation que lon peut toujours trouver par des 
quadratures. 
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as 3 
Bort, comme exemple, F =— mpr-2(cos28) 2, o étant une constante 
réelle positive ou négative. On aura a intégrer Péquation 


dont Vintégrale générale est 


I F Oo ies ae 
ao A cost +-Bisini— = ycos 26, 


C 


ou en coordonnées cartésiennes 


équation d'une conique tangente aux deux droites (fig. 146) OP et OQ, 
ayant pour équation 22?— y?= 0, aux points ov elles sont rencontrées par 


Fig. 140. 


P 


Ja droite o=1— Az — By qui varie avec les conditions initiales. La po- 
sition initiale du mobile se trouve nécessairement dans l’angle POQ ou 
dans son opposé au sommet, car l’expression de F serait imaginaire a 
Vextérieur de ces angles. Supposons, pour fixer les idées, que la courbe 
soit une ellipse. Si v. est positif, la trajectoire, devant tourner sa concayité 
vers O, se compose d'une partie de l’are QMP; quand le mobile arrive en 
Pun des points P ou Q, la force devient infinie et Je probléme n’a plus 
de sens. Si pv est négatif, le mobile décrit une portion de Varc QNP. 
On détermine le temps a l’aide de l’équation des aires 


r? dd 


d= = 
G 


, 


dans laquelle on remplace r? par sa yaleur en fonction de 4 : on est ainsi 
oe 
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conduit 4 une quadrature qui est edliptique, sauf pour des déterminations 


convenables de A et B. 


Remarque. — On raméne, de méme, a des quadratures le probléme 
plus général ou expression de la force serait de la forme 


F = r-29(0) + kr, 


k désignant une constante. On est encore conduit a intégrer une équation 


ee ip, 5 
linéaire en — a coefficients constants avec second membre. 
i 


ao 2 . . , . . 
225. Probleme inverse. Détermination de la force centrale 
quand la trajectoire est donnée. — Proposons-nous le probléme 
suivant : 


Un mobile décrit une trazectoire plane suivant la lot des 
aires autour d’un point fixe : trouver la force qui produtt ce 
mouvement. 


Tout dabord la foree est centrale; en effet, prenons le point 
fixe pour origine, la loi des aires donne l’équation 


dy dx é 
| ap eaear Te. 
ou, en différentiant, 
ay ax 


dt? y diz °» 


équation qui montre que laccélération et, par suite, la force 
passent constamment par l’origine. Soit alors F la valeur algé- 
brique de la force; on a, en vertu de l’équation (6), 


/ I 

; ad? — 
ke m C2 ( ae r 
- ; 


r2 


par hypothése, on connait Il’équation de la trajectoire f(7, 6), qui 


Ph ae ES : [ 
définit ~ comme fonction de 9, - = ¢ (4); on aura done 
x 


mC2 


PS eal Cte oO. 


Si Pon ne s’impose a l’avance aucune forme pour lexpression 
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de F, le probléme présente une indétermination, car, 7 et 4 étant 
liés par une équation donnée, on pourra transformer dune infi- 
nité de fagons cette expression de F. On peut, et c’est ce que Von 
cherche en général, exprimer F en fonction de r seulement, ce 


qui se fait en éliminant 4 entre Péquation précédente et celle de 
la trajectoire. 


Exemples. — 1° Prenons le cas d'une conique parcourue suivant la loi 
des aires relativement a son foyer et tournant sa concayité vers ce point; 
en le prenant pour pole, on a pour léquation de la conique 


I+ ecos0) 
SS 


P 
» étant le paramétre et e Vexcentricité, On en déduit 
L P 


I 
a(*) [ Titre 


I 
-S+- Oh F=— 
r 


ap? P pr #4 


la force est donc une attraction qui varie en raison inverse du carré de 
la distance. 

2° Si lon traite le méme probléme pour une branche d’hyperbole tour- 
nant sa convexité vers le foyer et dont l’équation est 


_ 


ecos§—1 


Tz P 
on trouve ; 
mC? 
eras aed 
pr 


et la force suit la méme loi, mais est répulsive. 
3° La plupart des courbes usuelles peuvent rentrer dans Penuation 


rk=acosk6-+ b, 
ou a, b, k sont des constantes; si l’on suppose ces courbes parcourues 


suivant la loi des aires par rapport a lorigine, on trouve pour loi de la 
force en fonction de r 


Chae 1) (a?— 62) (k + 2)6]. 
Pe — c+] pik+3 = rkh+s 
(Cas particuliers :  =—1i, coniques ayant le pole pour foyer; A=— 2, 


coniques ayant le péle pour centre; k =1, dimacon de Pascal; k=2, b=0, 
lemntscate, ....) 
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II. — MOUVEMENT DES PLANETES. 
226. Conséquences des lois de Képler. — Dans tout ce qui va 


suivre, nous ne parlerons que du mouvement du centre de gravité 
des planétes. D’aprés un théoréme que nous démontrerons plus 
tard, le mouvement de ce centre de gravité est le méme que si 
toute la masse de la planéte était condensée en ce point et toutes 
les forces, appliquées a la planéte, transportées parallélement a 
elles-mémes en ce méme point. 

Les lois du mouvement des planétes ont été déduites par Képler 
des observations de Tycho Brahé. Ces lois sont les suivantes : 


1° Les planétes décrivent autour du Soleil des courbes 
planes suivant la loi des aires; 

2° Ces courbes sont des ellipses ayant le Soleil pour foyer ; 

3° Les carrés des tempss de révolutions sidérales sont pro- 
portionnels aux cubes des grands axes des orbites. 


De ces lois Newton a déduit la loi de la force qui produit le 
mouvement. 

Puisque la trajectoire est plane et que la loi des aires a leu par 
rapport au centre du Soleil, la force est centrale et passe par ce 
point. Puisque la trajectoire est une ellipse ayant le Soleil pour 
foyer, la force qui agit sur la planéte est inversement preportion- 
nelle au carré de sa distance aw Soleil; nous avons trouvé pour 
expression de cette force (premier exemple du numéro précé- 
dent) 

ee 


mC? 
ae, 


pl 


ot. C est la constante des aires et p le paramétre de la conique. 
2 


- aoe C 
On peut lécrire, en posant u = me 
) 


La dermiére loi de Képler montre que » est indépendant de la 
planéte considérée. La constante des aires C est, en effet, égale 
au double da rapport de aire déerite par le rayon vecteur au 
temps employé a la décrire; si T est la durée de la révolution, le 
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rayon vecteur décrit Vaire zab dans un temps 1; donc 


arab 
iG 


Ce— 


2 


Z ~  O- 5 
Comme p est égal 4 —, on a, pour l’expression de p., 
2 a ; aa 


Cc? qm? a3 


Se a 


We 


: . as, ‘ 
D’aprés la loi dont nous parlons, qa est le méme pour toutes les 


planétes; par suite, la force sera pour une plancte quelconque, 


MV. 


ees 


rr? 


En résumé, chaque planéte est sollicitée vers le centre du Soleil 
par une force proportionnelle a sa masse et inversement propor- 
tionnelle au carré de sa distance au Soleil. 


227. Probleme direct. — Apreés avoir trouvé ce résultat, Newton 
s'est proposé la question suiyante : 


Trouver le mouvement d’un point matériel attiré par un 
centre fixe en raison inverse du carré de la distance. 


La force centrale étant 
WV v. 


Fo= 


Péquation des forces vives donne 


y? L 
d— =— +dr, pis th, 
2 ie Te 


On ad’ailleurs, d’aprés la théorie des forces centrales [formule (4), 


p. 386], 


: r I 
g2 = C2 —- 


Piteapes 
d9 are 


Remplacons ¢? par sa valeur, nous aurons 


bp es 
a= 
= 


heres Fae ONS! Sa 
A es Or aE +h); 
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c'est ’équation différentielle de la trajectoire; on peut l’écrire 


de ¥ 
ae =—(; &) +t 
ao 7 C2 C+ C2 
Posons 
I J. p2 h 
Bo Ge OV Ge ear 


Péquation enp est 


2 Eaise 
(3) aa eh tgs 


dé 
d’ AY ¢ Fra. 

ou, en integrant, 
§—¢=arccose, 6 ='cos (0 =o 


L’équation de la trajectoire prend done la forme 


guint, eats 
~ = a Vee Gt & * c0s(8 — 


ot lon peut toujours supposer le radical pris positivement, car, 
en ajoutant 7 a la constante arbitraire a, on raménera le radical a 
étre positif dans le cas ott il serait négatif. On reconnait la léqua- 
tion d'une conique ayant le pole pour foyer; on sait, en effet, que 
Péquation générale des coniques, ayant le pole pour foyer, est 


Ps ee © cos(4 — x), 
iy Se = 


ou p est le paramétre et e lexcentricité. En identifiant ces deux 
équations, on a d’abord 


C2 
Peo 
résultat déja obtenu, puis 
wees h 
OPW Cx = at 


et, en tenant compte de la valeur de p, 


Cette expression nous donne le genre de la conique qui, comme 
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nous allons le voir, dépend uniquement du signe de la constante 
des forces vives h. 

Si h est négatif, la trajectoire est une ellipse, car e <1; c est 
une parabole ou une branche d’hyperbole si A est nul ou positif. 
La valeur de la constante des forces vives, h, est 


elle ne dépend que de la valeur numérique de la vitesse et non 
de sa direction; si done des conditions initiales déterminées ont 
donné pour trajectoire une ellipse, on aura encore une ellipse en 
lancant le mobile du méme point avec la méme vitesse initiale 
dans toute autre direction. 

Le calcul que nous venons de faire contient implicitement le 
cas de la répulsion; pour traiter ce cas, il suffit de supposer p 
négatif dans toutes nos formules. Dans ces conditions, la con- 
stante fA est nécessairement > o et l’on a toujours une branche 
hyperbole; cette branche d’hyperbole tourne sa conyexité vers 
Vorigine, car la force est située dans la concavité de la trajectoire. 

Placons-nous dans le cas de ellipse, en supposant h <0, et 
exprimons les éléments de la trajectoire au moyen des valeurs ini- 
tiales des variables. Nous avons trouvé . 


Vou 


Cette derniére relation donnera le grand axe de l’ellipse qui ne 
dépend que de la constante des forces vives; le petit axe sera 


donné ensuite par 
be C2 
ee 


pP 
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Ayant ainsi calculé le demi-grand axe a, on construit facile- 
ment l’ellipse connaissant la position initiale My et la vitesse imi- 
tiale Vy. On prend le symétrique P du foyer par rapport a la 
tangente Vy, on joint PM, et lon porte sur cette droite PM, une 
longueur PM, O'= 2a; le point O' est le deuxiéme foyer de l’el- 


lipse. 


228. Cométes.— Képler n’avait pas étudié le mouvement des 
cométes, qu’il considérait comme des météores passagers. Newton, 
ayant remarqué qu’un point matériel, attiré par le Soleil en raison 
inverse du carré de la distance, pouvait décrire non seulement 
une-ellipse, mais une parabole ou une branche d’hyperbole ayant 
le Soleil pour foyer, fut amené a penser que les cométes décrivent, 
comme les planétes, des ellipses dont le Soleil occupe un foyer. 
Seulement, tandis que les planétes décrivent des ellipses de petite 
excentricité situées a peu prés dans un méme plan, il supposa que 
les cométes décrivaient des ellipses trés allongées et situées dans 
des plans quelconques. Elles nous apparaissent rarement parce 
que nous ne les voyons que dans la partie de leur orbite la plus 
voisine du Soleil. Comme le grand axe de l’orbite d’une cométe 
est tres grand, cette partie de l’orbite voisine du Soleil est a peu 
pres la méme que si le grand axe était infini, c’est-a-dire si l’ellipse 
était remplacée par une parabole de méme foyer et de méme 
sommet. Newton fut ainsi conduit A penser que, dans le voisinage 
du Soleil, une cométe devait décrire, suivant la loi des aires, un 
are de parabole ayant le Soleil pour foyer : il eut l’occasion de 
vérifier ses préyisions sur une cométe qui parut en 1680. Halley, 
contemporain de Newton, fit la méme vérification sur vingt-quatre 
cométes : toutes les observations postérieures ont confirmé les 
vues de Newton. I!maginons une cométe de masse m décrivant, 
suivant la loi des aires, un are de parabole ayant pour foyer le 
centre du Soleil : cette cométe sera sollicitée par une force F 
dirigée vers le Soleil, ayant pour expression, d’aprés ce que nous 
avons vu précédemment, 


p étant le paramétre de Vare de parabole. Pour une deuxiéme 


: = 
: 
j 
‘ 
; 
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Sm 2 i SoS aes s j 
cométe de masse 7’, on trouvera de méme comme loi de la force 


D) 12 


Lobservation montre que les rapports et — sont égaux entre 
. E P 


Ul 


qua 
T2 
planéte quelconque. L’expression de Ja force centrale qui sollicite 


fai 3 . 
eux et ont pour valeur commune la quantité relative a une 


une cométe est donc, comme pour les planétes, 


WL Y- 
7 


FF =— 
le coefficient uw ayant la méme valeur pour toutes les cométes ct 
toutes les planétes. 

On arrive done a ce résultat que le Soleil attire un point quel- 
conque de masse ne placé a une distance r de son centre avec une 


intensité 


LV. 2 as . oO : 
>? étant un coefficient d’attraction attaché au Soleil 
et représentant Vattraction du Soleil sur un point de masse 1 


placé a Punité de distance du centre. 


229. Satellites. — Les observations démontrent que les satel- 
lites, dans leurs mouvements autour des planétes, suivent, a trés 
peu prés, les lois de Képler; on en conclut que chaque planéte 
attire ses satellites proportionnellement a leurs masses, et en raison 
inverse du carré de leurs distances au centre de la planéte. L’at- 
traction des planétes s’exerce aussi sur les corps placés 4 leur sur- 
face; elle contribue a produire, comme nous l’avons vu dans le 
Chapitre III, la pesanteur. A chaque planéte est attaché un coeffi- 


cient d’attraction A, de telle facon que l’attraction de cette pla_ 


g : faa : é + Amy 
néte sur un point m,, placé a la distance 7, du centre, soit —- 
1 


Ce coefficient 4 varie d’une planeéte a l'autre. 

Ainsi, c’est principalement l’attracuon de la Terre sur les corps 
placés a sa surface qui les fait tomber verticalement quand on les 
abandonne sans vitesse, ou leur fait décrire, quand on les lance 
obliquement, un are de parabole qui n’est autre chose qu'une 
partie d’ellipse trés allongée ayant un foyer au centre de la Terre, 
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comme il résulte de ce que l’attraction de la Terre sur un point 
extérieur est sensiblement la méme que si toute la masse de la 
Terre était concentrée en son centre. La force qui retient la Lune 
dans son orbite est donc de méme nature que la pesanteur : c’est 
ce que Newton a vérifié de la maniére suivante. Soient a, le demi- 
grand axe de l’orbite lunaire, T, la durée de la révolution sidérale 
etm, la masse de la Lune. L’attraction de la Terre sur la Lune a 


pour expression 


Vexcentricité de lorbite lunaire étant trés petite, regardons cette 
orbite comme un cercle dont le centre coincide avec celui de la 
TYerre; alors 7, = «a, et 

4m ay 


T2 
YT; 


FF =— my. 

D’autre part, un point pesant de masse m,, placé a la surface de 
la Terre, c’est-a-dire a une distance du centre égale au rayon oe 
de la Terre, est sollicité par une force attractive qui différe peu 
du poids, comme nous le verrons plus loin, ct que nous confon- 


dons ici avec le poids 
F=— me. 


Ces forces devant étre en raison inverse des carrés des distances a, 
et 9, on doit avoir, puisque a, = 60g, 


l= Ge 
== == =! = 60?, 
Ik e? 
ee 
dot 
, 2 
io as) IO 
5 2 
Ty 
| x 
En métres, ona 
270 = 40000000, 


et en secondes 


Substituant et effectuant les calculs, on trouve g=9",7, valeur 
fort peu différente de Paccélération moyenne due a la pesanteur & 
la surface de la Terre g=o9",8. La petite différence tient aux 
approximations que nous ayons faites et disparaitrait compléte- 
ment si l’on faisait le calcul plus rigoureusement. 


: ae, a 


ef oe 
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230. Attraction universelle. — Ainsi le Soleil attire les planétes, 
les cométes et, en général, tous les corps; inversement, les pla- 
nétes attirent leurs satellites, les corps placés a leur surface et, en 
général, tous les corps; elles doivent donc également attirer le 
Soleil. Au Soleil et A chaque planéte est attaché un coefticient 
d’attraction déterminé. 

Sorent M la masse du Soleil; m, m!, m’, ... les masses ie 
diverses planétes; p» le coefficient Jae ne a Soleil; A4,°X;, 
Dt COUX. Ces Anes Le Soleil et la planéte m étant places 
a la distance 7, Vattraction du Soleil sur la planéte a pour inten- 


Soret sae 7 oa MEX 
sité —-, et celle de la planéte sur le Soleil ——: ces deux attrac- 


tions sont égales en vertu du principe de l’égalité de Vaction et de 
la réaction; on a donc 


my. =M), — = 


En associant le Soleil 4 d’autres planétes, on trouverait ainsi 
une suite de rapports égaux 


Appelons f la valeur commune de ces rapports. L’intensité de 
Vattraction mutuelle du Soleil et dune planéte quelconque s’écrit 
alors 


SMm 


r 


M étant la masse du Soleil, m celle de la planéte et fun coefficient 
qui est le méme pour toutes les planétes. 

Ce résultat, généralisé par Newton, donne la loi de attraction 
ou gravitation universelle. 

Deux points matériels de masse m et m’, places a une dis- 


monn 
ee - Le 


tance r Cun de Vautre, s’atlirent avec une intensite 


coefficient constant f est l’attraction de lunité de masse ea unité 
de masse a l’unité de distance. 

La premiére détermination expérimentale de la constante J de 
la gravitation universelle résulte des expériences de Cavendish 


APPELL, — I. 26 


402 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 


(Philosophical Transactions, 1798). Cette constante a élé 
mesurée d’une facon trés précise dans les expériences de Cornu 
et Baille (Comptes rendus, t. LXX VI et LXXXYV1).- 

Le Mémoire de Cavendish a été waduit en francais et pubhé 
dans le XVII° Cahier du Journal de UEcole Polytechnique 
(1815), M. Burgess aindiqué dans les Comptes rendus des 21 et 
28 aotit 1899 une méthode pour la détermination de la constante /. 

Dans le systéme C. G. S., ona 


‘e. I 
= 0, 0767 = 38602. 
On trouvera des détails sur la mesure de f dans le Cours de 
Physique de M. Violle, t. 1, p. 294 et suiv. 


« 


Densité moyenne de lu Terre. — La détermination du coef- 
ficient / est de la plus haute importance, car elle donne la masse 
et, par suite, la densité moyenne de la Terre. On démontre dans 
la Théorie de Vattraction (t. Til) qu'une sphére formée de 
couches concentriques homogénes attire un poimt extérieur 
comme si toute la masse de la sphére était concentrée au centre. 
En admettant que la Terre satisfait approximativement a cette 
condition, et appelant m la masse de la Terre et 9 son rayon, on 
voit que l’attracuon de la Terre sur Punité de masse prise a sa 


m : he 
surface est Vigne dautre part, cette attraction différe peu du 
‘ 


poids g de Punité de masse, comme nous le verrons dans la 
Théorie de Vequilibre relatif (Chap. XX11); on a done ap- 


proximativement, 


d’oa Von déduit me. 

La masse de la Terre étant connue, on obtient la densité 
moyenne de la Terre en caleulant la densité que devrait avoir 
une sphére homogéne de rayon égal a celui de la Terre pour 
avoir la méme masse qu'elle. Cette densité moyenne, rapportée a 
Peau, a pour valeur 5,5; elle est notablement supérieure a la 
densité des couches superficielles; on en conclut que les couches 
profondes de la Terre ont une densité beaucoup plus grande que 
les couches superficielles, 
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Dimensions de f; heure naturelle. — La valeur du coefficient f dépend 
du choix des unités fondamentales, longueur, temps et masse. Comme on 
a pour l’attraction de deux masses 


mone 


ras, 


on en déduit 
EF r2 


f= 


mim 


Dés lors, st l’on prend une unité de longucur ) fois plus petite, de 
temps + fois plus petite et de masse p. fois plus petite, la nouvelle valeur 


de f est 


d’aprés ce que nous avons vu au n° 76, 

Supposons que l'on convienne, tine fois pour toutes, de prendre comme 
unité de masse un cube ayant pour coté J’unité de longueur et formé 
dune substance déterminée, d’eau a 4° par exemple; alors on a 

coe 
et f n’est plus altéré par le changement d’unite de longueur; il l’est seu- 
lement par le changement d’unité de temps; si l’on prend une unité de 


oe 


temps 7 fois plus petite, fdevient ts En prenant comme unité de temps 
la seconde de temps moyen, on a 


I 
f= 3362 


en prenant une unité de temps + fois plus petite, on aura pour f la 


valeur 
I 


3860272 


I ik: 
3965) alors f aura la valeur 1; la nouvelle unité de temps 
9002 . 


sera 3862 secondes de temps moyen; elle differe peu de l’heure; 
M. Lippmann propose de l’appeler Vheuwre naturelle (Comptes rendus, 
8 mai 1899). 

D’aprés cela, lheure naturelle serait l'unité de temps qu’il faudrait 
adopter pour que, lunité de longueur étant quelconque, et lunité de 
masse étant un cube unité d'eau, on ait pour la constante de la gravitation 


Prenons t = 


universelle f= 1. 


231. Etoiles doubles. — La loi d’attraction découverte par Newton 
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fo 


s’étend au dela des limites du systéme solaire : il est, en effet, trés pro- 
bable que cette loi préside au mouvement des étoiles doubles. Voici ce 
que Vobservation apprend sur ces mouvements. Remarquons tout d’abord 
que lobservation nous fait connaitre non Vorbite réelle de l’étoile satel- 
lite autour de l’étoile principale, mais la projection de cette orbite sur le 
plan tangent a la sphére céleste, c’est-a-dire sur le plan mené par l’étoile 
principale E perpendiculaire au rayon TE joignant la terre T a cette 
étoile : cette projection est Vorbite apparente de l’étoile satellite. L’ob— 
servation montre que : : 


1° Lorbite apparente est parcourue suivant la loi des aires autour de 
Vétoile principale E; 

2° Cette orbite est une ellipse dans laquelle l’étoile principale E occupe 
une position quelconque distincte du foyer. 


Le fait que la loi des aires a lieu pour la projection du mouvement sur 
le plan mené par l’étoile E perpendiculairement au rayon TE joignant la 
Terre a Pétoile nous apprend (203) que la force qui agit sur l’étoile satel- 
lite rencontre constamment la droite TE; comme cette circonstance se 
présente pour toutes les étoiles doubles et que la Terre occupe dans Il’es— 
pace une position qui n’a aucune relation avec les étoiles doubles, il est 
naturel d’admettre que la force qui agit sur lVétoile satellite rencontre 
constamment l’étoile principale E. La force étant centrale, l’orbite est 
plane et, comme sa projection est une ellipse, elle est elle-méme une 
ellipse. On peut alors chercher a se rendre compte de la nature de la 
force qui produit ce mouvement. Puisque chaque étoile satellite est solli— 
citée vers Vétoile principale par une force qui Ini fait décrire une ellipse, 

-on est conduit a penser que la loi de cette force est telle qu'elle ferait 
décrire une conique a un point matériel, quelles que soient les conditions 
initiales ou il est placé. Pour trouver cette loi de force, il faut résoudre 


le probléme suivant : 
i 


232. Probléme de J. Bertrand. — Jrouver les lois de forces cen- 
trales dépendant de la seule position du mobile et faisant décrire au 
mobile une conique, quelles que sotent les conditions initiales. 

Ce probléme a été posé par J. Bertrand dans le Tome LXXXIV_ des 
Comptes rendus et résolu simultanément par MM. Darboux et Halphen. 
M. Darboux a développé sa solution dans une Note placée a la fin de la 
Mécanique de Despeyrous. Nous exposerons celle d’Halphen avec quelques 
modifications destinées 4 simplifier les calculs. Cette méthode d’Halphen 
repose sur la formation de l’équation différentielle des coniques. 

L’équation générale des coniques résolue par rapport a y est 


yo=on +B Jaz? + rb sc, 


avec cing coefficients arbitraires z, 8, a, b, c. En différentiant deux fois 
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et appelant y’, y", ... les dérivées de y par rapport a z, on trouve 


3 
y' = (ac — b?)(axt*+e2br-+c) ?; 


9 


la quantité y” 3 est donc un trinome du second degré en & et, par suite, 


sa dérivée troisiéme est nulle. On a ainsi l’éguation différentielle des 
coniques telle qu’elle a été donnée par Halphen, 


SON 
(y" 3) =o, 


équation qui est bien du cinquiéme ordre. 

Cela posé, considérans un mobile de masse 1, sollicité par une force 
centrale F, dépendant seulement des coordonnées (a1, 7) de son point 
d@application par rapport a deux axes rectangulaires 0,21, O,y, ayant 
pour origine le centre O, par lequel passe la force. Les équations du mou- 
vement sont, en appelant le temps 41, 


— F 


= d? x xy d*y 
dt? ie dt? 


t=F, 4, 
ry 


ou 
m= Var y?. 


L’intégrale des aires donne 


Faisons maintenant la transformation homographique (‘) 


(2) of RG Oe easier: 
el posons 
se 
tie 
nous aurons 
dit, a dy 
dx aoe Gi ee Ole dt mae dy + 1 dy; dty ¢ dy, 
AP eas 7 dt z WE Mae nyamat, wal, = sales 
puis 
*, PD CEH ann Ls a Wee 
3) ia oes ae, | dt? dis, Coe 


Ces équations montrent que le point (2, y) se meut, dans le temps ¢, 
comme un mobile sollicité par une force 


(4) Y=—F, 2! 


(}) Voir ApprL, De UVhomographie en Mécanique (Comptes rendus, 
4 février 1889, et American Journal of Mathematics, t. XII et XIII). 
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constamment paralléle 4 axe Oy. Cette force Y (est d’ailleurs fonction 
de x, et y;, et, par suite, d’aprés (2), de x et y. Si le point (a1, v1) décrit 
une conique, le point (az, y) en décrit une autre, transformée homogra- 
phique de la premiére, et inversement. Nous sommes donc ramenés a cher- 
cher toutes les lois de forces paralléles Y faisant décrire a leur point d’ap- 
plication (x, y) une conique, quelles que soient les conditions initiales. Or 
ce probléme se résout comme il suit : 

Les équations du mouvement étant 


Ax a : 
—_- «= 0, Jy = y. 
dt? dt? 
ona =aet léquation différentielle de la trajectoire est 
ay Tae 
cs dr? a Y, 


Y étant une fonction de & et y. Désignons par y’, vy’, y”, ... les dérivées 
de y par rapport a x; Vexpression (5) de y” devra vérifier l’équation dif- 
J LA 


W 


férentielle des coniques ky =o, quelles que soient Jes conditions 
initiales. Soit, en désignant par » ume conslante, 


=e 22 ‘ cate 
(6) YESS A eye he Nae Ee nes 
on devra avoir [o(a, y)]” = 0. Développant les calculs, on a 
i | ae) as’, 
Gi ret ye) | ese Ey 
aes On| Oy 3 
: 29 , O26 070 Og 
as T T y? T \ uy ‘ 
3 Ox? ~ 0% Oy oy? oy 
Pipe OC RR PENS GN Tree eS 
= — >VY——_ i" a = 
? 0x3 Y Ox dy 2 bx Oy 
Seay CAs er if Ue Mra ae ID 
Beco? ‘ dx dy dy? = pO 
Comme, d’aprés (5) et (6), 
= ae pene or = 3 I eas oy fr a9 a 
oes 2 Ee" Ox dy / - 
léquation o” = 0 s’écrit 
Bo 3 20 OF 0 


ee PE OG OPN OU soe las Onan ON 
2a2 | er Ox >) re sae [oes3 — (5) tee 


Cette condition, devant étre remplie quelles que soient les conditions ini- 
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tiales, devra étre vérifiée identiquement quels que soient x, y, y’ et x, 


puisque, au commencement du mouvement, ces quatre quantités sont ar bi 
traires; on a donc 


Pee te 
: x3 i On Oy dx dy? , ays 
)2 © Jo do oe do \2 
8 : 20 : 4 ment oe —_ = ts oe —_— — = 
®) ry eee oy ° . oy? Le baad “I 


Les conditions (7) montrent que ¢ est un polynome du second degré en x 


ey 
OL, 7) SA? Bay + Cy? + ode oky + F. 


Ce polynome devant vérifier les conditions (8), deux cas sont a distinguer 
suivant que C est différent de zéro ou non. 


@e ‘ Lene) 
° C20. Alors eS 2€; la seconde des identités (8) donne 
Oy 
1 


oe 


(Be + Cy + E)?, 


expression qui satisfait aussi a la premiére des identités (8), comme on le 
vérifie immédiatement. 


Red er ape 0s 
2° CG =o. Alors, la seconde des identités (8) donne Ty Or Pe dépend 
oy 


done pas de y; ona 
4 B= CHI 


o=Agr+toDa+F; 


7 


ESI 


—= 0, 


et la premiére des identités (8) est évidemment satisfaite. 

Hl y a donc deux lois de forces paralléles répondant a la question : ce 
sont, d’aprés (6), les lois exprimées par les formules 
a3 


uC 


(Ba+ Cy + E)8 i 


jh 


Y= ae 
(Ag?+2De2+F)? 


I y a donc également deux lois de forces centrales répondant a la ques- 
tion. D’aprés les formules de transformation (2) et (4), 


z I NA 
Ye nan woe We Sy F, = 3 
ys 1 a 
elles sont données par tes formules 
F ry C2 
——— = —y 
: (Ba,+ E714 C3 
nee er 
Wes oe ; 


no|se 


(Az 2a t 2D a1 y¥1 + F y7) 
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2 


Ce sont la deux lois de forces découyertes par MM. Darboux et Hal- 
phen, 

Si l’on passe aux coordonnées polaires 2;= 11 cos, y;= 7, sin8, on 
: 
trouve les deux lois de forces suivantes, out l’on écrit p’ a la place de ».C?, 

wry p. 

(Bry cos§ + Er; sind +C)3 


3) 
r?(A cos?) +2 Dsin§ cos0+ F sin? 6 )?> 


Si l'on admet que l’action exercée par une étoile sur un point matériel 
ne dépend que de la distance ry du point a I étoile et non de lorientation 6 
du rayon vecteur, les deux forces ne doivent pas dépendre de 6, ce qui 
exige pour la premiére B == E=o0, et pour la deuxiéme D=o0, A=F. 
C’est d’ailleurs dans ces cas seulement qu’il existe une fonction de forces 
pour l'une ou l'autre des deux lois. On trouve alors les deux lois 


La premiére dans laquelle la force est proportionnelle a la distance, fait 
décrire a son point d’application une conique ayant pour centre le centre 
des forces, ce qui n’a pas lieu pour les étoiles doubles; car si lorbite réelle 
de l’étoile satellite avait pour centre l’étoile principale, il en serait de 
méme de l’orbite apparente. 

Il ne reste donc que la deuxiéme loi, dans laquelle la force varie en 
raison tnverse du carré de la distance : c’est la loi de Newton. D'aprés 
cette loi, I’étoile satellite décrit autour de l’étoile principale une ellipse 
dont l’étoile principale occupe un foyer. Pour trouver lorbite réelle de 
Pétoile satellite, on se trouvera ramené au probléme de Géométrie sui- 
vant : 


Connaissant la projection d'une ellipse sur un plan et sachant que 
un des foyers de ellipse se trouve en un point donné E du plan, 
déterminer cette ellipse dans Vespace. 


On trouve deux solutions symétriques par rapport au plan de projec— 
tion. 


233. Indications sommaires sur quelques problémes. — Dans un ordre 
didées analogues, J. Bertrand a résolu le probléme suivant : 


Sachant que la force qui produit le mouvement d'une planéte au- 
tour du Soleil dépend seulement de ia distance et est telle quelle 
fasse décrire a son point d’application une courbe fermée, quelles que 
sovent les conditions initiales, poureu que la vitesse reste inférieure 
a une certaine limite, trouver la lot de cette force. 
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J. Bertrand démontre (Comptes rendus, t. LXXVIIL) que les seules lois 
de forces répondant a la question sont : 


ae eh 


dont la premiére doit étre écartée pour les raisons que nous venons d’in- 
diquer. 

Dans le Tome LXXXIV des Comptes rendus, J. Bertrand résout le 
probléme suivant : 


Sachant que la force qui agit sur un mobile dépend seulement de 
sa@ postition et lui fait décrire wne section conique ayant pour foyer 
un point S fixe, quelles que sotent les conditions initiales, trouver la 
loi de cette force. 


Il montre que la force doit passer constamment par S et varier en raison 
inverse du carré de la distance. Si done on admet la premicre loi de Képler 
comme une loi générale, et si, de plus, on admet que la force qui agit sur 
une planéte ne dépend que de sa position, ces seules hypothéses entrainent 
la loi de Newton. ; 

C’est a la suite de ce travail que J. Bertrand a proposé la question sui- 
vante : 


— Sachant qu'une force qui dépend seulement de la position du mo- 
bile lui fait toujours décrire une conique, quelles que soient les con- 
ditions initiales, trouver la loi de cette force. 


Ce probléme a été ramené par MM. Halphen et Darboux (Comptes 
rendus, t. LXXXIV) au probléme particulier dont nous avons exposé la 
solution plus haut (n°? 232), Halphen a démontré analytiquement que, 
lorsqu’une force dépendant seulement de la position du mobile lui fait, en 
toutes circonstances, décrire une trajectoire plane, cette force est centrale 
ou paralléle 4 une direction fixe. M. Darboux a donné de cette méme pro- 
position une démonstration élémentaire (Note insérée dans la Mécanique 
de Despeyrous). 

Enfin M. Keenigs (Bulletin de la Société mathématique, t. XVII) a 
cherché quelle doit étre la loi d’une force centrale fonction de la distance 
pour que son point d’application décrive une courbe algébrique, quelles 


° 
2 


que soient les conditions initiales. Il retrouve les lois — pr et — 
re 


lll. — NOTES ELEMENTAIRES DE MECANIQUE CELESTE. 


234. Probléme des n corps. — Nous venons de voir de quelle 
-facon Newton a été conduit a la loi de la gravitation universelle. 
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I] s’agit maintenant, en partant de cette loi, d’expliquer les mou- 
vements des corps célestes, et plus particuliérement des corps 
qui constituent le systéme solaire : Soleil, planétes et satellites, 
cométes. Dans l’étude des mouvements relaufs de ces derniers 
corps, on peut négliger complétement les actions des étoiles ; 
en effet, a cause de la distance immense des étoiles par rapport 
aux dimensions du systeme solaire, ces actions sont paralléles et 
proportionnelles aux masses. 

Les deux problémes principaux de la Mécanique céleste sont : 
1° trouver les mouvements des centres de gravité des corps cé- 
lestes; 2° trouver les mouvements des corps célestes autour de 
leurs centres de grayité. 

Nous nous bornerons ici a donner quelques indications sur le 
premier probleme. Considérons un groupe formé d’une planéte P 
et de ses satellites ¥, b’, .... Le mouvement du centre de gra- 
vité G de ce groupe est le méme que si toutes les masses du 


Fig 147 
z= 
ne 22’ 
—-_—_> —- <4 
M F ie c 
P 


groupe y étaient réunies et toutes les forces extérieures agissant 
sur le groupe transportées parallélement 4 elles-mémes en G. 
Soit M tout autre point du systéme solaire; comme sa distance aux 
différents points du groupe P, 2, ’, ... est trés grande par rap- 
port aux dimensions du groupe, la résultante F des attractions 
de P, B, 3’, ... sur M est sensiblement la méme que si le groupe 
était remplacé par un point matériel de méme masse placé en G: 
c’est_ ce que nous verrons dans la théorie de lattraction. Inverse- 
ment, les attractions exercées par le point M sur les différents 
points du groupe P, ¥, X’, ... sont des forces égales et directement 
opposées aux précédentes; si on les transporte parallélement a 
elles-mémes au point G, elles admettent une résultante F’ égale et 
directement opposée a I’. Done l’action du groupe P, &, 2’, 
sur un point M et le mouvement du centre de gravité G du groupe, 
sont sensiblement les mémes que si toute sa masse était réunie 
au centre de gravité. 
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On peut done d’abord considérer le systéme solaire comme 
formé dun nombre limité de points matériels s’attirant suivant 
la loi de Newton, et placés, le premier, au centre de grayité du 
Soleil; le deuxiéme, au centre de gravité de Mercure; le troi- 
sieme, a celui de Vénus; le quatriéme, au centre de gravité de la 
Terre et de la Lune; le cinquiéme, a celui de Mars et de ses deux 
satellites, etc. 

En supposant le nombre de ces groupes égal an, on obtiendra, 
en écrivant les équations du mouvement des n centres de gravilé, 
un systéme de 3n équations différentielles du second ordre, trois 
pour chaque centre de gravité. Ces équations, dont l’intégration 
constitue le probléme des n corps, admettent sept intégrales pre- 
miéres connues, que nous indiquerons comme applications des 
théorémes généraux sur le mouvement des systémes. I] est im- 
possible, avec les moyens actuellement employés en Analyse, 
WVeffectuer VPintégration de ces équations. On a pu, néanmoins, 
en Mécanique céleste, calculer a Vaide de ces équations, d’une 
maniére suffisamment approchée, le mouvement des centres de 
gravité des corps célestes, grace a cette circonstance que les 
masses de tous les corps du systéme solaire sont trés petites par 
rapport a celle du Soleil. Ainsi, la masse de Jupiter, la plus grande 
de tout le systéme, n’atteint pas la milliéme partie de la masse du 
Soleil. En réduisant le nombre des corps a trots, on obtient le 


célébre probléme des trois corps. 


235. Probléme des deux corps. — Considérons le Soleil et une 
planéte déterminée supposés réduits 4 leur centre de gravite. 
Les masses des autres corps du systéme solaire étant trés petites 
par rapport a celles du Soleil, supposons-les nudles dans une pre- 
miére approximation; en d’autres termes, supposons que le sys- 
téme solaire se compose du Soleil et d’une seule planéte. Nous 
serons ainsi conduits a un probleme simple, le probleme des deux 
corps, dont on peut trouver toutes les intégrales. Ces intégrales 
une fois calculées, on cherche, en Mécanique céleste, comment il 
faut les modifier pour tenir compte des actions des autres corps 
du systéme solaire. 

Soient M et m les masses du Soleil S et de la planéte P; «, 8, y, 
xv, y, = leurs coordonnées. La force d’attraction des deux points 


’ 
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SMm 


ayant pour yaleur absolue i 


» les projections de la force agis- 


sant sur S sont 


SMmax—a fMm y—$ fMm z—y¥ 
vA ’ 


r2 r r2 ip Tr? if 


les projections de celle qui-agit sur P sont ces mémes expressions 
changées de signes. 


BAe JMm 2—x 
Ms de. 7? rae 
a?B fMm-y—6 
S { ee 
a st dt? pr 7 
aT NM aes ay 
M Fh ape ae r 
et 
aa SMma—ex 
ae Gi ee 
(P) ped St Mm B—4 
ae hae Tienes oe 


a?z SMm y—s 


UE ie tre r 


On peut aisément intégrer ce systéme, qui donnera a, 3, y, 
x,y, 3 en fonction de ¢, en y joignant la relation 


ress (uv —a)?+ (y--$)?+ (s— 7)? 
Ajoutons membre 4 membre les_équations de méme rang des 
systémes (S) et (P); nous obtiendrons trois équations telles que 


d?a aa 
M ap +m ST ==)0), meds 
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: : oo = ; 
qui deviennent, sil’on désigne par &, n, ¢ les coordonnées du centre 
de gravité du systéme, 


‘ ae Mo+ma 
Me 
dz: a? n d2C 


=) = 0, = —_0, 


dt? : dt? 


Ces trois équations montrent que le centre de gravité du sys- 
téme est animé d’un mouvement rectiligne et uniforme, ce qui 
n’est qu'un cas particulier du théoréme général sur le mouvement 
du centre de gravité. 

Cherchons maintenant le mouvement relatif du point P par 
rapport a5; pour cela, transportons les axes en S,.,.,,, el soient 
X4, ¥1, 3, les coordonnées nouvelles de P 


UV, L—G, JSS Sb, ES 2 B= 


Si on retranche les Equations (S) des équations (P) membre 
a membre, aprés les avoir divisées respectivement par M et m, il 


vient 
d? x4 a9 J(M + m) x4 
dt? re Be 
iy ote S(M+m) 4 
ia r2 Pe 
GE J OM aE) 4 
At a r? vas 


Ce sont la les équations du mouvement relatif; leur forme montre 
que le point 2,, 74, 3, se meut par rapport au point 5, comme si 
ce dernier point étant fixe avait pour masse M + m au heu de M 
et continuait a attirer P suivant la loi de Newton. En effet, les 


équations ci-dessus sont les équations du mouvement d’un point 
J(M+ m)m 
Se og RR eo 


de masse m attiré vers une origine fixe par une force a 


expression de la forme aed ot p= f(M +m). 

De la résulte que la premiére loi de Képler s'applique a ce 
mouvement : la trajectoire relative est une conique ayant S pour 
foyer, parcourue suivant la loi des aires. Comme il s’agit d'une 


planéte, cette conique est une ellipse, et, si l’on calcule les élé- 
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a >) ’ 
ments de cette ellipse, on trouvera, comme nous !’avons vu, quen 
désignant par @ le demi-grand axe et par T la durée de la révolu- 
tion, ces deux éléments sont liés par la relation 


Anas 
uw = f(M+ m) = ce 
on indépend 
et nous remarquerons que le rapport TT nest pas indepen ant 


de m. 

Le coefficient f étant connu (n° 230), cette relation donne une 
valeur approchée de M + m. 

Pour une autre planéte, on aurait, au méme degré d’approxi- 


mation, 
Nerex en 
J(M + My) = pete 
d’ot l'on déduit 
7 
o | ate ae 
CBD mre M 
Fo T? my’ 
M 
m m4 ; OTT 
comme les rapports um Ct a sont de Vordre des milliémes, on 


‘yout que le second membre est trés voisin de Punité; par consé- 
quent, la derniére loi de Képler n’est qu’une loi approchée. 


236. Masse d’une planéte accompagnée d’un satellite. — La 
formule a laquelle nous sommes arriyés, 


Anas 


J(M+m)= TP? 


permet, comme l’a montré Newton, de ecalculer la masse d’une 
planéte possédant un satellite. 

Soient mt, m, les masses de la planéte P et de son satellite 
(fig. 149); les actions ®, ®' du Soleil et des autres planétes sur 
la planéte considérée et sur son satellite sont sensiblement paral- 
léles et proportionnelles aux masses, puisque la distance r, de la 
planéte a son satellite est trés faible vis-a-vis des distances de 
cette planéte aux autres corps du systéme solaire. Si nous dési- 
gnons alors par (X, Y, Z) les projections de l’attraction de ces 
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autres corps sur l’unité de masse de la planéte, les équations du 
mouvement de la planéte et de son satellite seront 


! ove 
{ ad? x : MM, L,~— wv 
De IM Nes oh ! d F 
dt? Te r; 
: d>y OIG yea 
(P) aa m J =m Y4 ee : ee Y, 
dt} r ry 
Azz 3 {many Z2,— 3 
ms =m 1-H, 
dt? iP ry 
eb 
dx, eee oe 
m — =m,X — -) 
dt} ie ry 
5 dy : mm, vi—Y 
(2) Cie 2 reser a eS a se 
2 > 
dt? ee 7 
z a2z c Hint ~3;— % 
Ao == us ah atta 
dt ne a 


- Transportons les axes parallélement a eux-mémes en P, et 
soient £,, 1, 3, les coordonnées nouvelles de > 


/ ie . a 
Ly, UM, 2, Vi lay 3, = 41— 4. 


Aprés avoir supprimé les facteurs m et m,, on déduira par sous- 
traction des équations (IP) et (2) les trois équations du mouvement 


relatif 
a x’, S(m+my,) x 
dpa r Tr 
eae) Ley, fim m) 
= : die ace ca 4 
a*2', S(m+m,) 2 
= > St 
| dt? iP ry 


ot les actions ® et ®’ ont disparu. 
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On reconnait sur les équations (=,) que le satellite décrit une 
ellipse autour de la planéte, comme si celle-ci était fixe et Vatti- 
Sim + m,)m, 


ae 
demi-grand axe de l’orbite du satellite et la durée de sa révolution, 


rait avec la force - Si l’on désigne alors par a, T, le 


on aura ~ 
erie Caran 
f(m+m)= a Bee 


comme, d’autre part, on a pour la planéte elle-méme 


4reras 


T2 


+) 


S(m+M)= 


en divisant membre a membre, on obtiendra 


Mm, 
m m Se CR a ee 
M oe ees 
OS M 


Si la masse du satellite est trés petite par rapport a celle de la 


my, 
l Si ] 7 : , a “ey, ) 
planéte, le rapport ———~ sera sensiblement égal 4 Punité, et l’on 
I+ 
M 
aura approximativement 
le ens 
Ma Tere 


ce qui permet de calculer le rapport de la masse m de la planéte a 
celle du Soleil. 

Nous ayons supposé, pour établir cette derniére formule, que la 
masse m, était trés faible par rapport a m; il n’en est pas ainsi 
lorsqu’on veut appliquer ce calcul au systéme formé par la Terre 
et la Lune. Dans ce cas, on a recours & un autre procédé. 

La formule 


4m? as 


(ey J(M+m)= T2 


subsiste toujours, D’autre part, si a la surface de la Terre on 
prend un point matériel de masse 1, on peut déterminer, comme 
nous le verrons plus loin, l’attraction A de la Terre sur ce point; 
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on sait que, en supposant la Terre sphérique et formée de couches 
concentriques homogénes, cette forme est égale a l’attraction d’un 
point matériel de masse m placé au centre de la Terre. En-d’autres 
termes, l’attraction A est 


(2) we 


en désignant par o le rayon de la Terre. L’élimination de f entre 
les équations (1) et (2) donne le rapport cherché 


Nous renverrons, pour la détermination des masses des corps 
célestes, a une Notice de Tisserand publiée dans l Annuaire du 
Bureau des Longitudes pour 1894. 


237. Détermination du temps dans le mouvement elliptique. — 
Revenons maintenant au probléme des deux corps et rappelons- 
nous que la planéte P de masse m se meut, par rapport a des axes 
de directions fixes menés par le centre S du Soleil, comme si le 
Soleil était fixe et avait une masse égale a sa masse véritable M, 
augmentée de m. La planéte se meut donc autour du Soleil comme 
un point de masse m sollicité par une force centrale 


gee ee re Pu FOI: 


r2 r? 


Lorbite est une ellipse de foyer S dont nous prenons le plan 
pour plan des xy. En appelant p le paramétre de cette ellipse, 
a son demi-grand axe, e son excentricité, on a, comme nous 
Vavons montré (n° 227), les expressions suivantes pour la con- 


) . 
stante des aires Cet la constante des forces vives h : 


= sient 

CPS ep == wa 1. —"e? 5 a rearkined 

Le sommet A (fig. 150) le plus rapproché du Soleil est le 
perthélie, le sommet A’ Vaphelie. Désignons par w Vangle que fait 
le rayon vecteur du périhélie avec axe Sz, et par w langle ASP 
que fait le rayon vecteur 7 = SP de la planéte avec SA; cet angle 


APPEL == 1s 27 


418 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 


° . . Lara . >) 

est lanomalie vraie. L’angle polaire xSP = est lié a lVano- 
malie par la formule évidente 4=—+-w, ot w est une con- 
stante. ; 


Fig. 150. 


Calculons maintenant le temps que met le mobile a arriver en 
un point de la trajectoire. On a trouvé 


et, d’autre part, l’expression de la vitesse dans laquelle on a éli- 
miné @@ a l’aide du théoréme des aires r?d4 = Cdt, est 


as dr pe ce 

8 ne r2 
dr\2 . C2 ae Set uw - 
dt ae ee em ie a 


, Re CEN , 
Résolvons par rapport a (3) et remplagons C? par sa valeur 
va(1 — e?)3 il vient 


() =- Pa ip og ieee es 
dt r2 


2 r a 


On aura done 


qu'on peut écrire 


(r G)= E |—(a —r)?+ ate? ] 


rm rdr 
{/ tara * 
e Vare®—(a—rp 


Appelons z l’instant du passage au périhélie; alors 7 va d’abord 


et, par suite, 


; x : : dr hs . 
en croissant a partir de V’instant 7, a est positif, et Pon doit 


prendre le signe + dans l’égalité ci-dessus. On conservera ce signe 
lorsque r croitra depuis sa valeur minimum r = a —¢ = a(1—e) 


: 
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: . : 
Jusqu’a sa valeur maximum r= a(i-+e). Posons 


“a@—r=aecosu, 


ce qui est possible, puisque « — r reste plus petit que ae; uw variera 
de o a 27 pour toute la durée d’une révolution. On aura alors 


ve dt = a(i—ecosu) du, 


équation qui s’intégre immédiatement et donne, puisque ¢—7 


s’annule avec wu, 
OK 
x/ LG 
a a 


¢ est ainsi exprimé en fonction de u, wu étant donné en fonction 


tT) =u—esinu; 
? 


de r par la relation 


(1) r=a(i—ecosu). 


Si Pon veut caleuler la position du mobile au bout du temps 4, 
la premiére de ces équations donnera u et la deuxiéme permettra 
de caleulerr. 

L’angle w que nous avons introduit est appelé anomalie excen- 
trique. On écrit, en général, le premier membre de léquation 
entre ¢ et uw sous la forme n(¢ — 7), en posant 


1B 
BN a! 


n(t—7) est ce qu’on appelle VPanomalie moyenne. Comme ona 


trouvé pour valeur de vu 


24C 
oS 
en u prend la forme 


il vient rn = —, T étant la durée‘de Ja révolution, et léquation 


(2) n(t—t)=u—esinu, 

5 ie - : < Due ; he aes 
qui montre bien qu’on doit avoir n= 7» puisque le deuxieme 
membre augmente de Sx en méme temps que w, c’est-a-dire a 


27 


. chaque révolution; le coefficient n = = s’appelle le moyen mou- 
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vement. L’équation que nous yenons d@obtenir porte le nom 
déquation de Képler. 

Nous avons exprimé 7 en fonction de wu :il nous reste a exprimer 
l’anomalie vraie « en fonction de uw. Pour cela, on part de I’équa- 
tion de l’ellipse en coordonnées polaires , 


a(i— e?) 
~~ T+ ecosw 


ot le numérateur est le paramétre p. En égalant cette valeur de r 
a la valeur trouvée ci-dessus a(1— ecosz), on a léquation 


1— e2 


C= 2 COS == SS 
1+ é€cosw 


d’ot' l’on tire 


eee 
2a(1-+ e) sin? — 
(p Cee) (LIC OS a) Re 2, 


I— cosw = 2 sin?— = y 
2 1— ecosu r 
u 
; 2a(t— e) cos? — 
7 (a— e) (1+ cosu) 2 
I+ cosw = 2 cos? — = = > 
2 I— €cosu Te 
et, en extrayant les racines carrées, 
tee =. Ww re ee - ia — u 
(3)- yrsin— =/a(r+ e)sin—, \rcos— = \/a(1— €) cos—y 
2 2 2 2 


formules calculables par logarithmes, donnant 7 et sy en fonction 
de w: on en déduit par division la relation 


(4) w f adr u 
l ane ang —» 
: Sect \ Ie °9 


qui lie Vanomalie vraie a l’anomalie excentrique. 


238. Méthode géométrique. — Pour déterminer la position 
d'une planéte sur son orbite, au temps ¢, on peut employer une 
méthode géométrique qui donne la signification des variables pré- 
cédemment employées. On sait qu'une ellipse peut étre consi- 
dérée comme la projection de son cercle homographique, qu’ona 
fait tourner autour du grand axe AA’ d'un angle dont le cosinus 


b : i y 3 
est a Soient alors M un point de Pellipse et M’ le point correspon- 
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—_ 
iw 
= 


dant du cercle homographique. On aura (fig. 151) 
aire MFA = A aire M’FA ; 


Pangle MFA = a été précédemment appelé anomalie vraie; 
langle M’OA est Vanomalie excentrique u. En effet, le secteur 
M’FA a pour aire 


MFA = MOA — MOF = 4 a?u — + a@esinu, 
2, 2 


c’est-a-dire _ 
a? : 
MFA = =i (uw —esinw), 


donc 


MEA = (uw esinu); 


Vaire de ce secteur est proporuonnelle au temps employé a la 


écrire. Si donc on désigene par =) ce temps et par T la durée 
d Sid lésigne p t temps et par T lad 


de la réyolution, on devra avoir 


aireMFA _ xab 
ee ee 


et, en remplagant MFA par sa valeur, 


cal : ) 
—(u—esinu 
2 nzab 
t—vt wel 
ou 
Drs, A 
—(f—T)=uUu—esinu; 


ee Ti 4 Véquation de Képler 
en posant n = 7? nous arrivons al equation de Wepler, 


u—esinu=n(t—7). 


Pour avoir la signification géométrique de l’anomalie moyenne 
n(¢—7), imaginons un mobile partant de A en méme temps que 
la planéte, et décrivant le cerele homographique d’un mouvement 
uniforme, de facon a arriver au point A’ en méme temps que la 
planéte. A VPinstant ¢, ce mobile sera en M’; Vangle ¢= M’OA 
sera-l’anomalie moyenne; on a, en effet, 


(ges pba) (t+). 
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Cet angle ¢ est moindre que w, quand sinw est positif ( fig. 154}. 


Quant a l’expression de 7 en fonction de wu, elle résulte de 


que le rapport des distances d’un point d'une ellipse au foyer I 


et a la directrice correspondante DD’ est égal ae. On a donc 


Tse. K = ¢(0D—0H) = e(S — aeosu) = a(i— e cost), 


é A 0 a 
car la distance OD de la directrice au centre est a 


239. Développements analytiques. — Pour calculer la position de la 
planéte a linstant ¢, il faut d’abord calculer l’anomalie excentrique u a 


Paide de l’équation de Képler 


(1) u=C+esinu C70 


t)]5 


on aensuite les autres coordonnées qui ont toutes été exprimées en fonction 
de w. Quel que soit l’are C, Péquation (1) de Képler admet une racine que 
nous désignerons par wu. En effet, € est compris entre deux multiples en- 


tiers de = 


kt <iC K(k +1)t. 


Dans 9(w) =u — esinu— Z, faisons wu = kz; nous trouvons 


g(kn) = kn =f <a; 


tandis gue 
o[(A+1)n]=(k+)r 


(0. 


Il y a done toujours une racine réelle entre kx et (k-+1)z. De plus, 
cette racine est unique, car la dérivée o'(w) =1—ecosu est toujours 


positive, puisque e est compris entre 0 et 1. 


1° Approximations successives. —- Voici comment on peut calculer par 


approximations suecessives cette racine réelle unique. 
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Soit wp un are réel quelconque et posons 


uy =esinuy+t %, 
Uy =esinu,+ 6, 


Ua — ersin we; Cs 


Nous devons a l’obligeance de M. Keenigs la communication de la mé- 
thode suivante, qui permet de démontrer que les quantités w,, U2, ..., Un 
tendent effectivement vers la racine cherchée wu et d’évaluer la limite de 
lerreur commise en prenant uw, au lieu-de uw. Cette méthode est l’appli- 
cation a l’équation de Képler des résultats généraux contenus dans les Mé- 
moires de M. Keenigs sur les équatious fonctionnetles (Annales de l’ Ecole 
Normale, 1884 et 1885). 

En appelant wu la racine réelle unique de l’équation, on a 


Wji4— U = esinu;-+C— et. 
et 


uz— U uj— U 
mais, puisque 
C—u=—esinu, 
on peut écrire encore 
. Uj—U 
. ° in 
Uy44— U SIN WU; — SIMU uz;+ u 
= ==6 00S 
uj— U up— u 2 uz;— u 
2 
OS Ub y a, 
sin - 
uit u j 
Les modules de cos ——— étant moindres que I, on a 
uj -— 
2 
Ui+1— U 
mod — Se. 
uj—Uu 


De 1a on peut conclure, par multiplication, 


mod Ee < e”, 
Up — U 

Or, e étant compris entre o et 1, e” tend vers zéro quand nm croit mdé- 
finiment; en conséquence, la limite de w, est la racine cherchée de uw. La 
suite des quantités wo, Wi, ..., Um, a done wu pour limite; mais on yoit de 
plus, d’aprés V’inégalité précédente, que ces quantités vont en se rappro- 
chant sans cesse de leur limite w. Ce fait est remarquable, puisque wo est 
choisi arbitrairement. Si, par un procédé quelconque, on a pu trouver une 
-valeur approchée de w, on pourra prendre pour uy cette valeur approchée ; 
ly, Ug, ... S approcheront encore plus de uw. Supposons, comme on le fait 
souvent, qu’on prenne pour a la valeur ¢ elle-méme; nous avons trouvé 


Un— U 
mod ——— < e”, 
Uy — Ul 


/ 
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Or de 
Se Sie SIC 
on tire 
mod(f—u) < e; 
donc 


mod (tu, —wu) < e?*!, 


On a ainsi une limite de erreur commise. Par exemple, pour la Terre, 

€ = 5, 2 peu pres; il suffira de trois opérations (m = 3) pour obtenir wu 
30 

avec sept décimales exactes. 

2° Abaque en points isopléthes. — M. d’Ocagne, appliquant la méthode 
générale des abaques a l’équation de Képler, a donné dans le Bulletin de 
la Société mathématique de France (t. XXII, 1894), un abaque pour la 
résolution de cette équation. Cet abaque permet d’obtenir rapidement une 
premiére valeur approchée de l’inconnue, dont on pourra ensuite approcher 
davantage par l'emploi des méthodes rigoureuses. 


3° Série de Lagrange. — On peut obtenir des développements de vu, 
sinu, cosu, u—f, r, ... en séries procédant suivant les puissances crois- 
santes de e, par la série de Lagrange. Considérons une équation de la 
forme 
u=C+e/f(u), 


qui détermine w en fonction des variables ¢ et e, et appelons wu celle des 
racines de cette équation qui tend vers € quande tend yers zéro. Lagrange 
se propose de développer une fonction donnée F(w) de cette racine en 
série ordonnée en suivant les puissances positives croissantes de e; il donne 


pour cela la formule 
ate = We lf? Gob aGc 
F(u) = F(t) + = (0) FE) } eae S (6) Hoe 


em dA Ee 
T.2...70 dwt ee 


Nous renverrons pour la démonstration de cette formule au Cours . 
d’Analyse professé par M. Hermite a la Faculté des Sciences de Paris, et 
a un Mémoire de M. Rouché (Journal de l’Ecole Polytechnique, 
XXXIX* Cahier). 

Dans l’équation de Képler, on a 


J(S) = sing, 


et l’on pourra prendre successivement, pour F(w), l’anomalie excentrique 
elle-méme uw, ou le rayon vecteur a(1— ecosu), ... ou toute autre fonc- 
tion de w développable suivant les puissances de e. On a, par exemple, 


; e? ‘ e? aaa : 
u= C+ esing + —asinol + ——_(3?sin3€—3sin€)+..., 
22 ee, DOs de ; . 


3€C—3ecos€)+.... 


e 
cosu = cos€+ —(cos2% —1) + -(3 cos 
2, ; Dea 
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Laplace a trouvé, le premier, que ces développements sont convergents 
tant que e reste inférieur a la limite 0,662743 ... et Cauchy a confirmé 
ce résultat par une méthode plus directe. 


4° Fonctions de Fourier-Bessel. — Les développements précédents sont 
convergents pour les planétes, mais cessent del’étre pour certaines cométes 
périodiques décrivant autour du Soleil des ellipses allongées. On peut alors 
employer, pour cosu, sinw, ..., cosyu, sinju, ot 7 désigne un entier 
positif, un mode de développement qui est valable pour toutes les valeurs 
de V’excentricité comprises entre o et 1, et dans lequel figurent les fonctions 
de Fourter-Bessel. Pour donner une idée de ces développements, remar- 
quons d’abord que l’équation de Képler 

w—eéesinu = C6 


' 


définit w comme une fonction impaire de ¢, car l’équation ne cesse pas 
d’étre vérifiée si lon change simultanément ¢ et u de signes; de plus, si 
l'anomalie moyenne € augmente de 27, il en est de méme de l’anomalie 
excentrique uw. D’aprés cela, cosju et sinju, oi 7 désigne un-entier positif, 
sont des fonctions de ¢ ne changeant pas de valeur quand ¢ augmente de 27, 
la premiére paire, la seconde impaire. On sait que toute fonction réelle 
finie et continue d’une variable ¢, ne changeant pas quand ¢ croit de 27, 
est développable par la formule de Fourier en une série procédant suivant 
les sinus et cosinus des multiples de ¢ : dans le cas ott la fonction de € 
qu’on développe est pazre, le développement ne contient que des cosinus 
avec un terme constant; dans le cas ot cette fonction est tmpaire, le 
développement ne contient que des s¢nus sans terme constant. 

On aura done, pour cosju et sinju, des développements de la forme 
suivante, ott nous employons les notations de Tisserand dans le Tome I 
de sa Mécanique céleste (Chapitre XII). 


: Ps ; 
cos ju = — pis = pp) cost + pl) cosa +-...-+ py’ coset +..., 


sin ju = qi) sing +g) sinaC+...4+9,/ sinig+..., 


les coefficients étant donnés par les formules connues 


wT wv 
ther , : ayer Rae eR tS 
— p= cos ju costt dC, —q= sin ju sin tl dv, 
Denes Dene h 


Sat) 


dont la premiére, par exemple, s’obtient immédiatement en multipliant les 
deux membres du premier développement par cos7z¢ d{, intégrant deo az 
et remarquant que tous les termes du second membre ont des intégrales 
nulles, sauf le terme en p\/). Nous allons exposer le calcul des coefficients 
pi: le caleul des q\/ se fait d’une maniére analogue. On a d’abord, en 


faisant 7 = 0, 
qT 


PP= cos Ju dC, 
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ou, en remplacant £ par wu — esinuw et remarquant que, si wu varie de 0 a x, 
il en est de méme de Z, 


as 
p= [ cossju(1—ecosi) du. 


a7 10) 


Sia 


\ 
Te 


Cette intégrale est nulle quand 7 est >1: pour 7 =1, elle est — —.- 
Done : 
Po Se, Pg =O Ae 


Puis on a, en intégrant par parties (v > 0), 


‘ T 

‘ J pil ESN = a ay 
—- sin ju sint@ du. 

10 - tS, 


19 
chedaen : : I eae 
~ Sah cosyu costt dC = = | cosju sini 
2 cv) U 
La partie intégrée est nulle; l’autre partie devient, en remplacant le 
produit des deux sinus par une différence de cosinus et mettant pour € sa 
valeur u—esinu, é 


. ™ = T ~ 
p= Af cos[u(i—) —desinu]du— L f cos[u(¢+-7)—vesine]du. — 
it ir 
0 0 : 
C’est ici qu’interviennent les fonctions de Fourier-Bessel que l’on peut 
définir comme il suit. Soient A un entier et 2 un paramétre; l’expression 


in 
I(x) = ~f cos(ke — x sing) de 


rr 
0 


définir une fonction de Fourier-Bessel. Il existe donc une infinité de fonc- 
tions de Fourier—Bessel correspondant a toutes les valeurs positives, 
négatives ou nulles de l’entier 4, Il est aisé de voir que Yon peut toujours 


supposer x positif : en effet, changeant ¢ en s— ¢’, ona 
dy =— dy’, 
et intégrale ci-dessus donne 
(= 1) ae 
J, (@) = ——— cos(— kg’— x sing’) do'= (—1)* J-z.(@), 
24 6 


formule qui permet de passer d’un indice négatif a un indice positif. La 
fonction J;.(a) est une fonction transcendante entiére de x contenant x* 
en facteur : en développant cette fonction suivant les puissances de x, on 


trouve 
a\k 
2 


A352 bees ee Sialee 1(k +1) 


1.2(k +1)(k+ 2) 


ENE 
= to! 
Swe ot CS i 
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a 
w 
NJ 


D’aprés ces notations, on a, pour le coefficient p/, la valeur 


pi =F icplie) — Westie); 


on trouve de méme 


= Lia jCie) + Jens (e) 


En portant ces valeurs dans les expressions de cosyu et sinju, on — 
obtiendra les développements cherchés conyergents pour toutes les valeurs 
de e entre 0 et 1, On a, par exemple, 


i) 
e — : : cost 
cos =— 5 +S [Ies(ie) — Jina(de)] ase 
ha | = 


Si, dans ce développement, on cherchait les coefficients de RNG Sano) 
retrouverait ceux que donne la formule de Lagrange écrite plus haut; 
néanmoins, les deux développements sont bien distincts : celui de Lagrange 
procéde suivant les puissances dee et ne converge que si e est plus petit 
qu’une certaine limite; celui que nous venons d’obtenir procéde suivant 
les cosinus des. multiples de ¢ et converge: pour toutes les valeurs de é 
entre o et I. 

Nous renverrons, pour une étude plus détaillée des fonctions de Fourier- 
Bessel, au Trailé de Mécanique céleste de Tisserand, auquel nous avons 
fait de nombreux emprunts, et a l’Ouvrage de Todhunter : On Laplace’s, 
Lame’s and Bessel’s Functions. Avant Bessel, ces fonctions ont. été ren- 
contrées par Fourier. 

Dans d’autres problemes de Mécanique, il s’introduit des fonctions de 
plusieurs variables analogues aux fonctions de Fourier-Bessel. On pourra 
consulter ace sujet une Note de M. Appell et plusieurs Notes de MM. Pérés, 
Akimoff, Jekhowsky (Comptes rendus, années 19152, 1916, 1917). 


240. Eléments du mouvement elliptique. —- Le mouvement ellip- 
tique d’une planéte est défimi dans l’espace par six constantes. 
Menons par le centre S du Soleil trois axes Sx, Sy, Sz de direc- 
tions fixes; il est dans l’usage actuel d’adopter pour plan des xy 
le plan de V’écliptique au 1°" janvier 1850, pour parties positives 
de Sx et Sy les droites aboutissant 4 l’équinoxe du printemps et 
au solstice d’été a cette Epoque, et pour partie positive de Sz celle 
qui est dirigée vers le pdle boréal de l’écliptque. (Ces axes sont 
orientés autrement que ceux que nous employons habituellement. ) 
Le plan de l’orbite de la planéte coupe le plan des xy suivant une 
ligne NN’ qu’on appelle ligne des noeuds. L’un des points d@’in- 
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tersection N de Vorbite avec le plan de l’écliptique est le noeud 
ascendant; c’est le point que traverse la planéte quand sa coor- 
donnée z de négative devicnt positive. L’autre noeud N’ est le noud 
descendant. Pour définir le plan de Vorbite, on se donne langle 
§—=2SN compté positivement de Sz vers Sy, angle que |’on 
appelle longitude du nwud ascendant, et Vinclinaison ¢ du plan 


ae, 


de Vorbite sur le plan de Vécliptique, cet angle ¢ étant mesuré 
par l’angle que font entre elles les perpendiculaires menées au 
point N a SN, Pune dans le plan de l’écliptique dans le sens du 
mouvement de la Terre, c’est-a-dire de Sx vers Sy, l’autre dans 
le plan de l’orbite dans le sens du mouvement de la planéte (ou 
de la cométe). Une fois le plan de l’orbite déterminé, il faut fixer 
la position et la grandeur de l’ellipse. Soit A le périhélie; on 
appelle w la somme des angles SN et NSA, ce dernier angle étant 
compté a parur de SN dans le sens du mouvement; w se nomme 
la longitude du périhélie. L’angle NSA est égal 4 wo — 4. Cet 
angle fixe la position de lellipse; on détermine sa grandeur en se 
donnant son demi-grand-axe @ et son excentricité e. Enfin, pour 
indiquer la fagon dont la planéte parcourt son orbite, on donne 


27 


la durée de la révolution T ou le moyen mouvement = - et 


Pinstant < du passage au périhélie. Remarquons que a@ et Tne sont 
pas des quantités distinctes, car elles sont liées par la relation, 
établie plus haut (p. 414), 


Aras 
m2 


J(M+m)= ) 
ot M désigne la masse du Soleil et m celle de la planéte. En ré- 
sumé, pour définir le mouvement dune planéte ou d’une cométe 
périodique, il faut connaitre six constantes 4, 9, a, a, e, 7, qu’on 
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appelle les six éléments du mouvement elliptique. A la place de < 
on introduit souvent un autre élément ¢ donné par 


\ 


W—_—-NT—é&, 


et que l’on appelle longitude moyenne a l’époque zéro. Les coor- 
données rectangulaires x, y, = de la planéte s’expriment alors, par 
des formules qu’il est inutile d’écrire ici, en fonction du temps et 
des six éléments elliptiques 


De fib n0 91 Oo Was CRE )s 
(A) y = jl 6, 0, D, a, @, €), 
(Zhe Ato.) a0. ote QC, €. )e 


241. Méthode de la variation des constantes. — Si le systéme 
solaire était formé du Soleil et d’une seule plancte, les six éléments 
du mouvement elliptique conserveraient indéfiniment les mémes 
valeurs; mais, comme nous l’avons vu, le mouvement elliptique 
ne donne’ qu’une premiére approximation du mouvement de la 
planéte. L’action des autres planétes sur la planéte considérée 
aura pour effet de troubler ce mouvement elliptique : pour repré- 
senter ce mouvement troublé, qui est le mouvement réel de la 
planéte et qui différe peu du mouvement elliptique, on conserve 
les formules (A) du mouvement elliptique en y regardant les six 
éléments 4, 9, ©, @, e, ¢, non plus comme des constantes, mais 
comme des fonctions de t. Par la suite des temps, sous l’action 
des autres planétes, ces éléments subiront des variations 64, 69, 
OW, Oa, Ge, de qu’on appelle perturbations des éléments, Vou 
résulteront les perturbations correspondantes pour les coordonnées 
x, y, 5. La partie de la Mécanique céleste qui a pour but le calcul 
de ces variations se nomme Théorie des perturbations. 


242. Mouvement parabolique des cométes. — Imaginons une 
cométe M décrivant une parabole ayant pour foyer le centre du 
Soleil, ce qui est le cas du plus grand nombre des comeétes. Ona 
alors, en appelant « l’angle que fait le rayon vecteur SM = r avec 
le rayon vecteur SA du périhélie, 


P Revs 
1+ cos w 
2¢ 
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L’intégrale des aires donne 
rdw = Cdt=/f/(M+ m)p dt, 
m désignant la masse de la cométe et M celle du Soleil. Il résulte, 
en effet, du probléme des deux corps que nous avons résolu, que 


Fig. 153. 


la cométe se meut autour du Soleil comme si le Soleil était fixe 
et la force attractive du Soleil sur la cométe égale a 


“aL Cm im am 


72 r2 


La constante des aires est alors C= \/up=V//(M+m)p. Ona 


done 


sy) da (1+ tang) d tang = 


joe 2 cos? — 


d’ou en intégrant et appelant + instant du passage au périhélie, 


2Vf(M + m) 


3 


Pp? 


’ 


(t ) t (Vv a 3 Ww 
—t)= tang — + -tang3 —. 
b 5 5 5} 


ae : see : w 3 e 

Telle est ’équation du troisiéme degré en tane — qu’il faut résoudre 
8 ores | 

pops avoir la position de la cométe a lépoque ¢ : cette équation 

n’a qu'une racine réelle; on l’écrit comme il suit, en posant p= 2q 


ed remarquant que vM +m peut étre remplacé par /M, car m est 
tout a fait négligeable devant la masse du soleil : 


ad te > oe of el? 
Mae Veg” pet ete 
q? 


On a construit des Tables numériques donnant la racine de cette 


équation pour une suite de valeurs attribuées au premier membre, 
la masse M du Soleil étant prise pour unité. 


% 
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243. Eléments paraboliques. — Pour définir L’orbite parabo- 
lique d’une cométe, on donne cing éléments indépendants, 9, 0, BD, 
zetg, dont les quatre premiers ont la méme signification que 


pour les planétes, tandis que g = e désigne la distance pérthélie 


(voir Mécanique céleste de Tisserand). 


EXERCICES. 


1. Pour le mouvement d’un point atliré vers un centre fixe O par une force 
F = — mk’r proportionnelle a la distance, on a montré que la trajectoire est une 
ellipse de centre O et que la vitesse du mobile, dans une position quelconque M, 
est proportionnelle au demi-diamétre 6’ conjugué de OM : 9 = kb’. Démontrer 
que, si on veut, A Vaide de ce résultat, vérifier les théorémes des aires et des 
forces vives, on retrouve les théorémes d’Apollonius. 


Réponse. — Soit OM =r =a’; le théoréme des aires donne pv = C; or ce 
produit py est égal a k fois Vaire du parallélogramme construit sur a’ et U’; 
Véquation des forces vives v?+ k?r? = h donne k? (a+ 67) =h. 


2. Trouver le mouvement d’un point sollicité par une force centrale ayant 
expression suivante : 


a b 
> js m(S 4- my? 
t see in 


ol a et & désignent des constantes. 


Réponse. — Pour trouver la trajectoire, on doit intégrer léquation 


~ 
~ 
a 
re 
—~le 
Peat 
4 
—?) 
t 
ne He 
~ 
£2). 


; I es ma 
linéaire a coefficients constants en —- La forme de lintégrale générale change 
7 


3 : b oF I : 
suivant le signe de t-+ =; : quand cette quantité est nulle, > est un trinome du 


C 
second degré en 6; quand elle est positive et a sa racine carrée commensurable, la 
trajectoire est une courbe algébrique. 


3. Soit 
_ m(a+bcos26) 


r2 


Réponse. — On est conduit a intégrer l’équation 


h cos 28 ; 
} tates Gast . a (C constante des aires), 


5 
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dont Vintégrale est, 


: b 
Pie NM eotc Being: ees ~cos 28, 
ip (OF Bae 


La trajectoire est une courbe algébrique du quatrieme degré, quelles que soient 
les constantes, A, B, C, a moins que 6 = 0; elle est alors une conique, car la loi 
d’attraction devient la loi de Newton. 

L’intégrale des aires donne ensuite ¢ par une quadrature, 


4, Soit 
Ww Mm 
Fe my a a if 


r? (a cos?§ + 26 sin6 cos§ + ¢ sin?0) r?(acos26+ % sin26+ 7)? 


° a 
a, b, ¢ désignant des constantes et «, 8, y ayant les valeurs a = Seb, 


a+ec 
= 


- (Cette loi de force centrale est l’une de celles trouvées par MM. Dar- 


boux et Halphen.) 


Réponse. — En posant ¥(§)=acos28+sin26+y, on devra intégrer 
Péquation 
I 
3 a= 1 ) 2 
ae te =— Kiyo? 


Lorsque «+ %*— y? ou 6°—ae est différent de zéro, cette équation admet,_ 
comme on le yérifie sans peine, une intégrale particuliére de la forme 


VU. 


= \/v (9), 7 te a ee 
peer. C+ Py) 


} 


La trajectoire a donc pour équation 


| = Acos) + Bsind + 2/9 (6) 


avec les constantes arbitraires A, B, C ou A, B, i. C’est une conique tangente aux 
deux droites fixes ayant pour équation 


v(9)=0 ou a(e—y?)+2Bay +y(a+y’) =o. 


Lorsque a+ $?— y?= 0, 6°>— ac = 0, (6) est le carré d’une fonction a(8) de 
la forme k cos6+/sin6, ¥(6) =a?(6), L’équation admet une solution particu- 


me I » F ; 3 
liere de la forme - = » et la trajectoire devient 
ie o(0) 


1 X 
RSA mise <i 
pe A cos) + Bsin® + 5(0)” 


eonique tangente a l’origine & la droite fixe o(9) =0, ouka2+ly =o. 


do. Démontrer que, si l’on sait trouver la trajectoire d’un mobile sous l’action 
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, a I Bie A 
@une force centrale lf = m® (:; 0), on sait également la trouver sous l’action 


de la force 


ae men( —acos§ — bsin9, 8) (1— ar cos — br sin8) , 


a,b désignant des constantes, 


Réponse, — On suppose qu’on sache intégrer l’équation différentielle 
1 
ae : 
> I 1 
Ge = = pe ep 
Fane U p(25 6), 


et il faut montrer qu’on sait intégrer aussi 


a= 


A ? I ie I : 
3 ee 1 — 
© \ at? Z (1— ar cos§ — br sin 9)? : G Se aay ON b). 


Or la seconde équation se raméne a la premiére par la substitution 


I 5 
+ acos§-+ bsin§. 


oly 


r 


6. Sachant que la force F= mur fait décrire a son point d’application une 
conique ayant pour centre l’origine, trouver la trajectoire d’un mobile sollicité 
par la force 
Mm W. 


r(s —acos)—b sin) 


(deuxiéme des lois de force trouvées par MM Darboux et Halphen). 


Réponse. — Cette question est une application du probléme 5. On trouve 
comme équalion générale de la trajectoire du mobile, sous l’action de la 


force F,, 


= =acos§ + bsind + x cos’6 + 2 cos sin®§ + y sin’9, 


a, 8, y élant trois constantes arbitraires. Cette trajectoire est une conique telle 
que la polaire de l’origine par rapport a cette conique est une droite fixe 


ax + by —1= 0. 


7. Hodographe. — Dans le mouvement d’une planéte autour du Soleil, on 
méne par le centre du Soleil des segments égaux et paralléles aux vitesses de la 
planéte dans ses différentes positions. Lieu géométrique des extrémités de ces 
segments; ce lieu est l’hodographe. 


Réponse. — Ce lieu est un cercle dont le centre est sur l’ordonnée du foyer et 
qui contient le foyer dans son intérieur. On peut le démontrer en s’appuyant sur 
la relation py =C, sur ce que le lieu des projections d’un foyer d’une ellipse 
sur les tangentes est un cercle et sur ce que la figure inverse d’un cercle est un 


cercle 


2 
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8. Pour obtenir Phodographe d’un mobile quelconque décrivant une courbe 
plane, suivant la loi des aires, autour d’un point O, il suffit de faire tourner d’un 
angle droit autour du point O la transformée par rayons vecteurs réciproques 
(courbe inverse) de la podaire du point O par rapport @ la trajectoire. 

Pour que l’hodographe soit un cercle, il faut et il,suffit que la podaire du 
point O par rapport a la trajectoire soit un cercle; la trajectoire est alors une 
conique de foyer O et la force varie en raison inverse du carré de la distance. 


9. Un point décrit, suivant la Toi des aires, une circonférence passant par le 
centre des aires Oy trouver la loi de la force : 1° en fonction de la distance 7;. 


9 (9) 


2° sous la forme me 
x 


Reoshee - TOD Mm |, 
eponse. mo ——; r —- + 
P Tae r? cos? 6 
; ; ee : 2my 
10. Mouvement d’un point sollicité par la force centrale F =— ——, »p So. 
Fi 
Réponse, — Le théoréme des forces vives donne v? = < +h. Différents cas 


sont a distinguer, suivant que = vj— -> est posiuf, négatif ou nul. =npborene 


h <o. On trouve pour équation différentidile de la trajectoirey, 


Bis Car 2 Car 
VAr—CPep VAP? —a@) (F+ 8) 


en mettant en évidence les racines du trinome en 7? qui sont l’une positive et 


Vautre négative. ‘4 


peice Ses 
/—h(@+ 6? : 
VS SR = 2, on trouve la forme normale 


Faisant 7 = acoso et Cc a FE 
do we 
Kea (Ohi) Se oS pe ) eS ——: 
a+ b 


On a done 9 = am g($ — 6,); d’ou pour la trajectoire 
r=acng(§—4,). 


Le temps est donné par 
C.dt=77'ds; 


CE= a f cn? 2 (8 — 6,) 9, 


intégrale de seconde espéce qui s’exprime a l'aide des fonctions © et H de Jacobi. 


: . p 3 3 aes 
Si Pon suppose 6 =o, h=0o, hb? =— 30 =—C’, k®*=0, comme il résulte des 


relations entre les coefficients et les racines, on retrouve le cercle r = a cos(6—8,). 


11. Fonctions de Bessel. — Démontrer qu’on a les relations suivantes : 
(1) kI(@) = = (Sale) Tey, 
aaa (ae I 
(2) ae eG at) io) 


. 
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et 
= PIU) 1 ai (@) , (5) nie) =o. 


Clie iL Ohi 


Ces relations se vérifient sans peine si l’on y remplace les fonctions J par leurs 
expressions sous forme d’intégrales définies. Prenons, par exemple, la premiére : 
on est amené a démontrer la relation 


™ we. 
ge keos(ke—asine)de— = cos[(kK-+1)9— a sing] 
+ cos[(k —1)¢ —asing]| dp =o, 


ou, en remplacant la somme des deux cosinus par un produit de cosinus, 


rt 
We cos (ko —xsing) (kdg — x cose dg) = 0, 
0 

ce qui est évident, puisque V’intégrale définie de l’expression placée sous le 


signe est la fonction sin( ko — w@sin¢), qui s’annule aux limites, 


12. Développer la fonction J, (a) en série enticre ordonnée par rapport aux 
puissances positives croissantes de wz. 


Réponse. — On peut se servir de l’expression de J,(z) sous forme d’intégrale ; 
les coefficients du développement contiendront des intégrales de la forme 


Tv TT 
ap cosk sin" o dg, f sinko sin™o do, 
0 Ce 


0 


aisées & caleuler en exprimant sin™¢ en fonction linéaire des cosinus et des sinus 
des multiples de 9. 

On peut également employer l’équation différentielle (3) en y substituant 
pour J, (a) une série de la forme 


k a : Bi 
Viet IGA Ct = Ch 1 Oh ona Ohm Geeta 
I Tae We 2. ne 


et calculant les coefficients. par voie récurrente. 


13. Théoréme d’Euler. — Le temps © que met une cométe a passer sur une 
orbite parabolique du point P au point P’ est donné par la formule 


9 5 


6Vf(M + m)6 = (r++ oye (r+ r'—s)?, 


r et r’ désignant les rayons vecteurs des deux positions P et P’, et o la 
corde PP’, 

[Nous démontrons ce théoréme en Mécanique analytique (n° 304). Voyes Tissr- 
RAND, Mécanique céleste, p. 112. | 


14. Un point attiré par un centre fixe, suivant la loi de Newton, décrit une 
orbite hyperbolique : calculer sa position a chaque instant. 
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On emploie la méme méthode que pour l’ellipse n° 237; il s’introduit des loga- 
rithmes et des exponentielles & la place des lignes trigonométriques et des fonc- 
lions inverses. 


15. Méthode des approximations successives pour la résolution de Véquation 
de Képler. Soit w la racine de l’équation. Démontrer les propositions suivantes : 
1° On prend sur le cercle trigonométrique, a partir de Vorigine A des ares. 
deux arcs AM = AM’, égaux et de signes contraires, ¢gaux en valeur absolue a 
ames Si Varc 6 a son extrémité sur are MAM’, cosu est positif; sinon, cosu 
est négatif. 

2° Si cosu est positif, ce quindique la disposition de €, toutes les valeurs de 
la suile W,, W,,.-..,Un,.-. ironl, @ partir d’un certain moment, en s’approchant 
de u, toutes par excés ou toutes par défaut. 

3° Si cosuw est, au contraire, négatif, les valeurs approchées de wu seront, a 
partir d’un certain moment, aléernativement approchées par excés ou par défaut, 
a Pinstar des fractions continues. (KENIGS. ) 


16. Un centve attractif d’abscisse € se meut sur Ox d’un mouvement oscilla- 
toire € = acosnt, Ce point attire un point matériel libre M proportionnellement 
ala distance : trouver le mouvement du point M. 

(La projection de la trajectoire sur le plan des yz est une ellipse de centre O.) 


17. La force centrale produisant le mouvement d’un point est proportionnelle 


OP Kee : : . : 

a —, 9 désignant la vitesse du mobile, 7 sa distance au centre des forces, o Je 
p ; 

rayon de courbure de la trajectoire. « 


(ResaL, Comptes rendus, t. XC, p. 769.) 


18. Mouvement d’un point sollicité par une force centrale d’intensité constante. 
Discuter la trajectoire. (8 est donné en fonction dev par une intégrale elliptique. 
On yerra plus loin, a propos des équations intrinséques du mouvement d’un 
point sur une surface, qu’on peut ramener au probleme précédent |’étude du 
mouvement d’un point pesant sur un cone de réyolution d’axe vertical.) 


19. Trouver le mouvement dun point matériel sollicité par une force centrale 


3 A 


7 ri ? 


. 2k? (w+ hb) 3k? a? b> 
rF=—m : — : 
a est la distance initiale du point au pvint attirant. La vitesse initiale est per- 
; ; See k 
pendiculaire au rayon vecteur initial et a pour valeur —- 
a 
(La trajectoire est la transformée par rayons vecteurs réciproques dune ellipse 
par rapport a son centre.) 
20. Trouver Je mouvement d’un point sollicité par la force centrale 


mp 
7™ cos'6 


(Trajectoire conique; cas particulier des lois trouvées par Halphen et Darboux.) 
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21. Forces centrales avec résistance de milieu, — Un point de masse 1 se 
Sane . x ied 

meut sous l’action d'une force centrale E. et d’une résistance R tangente a la 

trajectoire. Démontrer que la trajectoire est plane. Puis prenant le plan de la 


trajectoire pour plan des xy, et désignant par S la quantité x o — aa par 
Sina 
p la distance de la tangente au centre des forces O, et par e le rayon de cour - 
bure, démontrer les formules F = — — ze R=— e eo 
OFM. Daas 
(On peut partir de Videntité ge = te OE es quon différentie, en se rap- 
dt xdy—ydx ‘ 
3 ° 
pelant que «dy—ydx=pds, dyd@x—dzxd*y = a C= = = =.) En 
? eo iY 


particulier, si R= ke?, on a Vintégrale S=Ae** qui remplace l’intégrale des 
aires, § désignant l’are de courbe parcouru. 
(Sracci, Comptes rendus, t. LXXXVIII.) 


22. Si, dans Vexercice précédent, on suppose R = ky, résistance proportion- 
nelle a la vitesse, on a lintégrale 


Sr Gest! 
: ( ELLi0T.) 


23. Mouvement d’un point “de masse 1 sollicité par une force centrale égale a 


(ies eae eee : . 2 ? 
= oe Sanne Cette loi de force est, avec une approximation suffisante pour 
V’Astronomie, I’expression approchée de l’attraction d’un sphéroide sur un point 
éloigné. - (GYLDEN, Comptes rendus, t. XCI, p. 997.) 


24. Mouvement d'un point matériel attiré par un centre fixe proportionnelle- 
ment a la distance et soumis A une résistance de milieu proportionnelle a la 
vitesse. ¢ 

(Trajectoire plane; 2 et y sont donnés en fonction de ¢ par des équations 
différentielles linéaires A coefficients constants. Discussion. ) ¢ 


25. Soit un point matériel gravitant autour d’une masse M en décrivant une 
orbite circulaire de rayon a. Appelons © la durée de la révolution en supposant 
Punité de temps égale a l'heure naturelle (f=1) : on aura 0 = 27 / Si 
M est la masse d’un cube d’eau ayant @ pour cdté, on a M=a@’, © = 27m. Le 
point matériel est alors laiguille d’une horloge absolue; il décrit un arc égal au 
rayon pendant chaque unité de temps. 

(Livpmann, Comptes rendus, 8 mai 1899.) 


26. Ktudier la variation des éléments de la trajectoire d’une planéte ou dune 
cométe sous l’action d’une résistance de milieu, définie par R = Sere Montrer 
que le grand axe décroit constamment ; que l’excentricité ne varie pas Sinn =1,; 
décroit si n-+ n’> 13; que le mouvement circulaire est stable dans ces deux cas. 
(On différentie par rapport a @ et »* les formules du n° 237, en introduisant 
COS U. (A. ViRonnet, Comptes rendus, t. CLXXII ct CLXXVII. ) 


—_s = 


CHAPITRE XII. 


MOUVEMENT DUN POINT SUR UNE COURBE 
FIXE OU MOBILE. 


I. — MOUVEMENT SUR UNE COURBE FIXE. 


244. Equation du mouvement. — Soient C la courbe sur 
laquelle le point est assujetti & se mouvoir et MF la résultante 
des forces extérieures qui agissent sur le mobile. Celui-ci exerce 
sur la courbe une certaine pression, et la courbe agit sur le mobile 
par une réaction égale et opposée qui est normale a la courbe 
fixe, st lon suppose qu’il n’y a pas de frottement. Le point peut, 
par suite, étre considéré comme libre dans lespace, a la condition 
qu’on lui applique la force F et la réaction normale MN (fig. 154). 


M sy 
’ Fig. 154. 


Puisque la position du mobile sur la courbe dépend d’un seul 
parameétre, il suffit d’une seule équation, ne contenant pas la réac- 
tion, pour définir le mouvement. Cette Equation est donnée par le 
théoréme des forces vives sous la forme 
mo? : ! 
a =Xdx+ Ydy+Zdz, 

équation ott n’entre pas le travail de N, puisque la réaction restant 
normale au déplacement ne produit aucun travail. 
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Pour achever le calcul, on exprimera les coordonnées d’un 
point de la courbe en fonction d’un paramétre g 


L=9(9), Y=(q); = 3(q); 


on aura alors 


; daz \? dy\? dz 2 5 : ats 
(1) o=(F) + ($F) | ae | = (924 y24 m2) (SE) ; 


(2) Xdx+YVdy+1dz= (Xo'+Y'+Z0')dq=Qdq, 


Q- désignant la quanuté Xo/4-YuU'+Zo'. Dans le cas le plus 
_ général qui puisse se présenter, la force dépend A la fois de la 
position du mobile, de sa vitesse et du temps. Les composantes X, 
Y, Z et, par conséquent, Q seront alors des fonctions de g, 


d ; . aot 
“7 et t, et Véquation (1), écrite sous la forme 


dt 
TED eae j ef ag \? 
a| (gas yee’) (SE) | = Qay, 


sera une équation différentielle du second ordre, donnant g en 
fonction de t. 

Dans le cas particulier ot la force ne dépend que de la position 
du mobile, Q est une fonction de g seulement et l’intégration de 
Péquation se raméne a des quadratures. L’équation des forces 
vives donne, en effet, : 


mo? moz me? q 
d-— =Qdq, — — =| Qdq. 
2 > 
Jo 


2 2 


On tire de cette équation, aprés avoir remplacé 9? par sa 


valeur (1), (4) en fonction de g : 
ly ss aga a Spee 's eg 
(Ayala, Gna, tmounef oe 


Le probléme est ainsi résolu par deux quadratures successives. 

. dq ; ; 
L’expression de = comporte un double signe; au début du mou- 
vement, on sait quel signe il faut prendre, car le sens de la vitesse 


initiale donne le signe de la valeur initiale de a: on conseryera ce 


: dq : atte 
signe tant que tne s'annulera pas; si, au bout d’un temps fini 
10 
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f(q) s'annule, la vitesse s’annule; le sens de la composante tan- 
eentielle de la force détermine alors le sens du mouvement ct, 
dq . 
dt 

Lorsqu’il existe une fonction de forces U(a#, y, 2), la premiére 
intégration est immédiate; on a 


par suite, le signe de 


mo? 


Raa U(2, y, 4) +A, 


mvs 5 
h ayant pour valeur — — U(x, %; Zo). On achéve le calcul 


comme ci-dessus, en remplacant 7, 7, z par leurs expressions en 
fonction de g. 


245. Stabilité de Péquilibre. — Supposons que la force X, Y, Z 
ne dépende que de la position du mobile; la quantité Q est alors 
une fonction de g seulement, et pour trouver les positions d’équi- 
libre il faut trouver les valeurs g annulant Q(n° 92). Ce probléme 
conduit aux mémes calculs que la recherche des maxima et minima 
de la fonction 


vig) =f Qaq, 


qui nest définie qu’a une constante additive prés. Nous youlons 
démontrer, d’aprés Lejeune-Dirichlet, que si, pour une valeur 
q=a, cette fonction U est réellement maximum, la _ position 
d’équilibre correspondante est stable. 

Pour simplifier, nous pouvons supposer a = 0, car cela revient 
a prendre, comme nouveau paramétre, g—a au lieu de g. Nous 
pouvons aussi supposer que la fonction U(q) s’annule dans la 
position d’équilibre considérée, g = 0; car cela revient a déter- 
miner conyenablement la constante arbitraire qu’on peut ajouter 
a U(q), cest-a-dire a prendre 


q 
viag)= f Q dq. 
0 


La fonction U(q) est alors nulle et maximum pour gq =0: cela 
veut dire que, ¢ étant un nombre positif quelconque inférieur a 
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une certaine limite fixe, la fonction U(¢) est négative pour toutes 
les valeurs de g, autres que zéro, vérifiant la seule condition 
(1) Sugeest Ps 

Ce nombre < étant choisi arbitrairement aussi peut qu'on le 
veut, déplacons le mobile de la position d’équilibre pour ’amener 
dans une position initiale correspondant a une valeur qo du para- 
métre comprise entre —¢ et +-¢, et imprimons-lui une vitesse 
initiale yy. Nous allons montrer qu’on peut assigner des nombres 
positifs x et 8 tels que, sous les seules conditions 


P9< 4, —B<q< 8B, 


le mobile, dans le mouvement qui se produit, ne sorte pas des 
positions limites correspondant aux valeurs + ¢ du paramétre g, 
et méme n’alteigne pas ces limites. En effet, U(e) et U(—e) étant 
des quantités négatives et non nulles, on peut déterminer un 
nombre positif p qui soit plus petit a la fois que —U(<) et 
— U(—s), de sorte que la somme U(qg)-+p, positive pour g= 0, 
devienne négative pour g =e. D’aprés le théoréme des forces 
vives, on a, dans le mouvement qui se produit, 


2 2 
me me}, 


ae =U(q)+ : — U(q). 


Déterminons ¢» et go par les conditions 


5 
M6 ie Pp 


BP, =U(q) < 8; 


2 


la premiére donne pour ¢) une limite supérieure « égale a VA 
tv 


la‘ deuxiéme, a cause de la continuité de la fonction U(qg) qui 
s’'annule pour g = 0, exige que qo soit en valeur absolue inférieur 
‘A un certain nombre positif 8. Alors, si ces conditions initiales 


sont remplies, on a 
me? 


sig —eUWICG aD 


et il est évident que g ne peut pas atteindre les limites + ¢, car, 
: 3 : Seay Bf . mo? : 
si g atteignait une de ces limites, la demi-force vive ——, qui est 
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essentiellement positive, devrait étre plus petite que le second 
membre, qui devient négatif pour ¢=-¢; ce qui est absurde. 
L’équilibre est done bien stable. 


Remarque. — Lorsque la force dépend de la vitesse, Q dépend 
de g et se pour obtenir les positions d’équilibre, il faudra cher- 


5 Saeed 
cher les valeurs de g qui annulent Q, sous la condition ie: 


Une de ces positions étant trouvée, pour reconnaitre si elle est 
stable ou instable, il faut étudier le mouvement du point en le 
supposant infiniment peu écarté de cette position et animé d’une. 
vitesse initiale infiniment petite. On trouvera dans la théorie du 
mouvement du pendule simple, soumis a une résistance de milieu 
proportionnelle a v, un exemple de la marche a suivre. Nous déve- 
lopperons plus tard, dune maniére systématique, l'étude des 
peuts mouvements autour d’une position d’équilibre stable. 


246. Mouvement d’un point pesant sur une courbe fixe. — Pre- 
nons trois axes rectangulaires, l’axe des z étant une verticale 
dirigée vers le haut. Les projections de la force étant ( fig. 155) 


X= 0, ¥ =o; Z=—meg; 


Fig. 139. 


Mo 


(om 


le travail élémentaire du poids est — mg dz, et l’équation des 
forces vives donne immédiatement 


p2 


= eS I, 


formule qu’on peut écrire 


v= 2e(a—-Z), 
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en posant 
h 


5 Ay 
oO 
o 


Considérons le plan IH dont l’équation est 3 =a; la distance MP 
du mobile a ce plan est a— az, de sorte que la vitesse est donnée 


par = 
p2=22PM. 


La valeur numérique de la vitesse est done la méme que si le 
point était tombé verticalement de P en M sans vitesse iniliale. 

Supposons que la courbe considérée soit fermée; deux cas 
peuvent se présenter, suivant que le plan II coupe ou ne coupe 
pas cette courbe. Quelle que soit la position initiale My du mobile, 
on peut toujours le lancer avec une vitesse 7) suffisamment grande 
pour que le plan II soit aussi haut qu’on le voudra, puisqu’on a_ 


Supposons done vp assez grand pour que II soit au-dessus de 
la courbe; la vitesse ne s’annulera jamais, et le mobile tournera 
indéfiniment sur sa trajectoire. Le mouvement sera périodique, la 
vitesse maxima se produisant au point le plus bas, et la vitesse 
minima au point le plus haut. 

Admettons maintenant que le plan II coupe la courbe. Soient A 
et A’ deux intersections consécutives; supposons le mobile lancé 
du point le plus bas M, de V’are AA’ vers l’extrémité A. On voit 
aisément que le mobile arrivera aussi prés du point A que lon 
voudra; en effet, la vitesse entre My, et B restera constamment 
supérieure a \/2 ¢.BB,, BB, étant la distance de B au plan I, et le 
mobile arrivera nécessairement en B au bout d’un temps fini. Si 
la tangente en A n’est pas horizontale, le mobile atteindra ce 
point; on a, en effet, 


‘ds\? 
p2=27¢(a— B) ou (3) = 2¢(a—2Z), 
dou 
i— ds 
y2¢ dt = ——_——..- 


aha ——% 


Comptons les ares a partir de Mo, et le temps 4 partir de l’instant 
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initial; puisque s croit avec ¢, on devra prendre le signe + dans 


Vequation ci-dessus et on aura 


SSeS 
— : dz 
28 = [ oom a : Ghee 
S25 YA 2 Yao 
nie : ds ; & 
Si la tangente en A n’est pas horizontale, 7 reste fini pour s=a, 


5 Z ° . . es 
et l’élément de Vintégrale devient infini de ordre = done cette 


intégrale reste finie lorsque s tend vers a. Le temps T que met le 
mobile a arriver en A est alors donné par 


Z—a 


Aprés avoir atteint le point A, le mobile redescendra vers Mo, y 
arrivera avec la vitesse 7) et repartira sur Varc M, A’, ot le mou- 
vement sera analogue et durera un temps T, si la tangente en A’ 
nest pas horizontale. Le mouvement est done une oscillation de 
A en.A’, chaque oscillation simple ayant pour durée T + T,. 

Nous pouvons donner deux limites entre lesquelles T devra étre 
compris; ces deux limites seront d’autant plus voisines que l’are 
M,A sera plus petit. Si l’on pose 


dz 


on sait que ona 


o étant le rayon de courbure et vi le cosinus de langle que fait ce 
rayon de courbure avec l’axe des z, cosinus qui est positif, car 


t 
langle est aigu. Soient £, K les limites de © pour l’are considéré; 
2) 
v 


on aura entre M, et A . 


ns, AB 
ie 2k 
~ ds? : 
on en conclut, en intégrant, que 
dz Ke< 
Sa Ser 0 
ds ok 


car cette fonction, qui s’annule pour s=o, est constamment 
décroissante, d’aprés Vinégalité qui précéde. La fonction primitive 
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K 


LA 


4— 5 S° sera par suite toujours décroissante; écrivons quelle est 


constamment supérieure a sa valeur finale, nous aurons 


chee ke K 
— = >a——/??, 
2 2 


I [ 


2 
Ga K (Pas. 


ou Z est Ja longueur de are M,A. En remplacant par le 


~a—z 


deuxiéme membre dans l’expression de T, on aura 


ae ae 
pet>(/z f —S—, toty/e- 
V8 Vz J Rage EAN aka 


anes SPs 5 x 
En partant de linégalité sar ps k 2 0, on trouverait de la méme 


facon 


Sete pe 
r<i(/ 


Si Pon diminue la vitesse initiale de fagon a abaisser le plan 
jusqu’au voisinage de My, les deux quantités K et 4 tendent 


simultanément vers la méme limite, a savoir la valeur de £ au 


Ly 


point le plus bas, valeur que nous caractérisons par l’indice zéro, 
Par conséquent, lorsque l’oscillation aura une amplitude infini- 


Po 


: 
SYX0 


ment petite, la durée d’une demi-oscillation simple sera 5 \ 


# ms 

et Poscillation simple aura pour durée ni / fe, si, pour la por- 
& {20 

tion M,A’ de la trajectoire, la quantité a8 méme limite que pour 


la portion M,A. En particulier, si la trajectoire est un cercle de 
rayon R dans un plan vertical, on retrouve l’expression connue de 


car Seep he teen : R 
la durée @unce oscillation infiniment petite ni/ 


Ss 

Revenons maintenant aux oscillations d’amplitude finie, et con- 
sidérons le cas ot la tangente en A est horizontale. Rappelons la 
formule qui donne le temps 


Vad 


ds 


Vagt= Sea ee 


Va—s 
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Lorsque < tend vers a, s tend vers la longueur ¢ de l’arc M,A, 


ds 
croit indéfiniment, re également. Prenant s pour vari iable 


(ao—<z 
indépendante, on aura 


Soit } ordre de Vinfiniment petit a — 3 par rapport a s — l dans 


nae es : ; as 
le yoisinage de s = /; ’élément de Vintégrale sera infini d’ordre = 


par rapport a si — est 2r, Vintégrale qui donne ¢t croitra 
S 2. 


=e 
indéfiniment; si, au contraire, on as <t, Vintégrale restera finie.. 


Le premier cas se présente pour un point ordinaire, ou l!onah= 2, 
comme on le voit en développant, par la formule de Taylor, z con- 
sidéré comme une fonction de s dans le voisinage de s=/ et 


az a 
remarquant que 7- est supposé nul pour s=/. Le second cas peut 
se ge pour un point de rebroussement, ot en général 
A= —- Sidone A est un point ordinaire a Llangente horizontale, le 


aot. s'approchera indéfmiment de ce point sans jamais 
Patteindre. Si A est un point de rebroussement, le mobile peut y 
arriver sans vitesse et s’arréter dans cette position d’équilibre. On 
en trouvera un exemple dans l’exercice (5). 


247. Réaction normale. Equations intrinséques. — Si l'on 
applique les équations intrinséques du mouvement (n° 200), on 
trouve dune part l’équation du mouvement, d’autre part deux 
équations permettant de calculer la réaction normale. 

Menons en M la tangente MT dans le sens des arcs croissants. 


Soit MC = 9 le rayon de courbure principal (fig. 156); menons 
la inno MB. Les équations intrinséques du mouvement seront 
actuellement 
dy 
(GIs) aaa Ee= ar —— 
‘T) Taal Fe 
: 2 
(2) En Ne ms > 
b 


(3) Fp+ Ng= 0; 
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car les seules forces agissant sur M sont F et la réacuion nor- 
male N. 

La premiére de ces équations, qui n’est autre que |’équation 
des forces vives sous une autre forme, donne le mouvement sur la 
courbe, car elle est indépendante de la réaction; les deux autres 


= Vig. 156. 


donneront ensuite la réaction normale par ses composantes N,, Np. 
Le calcul se simplifie lorsqu’il y a une fonction de forces U. Dans 
ce cas, l’équation des forces vives est 


my2 


et, en portant cette valeur de »? dans l’équation (2), on pourra 
entiérement déterminer la réaction sans connaitre le mouvement. 
L’équation (1) écrite sous la forme 


rc ae ds dv 1 dmv? 
i= ie — 0 
f ds dt = ds eas: 


est bien identique a celle des forces vives. Elle montre que le 
mouvement ne change pas, si l’on déforme la courbe sans changer 
sa longueur et si lon modifie la force F sans changer sa compo- 
sante tangentielle F,. Cette opéraion modifiera uniquement la 
réaction normale. En particulier, on peut de cette facon, sans 
changer le mouvement, transformer la courbe en une droite et 
ramener le probléme 4 une question de mouvement rectiligne. 


Application. — Comme application de ce qui précéde, nous démon- 
trerons le théoréme suivant : 

Supposons qu’un mobile partant de My décrive librement une méme tra- 
jectoire C, lorsqu’on le lance avec des vitesses successives »), 0), -.-, SOUS 
Faction de forces qui respectivement sont F’, F”, ..., pour chacun des 
mouyements. Admettons maintenant qu’on jase ce mobile sur une courbe 
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fixe qui réalise matériellement C et qu’on le soumette au systéme de forces 
aK’, 2” FR ..., agissant en meme temps, @’, a’, ... étant des constantes; 
dans ce dernier cas, la réaction normale de la courbe est dirigée sui- 
cant la normale principale et varie en raison inverse du rayon de 
courbure, 

Soient »’, 9”, »”, ... les vitesses que posséde successivement le mobile 
au point M dans la premiére série d’expériences. Les équations intrin- 
séques d’un quelconque de ces mouvements, du premier par exemple, 
seront . 


Dans la derniére expérience le point n’est pas libre; il faut done intro- 
duire-la réaction normale de la courbe fixe, et les équations du mouvement 
sont alors 


dy 
mo = = Fito’ Fi +a” Fes..., 
as 
9? aa a Ate ‘ 
m — =N,, +24 F, +0’ F, +a’ Fi +..., 
V 


T° =f Ti hie 
o= Ne + el Fy a Fp a Fes... 


En tenant compte des équations (1), on a d’abord Ng = 0, puis 


dv nae mats 
‘ = 4'¢' — + a!” — +, 
i! ds ds 
et, en intégrant, 
P= C+a' pr paper ..., 


la constante C ayant pour valeur 


(2) eI ly eo eg Fei os 
on a enfin 
m2 mre’? mo"? 
=N,+ a’ Z Bathe 
id e p 
m ss fi we 
N, =-— (92 — a! 9/2 — gp"? — y=. 
fe) 
a 


Cette égalité, jointe & Ng =o, démontre le théoréme que nous avions en 
vue. 

On pourra disposer de Ja vitesse initiale de facon a annuler la vonstante C. 
Dans ce cas, la réaction sera constamment nulle et le point décrira libre- 
ment la courbe donnée. Ce dernier résultat est ‘di a O. Bonnet. 

Par exemple, un point matériel peut décrire librement une méme ellipse 
sous l’influence d’une des cing forces suivantes : une attraction en raison 
inverse du carré de la distance de la part de chacun des foyers, une attrac- 
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tion proportionnelle a la distance au centre, et enfin des attractions des 
axes en raison inverse du cube de la distance. Si donc on force le point a 
décrire Vellipse sous l’action de ces cing forces simultanées, en le placant 
dans des conditions initiales quelconques, la pression sur Vellipse varie en 
raison inverse du rayon de courbure. 


248. Pendule simple. — Un pendule simple est-constitué par un point: 
matériel pesant, mobile sans frottement sur une circonférence située dans 
un plan vertical (fig. 157). 


Prenons les axes indiqués sur la figure et supposons le mobile lancé du 
point le plus bas My(s = —/) avec une yitesse initiale »); le théoréme des 
forces vives donne 


p2 
p2=22(a— 2) avec a es ep ago 
ae) 


1° Supposons d’abord que la droite H(z = a) coupe le cercle en A, A’, 
c’est-a-dire qu’on ait a< 7, ou 9 <2Vlg. Comme nous l’ayons vu, le 
mouvement consistera en oscillations isochrones entre A et A’. Pour étu- 
dier le mouvement, nous prendrons pour variable l’angle MMOM = 0. On 


aura 
2=—lcos, a=—lcosz, 


‘en appelant « l’angle d’écart maximum M,)OA. 
Avec cette variable 6, l’expression de la vitesse est 


2 


ORS thal 
a ee 
be dit dl 
et l’équation des forces vives devient 


d)\2 : P 
(2 (3) = 221(cos9 — cos), 


29 
ARPASEL. == 1. 29 
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’ 4 ey 
qu’on peut écrire 
di? lot eed aa 
i(/— ) =42(sin?— —sin?- }; 
alt = 2 So 
dot 
di 
Ve ‘& dt = 


ete need 
2. ] dt ee ae 
) 2 2 


Nous prendrons le signe + en supposant que le mobile monte. Ka 
comptant le temps a partir du moment out le mobile part de Mo, on aura 


49 (0) z 
a es 


zn 2, 
{4 [fe - Se 
U eee: neers 
\ sin? — — sin? — 
@ 0 2, e- 


eas) bie 
Sin —"=-W SIN» 
D 2: 


et, en posant 


= u - 
(/f: = fe ue - G = sin?) : 
U a. VW wy (1 — Ke?) a 


e 


On est donc ramené a une intégrale elliptique, et l’équation ci-dessus 


peut s’écrire (1) a 
wan(y/8), 
a aay Nope ; g 
Stn aie (4/8) ’ 
0 /§ & /é\. 
cos = ay/ seen /$ ke sn? aE = dn CY, 7) 


on obtient ainsi les coordonnées Zsin@ et Zcos6 du mobile en fonction 
uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de My en A, il faut 
faire varier 0 de 0 a 2, c’est-a-dire wu de o a 1; done, en posant comme 


c’est-a-dire 


dordinaire ' 
. ( du 
i, Vow 


on aura pour T la valeur K \/- et la durée de loscillation simple sera 
co] 


(') Voir Principes de la théorie des fonctions elliptiques, par Appell et 
Lacour (Gauthier Villars). 
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1 
2K Ve - Si Pon ajoute cette quantité a ¢, le mobile doit prendre la posi- 


tion M’, symétrique de M, et sin@ doit changer de Benes ce qui fomrnit une 
veriaealon de la formate connue 


sn(@+2K)=—snz. 


/ 


Ihest utile Vavoir le déy eloppement de T suivant les purssances de sin = =) 


e’est-a-dire celur de K suivant les puissances croissantes de k. Pour Bb tein 
ce développement, nous écrirons, d’aprés la formule du binome, 


[ ee) 
ee ee ei 
vi— ku 2 
123 aie eRe ORE 
Se RE te SREY ie eee K2n rns, 5 
2.4 Dare Ore nee DEL : 


et, en nous appuyant sur la formule facile a établir 


4 


= I e 

# Urn du. TH Ons ca Tel 
BS 9 ake ae ee 
) 


Vie 2 DAG OS AOU 


nous aurons 


par conséquent 


Z i 7 Ite et saith ee se ae f 
ss —]1+(—-) sin?- + (——} sint-+...]. 
2 gz 2 2 Desh 2 


Pour les oscillations infiniment petites (2=0), on trouve ainsi la for- 


mule ee 
rage 


Beas 


° 


ep : F : 2 Oe d. 
Pour les oscillations de faible amplitude, on pourra remplacer sin - par — 
2 2 


et ne conseryer que les deux peeniiers termes du développement : 


Dey sha): 


I] nous faut maintenant considérer le cas ot: la droite I ne rencontre 
pas le cercle, c’est-a-dire of l'on a a>. L’équation des forces vives 


~~ 


(2 () =2g(a-+lcos6) a2g(e+! —2lsin*) 


p2=29(a—zZ) peut s’écrire 


dt 


16 6 
: l2 (5) = 2g (a+ l) (1— Asin), 


ou 
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al : : 
; k? est plus petit que 1, puisque a est plus grand 


Ghee 
1y2g(a+ a Re 
2 l 


en posant k?= 


que 7, En résolyant par rapport a dt et posant } = 


aura 
0 
0 ( § 
d- Wie 
: 2 m 
A dt = Tia saree KC = ane ip 
sy ; 
1— k2 sin? — ape 
2 0 2 
a0 : aes 
Prenons enfin w= sin — comme nouvelle variable; il viendra 
2 
, ss du 
At = 
9 (1— uw?) (1 — 


wi isn KE), 


Geese bork) By ee 
c’est-a-dire sin oe sn(A?¢). On en déduit 


cos © = /1— sn2(At) = en(AZ). 


Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus haut s’obtient en 
faisant varier § deo a =, c’est-a—dire u de 0 a 1; on a donc 


Mie Ke [i (5) a+ (sys... |. 
2 2 Oh 


3° Il reste enfin a traiter le cas intermédiaire ott la droite [I serait tan- 
gente a la circonférence donnée: a= 7. On peut alors effectuer les inté- 
grations a l’aide. de fonctions exponentielles, car le module k? des fonc- 
tions elliptiques précédentes devient égal a 1. Revenons, en effet, a 
Véquation des forces vives v2= 22(a— 3); nous l’écrirons 


do\2 y) 
Ue (=) =22e(1+ lcos8) = 4 el cos? = 
i 
= d- 
\/ $a = 5 
cos = 
2 


et, en intégrant, 


7 ¢ = log tang == "|. 
1 4 


La constante d'intégration est nulle, puisque ¢ doit s’annuler avec 9. 
Lorsque ¢ croit indéfiniment, 8 tend en croissant vers la limite x; le mo- 
bile s’approche indéfiniment du point le plus haut sans jamais l’atteindre. 
Ce point est une position d’équilibre tnrstable. 
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Caleul de la réaction. — La réaction en chaque point est dirigée sui- 
vant le rayon du cercle; on la compte positivement vers le centre et néga- 
tivement dans le sens contraire. Soit alors N sa valeur algébrique; la 
seconde des équations intrinséques du mouvement devient 


Mv 


F,+N= 5) 


2) 
H 


car N coincide ayec sa projection sur la normale principale; on a en outre 
(fig. 157) 
MES 


i D) 


F,=— mg cos) = 


= 2 2(a — &), 


et le rayon de courbure ¢ est la longueur / du pendule; par conséquent, 
ona 


ame mes me 
N= eB (Gi es) (a 
i / re ) 


La réaction décroit donc quand le point s‘éléve sur le cercle, et son maxi- 
mum, essentiellement posityf, a lieu pour le point le plus bas. Cette réac- 
tion s’annule et change de signe aux points ot la circonférence est coupée 

: 2a 

parla droite z= -—- 

3 

D’aprés ce qui précéde, si l’on suppose le mobile lancé dans un tube 
circulaire, le point pressera sur la paroi extérieure du tube quand la réac- 
tion N sera positive, et sur la paroi intérieure quand N sera négative. Le 
plus souvent, le point mobile est relié au point fixe par un fil flexible; 
tant que la réaction est positive, le fil reste tendu; mais lorsque, apréss’étre 
annulée, elle deyient négative, le point tend a se rapprocher du centre, et 
le fil ne peut le maintenir sur la circonférence. Si l’on néglige la masse du 
fil, le mobile quittera la circonférence au point ot N =o et se déplacera 
librement sous Vaction de son poids; il décrira done une parabole qui se 
raccordera avec le cercle. Au point de contact de ces deux courbes, le 
rayon de courbure sera le méme; en effet, la vitesse du mobile, ainsi que 


les forces qui agissent sur lui, varient dune facon continue au moment ot 
wy? 
montre 


: : ; se aaeltag Soe n 
le mobile quitte le cercle; l’équation intrinséque qui donne 


7 i) 
alors que le rayon de courbure varie aussi d’une facgon continue, et les 
deux courbes sont bien osculatrices, au point de contact. La parabole, 
ayant son axe vertical, est entiérement déterminée par la condition d’étre 
osculatrice au cercle, au point considéré, 
Cherchons maintenant a quelles conditions doivent étre assujetties les 
données pour que le mobile quitte ou ne quitte pas la circonférence. Gon 


. 2a rn eras : : 
sidérons les droites A (< = — et Il(z =a) (fig. 157). Si @ est négatif, 
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la réaction ne s’annulera jamais, car, la droite A étant située au-dessus de 
la droite H, le mobile qui oscille entre A et A’ ne pourra jamais l’atteindre, 


et Ia réaction restera Loujours positive. De méme, si — est supérieur a Es 
) 


la droite A sera extérieure au’ cercle, et la réaction ne s’annulera pas; le 
mobile décrira périodiquement la circonférence d’un mouvement continu. 
La réaction ne s’annulera donc que si l’on a 


oy 


IL 
OL a? 


c’est-a-dire en remplacant @ par sa valeur, si lon a 


V2xgl<vo< V5el, 


?) désignant, comme plus haut, la vitesse au point le plus bas. 


249. Mouvement du pendule simple dans un milieu résistant. — 8: 
l'on veut tenir compte de Ja résistance du milieu ot se fait le mouvement, 
il suffit d’ajouter aux forces N et — mg, qui agissent sur le mobile, une 
troisiéme force R dirigée suivant la tangente, en sens inverse du mouye- 
ment et croissant avec la vitesse. . : 

L'équation des forces vives ou la premiére des équations intrinséques du 


mouvement 
a’s 
dl? 


donnera alors 


ml——~ =— mg sin? — R, 
(a 


équation dans laquelle les projections sont faites sur la tangente dirigée 
dans le sens des arcs positifs : 


r° Nous traiterons le cas des oscillations trés petites dans un milieu ou 
la résistance est proportionnelle a la vitesse. Dans ces hypothéses, on aura 
R d§ 


MALS 


et ’équation du mouvement deyiendra, en remplacant sin® par 6, 


d?( db g 

—~ + 2k —-+ = t= 0. 

dt? dt l 
Cette équation convient aussi bien au mouvement descendant qu’au mou- 
vement ascendant, car le signe de R change avec le sens du mouvement. 
L’équation du mouvement est une équation linéaire a coefficients con- 
stants; pour l’intégrer, posons 


Orel 


Po “suppose da. “résistance trés faible, ces s deux racines seront imagi- 


naires, et nous pourrons poser — fe ; : 3 


SS we ~~ avec oe ce Ve Sy 


as 


fe eTkt. [By pe — Abye e058 ut en 1+ Bh) sin a 


en ere eT Kea ) 
ee pee en oa) Lean ee. 


ase ee at ; ie 


“Le mobile partant de My décrit un are de cercle MyM, ct arrive jusqu’en 


eer ConeP ign 108, 
> ta 
on ig 
an 
un point M; (fig. 158), ot la vitesse s’annule; la durée ¢, de cette demi-  - eee 
Ee ‘ati aur ~ ak bi Abie 
oscillation est la premiére valeur de ¢ annulant c’est-a-dire ¢;= --> 

: A - (4. + oe 
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Le mobile reviendra ensuite sur ses pas jusqu’au point My, ot il arrivera 


, Ve 27 oe , ohh ater Re os Sey 
a l'époque ¢,= —~y» et ainsi de suite; les oscillations sont isochrones 


comme dans le vide, mais la durée des oscillations est-un peu augmentece, 


2 ay bie I 
caronaw< (/4 et, par conséquent, — >= =: 
es 


com 
5 


Pour étudier les variations de l'amplitude, reportons-nous a l’expres- 
sion de 0: 


t 


k 6 
) =e" ( §) cosp.é + —sinwt 
ue 


Si lon y fait ¢;= “, on trouve 
Gre FIs 
eS 2k % 
donc 0; est < 0). Au lemps ¢2 = — *F on aura y= %e % , et ainside suite. 


Les amplitudes varient done en progression géométrique de raison 


ht 
=e tel 


2° L’équation du mouvement s’intégre encore aisément, méme pour des 
oscillations d’amplitude finie, dans le cas d'une résistance proportionnelle 
aucarré de la vitesse. Pour le mouvement ascendant, on a 


do \2 : 
Ss ( —kh — © 
in) — ,2 (az) R 


Véquation du mouvement descendant s’obtiendrait en changeant A2 en — /?2, 


d2\) a 
i ae 


NT 


do 
Prenons pour nouvelle variable 6’= — 3 nous aurons 


dt? 


di’ do’ ab BV t d(@?) 
die Ae dia ah ea G6 


et Péquation du mouvement deviendra linéaire en 6” : 


Peels) F g 
er oe a 


L’équation privée du second membre a ‘pour intégrale générale 
0'2—= Ae~240, Nous chercherons une intégrale particuliére de Péquation 
compléte a la forme 0'2= } cos# + usin6; on voit facilement que, pour 
satisfaire a l’équation proposée, il suffit de rive 

g jktg 


Mis ea Bee: ees 


FGI E Cees 
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et Vintégrale générale sera 
4k? e 


2g 0 
Git ee 
< T(Gk +1) 


G2 == A-e-2h*9.. ___ 2g 
ly k*-+-1) 


sin§. 


On aura ¢ en fonction de 6 par une quadrature qu'on pourra effectuer 
en termes finis dans le cas d’amplitudes trés petites. 


250. Pendule cycloidal. — Nous étudierons sous ce nom un point ma- 
tériel pesant assujetti a se déplacer, sans frottement, sur une cycloide a 
base horizontale située dans un plan vertical et tournant sa concavité vers 
le haut. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la courbe et pour axe des z 
la verticale dirigée vers le haut : soit R le rayon du cercle générateur. 

Rappelons tout d’abord quelques propriétés élémentaires de la cycloide. 
Considérons une position du cercle générateur et le point décrivant M; 
la normale @ la courbe est MB (jig. 159), le centre de courbure est en E 


ry 


Fig. 159. 


symétrique de M par rapport a B, et le lieu du centre de courbure E est 
une cycloide égale a la cycloide donnée, ayant ses sommets en AA’; enfin 
la tangente MC est moitié de l’arc OM qui sera désigné par s. 

Dans le triangle rectangle BMC, on a 


C2 —sB Gries 
c’est-a-dire 


s? R Voi dz Ss 

— =2Rz dot —_— =: 

4 , ds 4R 

La projection du poids sur la tangente étant égale — mg Ws seta 
— mg + L’équation des forces vives ou l’équation intrinséque donne 
4R 
done 
ads gs 
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Nous retrouvons la méme équation. que dans le mouvement reetiligne 
d’un point matériel attiré par un centre fixe proportionnellement a la dis- 
tance. Nous aurons pour intégrale générale 


o 


5 
s=Acost [A + Bains ——'5 
\ 4 R 
qui se réduira a 


ers 
s =s)cost{ / = 
eee 


lorsque le mobile sera abandonné sans vitesse initiale a une distance sy de 
Vorigine. Dans ces conditions, le temps que met Je mobile pour arriver au 


point le plus bas est T = Uf af la durée de Voscillation est done indé~ 
6 

pendante de Ja position imitiale du mobile, c’est-a-dire de l'amplitude : le 

mouvement est dit tautochrone. 

Huygens a réalisé matériellement le {pendule cycloidal de la fagon sui- 
yante : au point de rebroussement O’ de la développée, il attache un fil dont 
la longueur 4R est égale a l’are de développée O'A. D’aprés les propriétés 
rappelées plus haut, si l’on assujettit le fil a s’enrouler successivement sur 
les deux ares O'A, O'A’, Vextrémité M de ce fil décrit la cycloide consi- 
dérée. 


Réaction normale. — Lune des equations intrinséques du mouvement 
donne : 
: me? 
F,+ N= : 
x B 
Or ; 
¥ } 2 2R—s 
p2== 2 2(a— 2), o = MB, F,= — mg cos4 = — mg Ser 


en appelant @ l’angle de la normale avec la verticale et remarquant que 
aR — z est la projection de MB sur la verticale, On a donc 


mites mg (ad— 3) tes mg(aR — 2) 
MB , MB 
Dans le cas particulier ot le mobile serait abandonné sans vitesse au 
point de rebroussement, on aurait a = 2R, le premier rapport deviendrait 
égal au deuxiéme et la réaction serait 


, mg (2R— z) 
NS. oh 
: MB ae 


La réaction est alors égale et opposée au double de la composante nor- 
male du poids (EuuEr). 
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251. Mouvement d’un point pesant sur une courbe située dans 
un plan vertical avec résistance de milieu et frottement. — Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que la courbe tourne sa concayité vers 
le haut et que le mobile se meuve en sens contraire du sens O'S, 
choisi sur la courbe comme sens positif des arcs s ( fig. 160). 


Pig. 160. 


Appelons @ langle que fait avec une horizontale la tangente MT, 
-menée dans le sens des ares positifs. Les forces agissant sur le 
mobile sont le poids mg, la réaction normale N, la force de frot- 
tement fN (n° 195) et la résistance de milieu KR = me(s), ces 
deux derniéres forces étant dirigées en sens contraire de la vitesse, 
c’est-a-dire suivant la tangente MT. Les équations intrinséques. 
donnent 


22S — omg sina + fN + moto) 
ae == —— 770 2" SIMA fat MOP). 
dl? o v Tes 
mo? : 
= \ — meg cos. 
p 
ace S ; : “oe d? 5 dy 
Eliminant N entre ces deux équations et remplacant rt ar 
Te 
t d( v2) ie . 
ou = » on al’équation 
ds 
d( 2) : 2 fv He 
(1) , : =—2¢(sing— f cosa) + J 1 2010). 
: Ss o C 


ry 


Le long de la courbe, % et 9 sont des fonctions connues de s. 
~Onadone la une équation différentielle du premier ordre donnant 
y en fonction de s. Une fois cette fonction trouvée, on a ¢ en 5 
par une quadrature. Si la résistance est nulle ou proportionnelle 
au carré de la vitesse 9() = ko?, Péquation est linéaire en 0% et 
Yon peut achever les calculs. 

Le point de la courbe pour lequel sinz — fcose est nal est la 
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position d’équilibre limite du mobile, en tenant compte du frotte- 
ment, si l’on appelle aussi / le coefficient du frottement au départ 


(n° 190). 


252. Courbes tautochrones. —— Nous avons trouyé plus haut 
que le mouvement d’un point pesant sur la cycloide est tauto- 
chrone. D’une maniére générale, considérons un mobile assujettt 
Ad se mouvoir sur une courbe matérielle donnée, sous laction de 
forces également données. On dit que la courbe est tautochrone 
s'il existe sur la courbe un point O’ tel que le mobile, étant aban- 
donné 4 lui-méme sans vitesse, revienne toujours en O’ dans le 
méme temps; quelle que soit la position initiale. Le point O' s’ap- 
pelle point de tautochronisme. ‘ 

Il faut tout dabord distinguer deux cas, suivant que le mobile 
est sollicité par des forces dépendant seulement de sa position ou 
par des forces dépendant aussi de sa vitesse. 


Premter cas. — Les forces dépendent uniquement de la 
position. — Le probléme se pose alors comme il suit : 

Soit F(X, Y, Z) une loi de force donnée, X, Y, Z étant fone- 
tions de x, y, z seuls. Sur quelle courbe faut-il assujettir le mobile 
a glisser sans frottement pour que le mouvement soit tautochrone? 

Supposons une de ces courbes tautochrones trouvées et comp- 
tons l’are a partir du point de tautochronisme O'. L’équation du 
mouvement est 


d2s ax _ dy dz 
m— eal ete +Y F475. 

Le long de la courbe x, y, s sont des fonctions de s; X, Y, Z 
sont done aussi des fonctions déterminées de s et, dans cette 
équation, le deuxiéme membre F; est une fonction de s. Cette 
équation est alors identique a l’équauion’ d’un mouvement recti- 
ligne qui s’effectue sur un axe O's sous l’action d’une force F;, 
fonction de la seule position du mobile; et l'on veut que ce mou- 
vement soit tautochrone. Or nous avons vu, d’aprés la méthode 
de Puiseux, n° 213, que la condition nécessaire et suffisante du 
tautochronisme est que la force F; soit de la forme — k?s, 
A? étant une constante positive. Donec, pour que la courbe sup- 
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posée soit tautochrone, il faut et il suffit qu’on ait 


(1) ety Wey oS ay 


Toutes les courbes vérifiant cette condition unique seront tauto- 
chrones. Le point de tautochronisme s =o est évidemment une 
position d’équilibre stable du mobile glissant sur la courbe. 
Pour achever de déterminer le probléme, on peut se donner 
arbitrairement une deuxiéme condition; voici, par exemple, deux 
maniéres différentes de choisir cette condition supplémentaire : 


‘ 


es Oat peut assujettir la courbe a se trouver sur une surface 
donnée 


(2) f(x, ¥, 5) =0. 


Cette équation et l’équation (1), jointes a l’équation évidente 


DEN Bay i PAB Ne 
(| ds } S aie 


déterminent x, y, = en fonction de s. L’intégration de ces équa- 
tions introduit deux constantes arbitraires, outre 4?, qui a déja 
été choisi arbitrairement. Si la force dérive d’une fonction de 
forces, léquation (1) s'intégre immédiatement, car on a alors 


(3) 


Xda +VYdy+tLdz=dU (a2, y, 2) =—k*sds, 
k2 2 


2, 


UC; 2). == + C. 

2° Au lieu d’assujettir la courbe a se trouver sur une surface 
donnée, on peut l’assujettir a étre également tautochrone, avec le 
méme point de tautochronisme, pour une deuxiéme loi de force 
X,, Y,, Z, ne dépendant que de la position du mobile. Pour cela, 
il faut et il suffit qu’on ait, avee Véquation (1), la nouvelle 
équation 


ee, 
(1) Bees ! 
Les deux équations (1) et (1/), jointes a (3), déterminent 2, 


y, sen fonction de s. La courbe obtenue est tautochrone pour la 
force AX +u.X,,..., det » étant des constantes positives. 
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Lorsque la deuxiéme loi de force dérive, comme la premiére, 
Vune fonction de forces Uy, on a aussi 


Ui(a, y, 4) =— dary 


la-courbe cherchée se trouve alors sur la surface 


Ki (U(x, y, 4) —€)] = [Ui (a, y, 2) — Gi]. 


Deuxtime cas. — Les forces dépendent de la vitesse. — Sup- 
posons que la force (X, Y, Z) dépende ou non de la vitesse et 
quil y ait, de plus, une résistance de milieu, fonction de la vitesse 


Se ds 75, . 
R= 9(¢), ot o égale ae L/équation du mouvement sur la courbe 


cherchée est 


d?s cee oS ae See Ac 
Ge ae Se ee t Lz t o(G) 


“yy, 3% étant des fonctions de s; le second membre, dont la pre- 


miére partie dépend de x, 4 Braye peut étre exprimé 
mier PtLe Cpe Hs 8 PA a) a tN a = ALC if 
rel . a poe pd caine sy 

; : ds ; 5 , P f 
en fonction de 5 et 7Fe L’équation est alors identique a celle du 


mouvement rectiigne d’un mobile sur un axe O's sous V’action 
dune force dépendant de la position et de la vitesse. On ne con- 
nait pas la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait tau- 
tochronisme; on sait seulement quil y a tautochronisme quand 
la force suit certaines lois déterminées, par exemple celle de 
Lagrange (n° 213). On obtiendra done des courbes tautochrones: 
en égalant, si cela est possible, expression 


dx Ly dz ds 


a Vune de ces lois de force, par exemple a celle de Lagrange. 
Nous ne traiterons pas ici ce cas en détail, ni le cas ot iby aurait 
un frottement venant s’ajouter a une résistance de milieu; nous 
renverrons le lecteur a une Note de M. Darboux (Mécanique de 
Despeyrous, 1. 1, Note XML), & un Mémoire de M. Haton de la 
Goupillicre (Journal de Liouville, t. XMM, 2° série) et a une 
Note de M. Hadamard (Procés-verbaux des séances de ta 
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Société des Sciences physiques et naturelles de a olat, 
7 février 1895). 


253. Applications. — 1° Pesanteur sans résistance de milieu ni frotle- 
ment. — On peut tout d’abord ramener la recherche des courbes tauto- 
ehrones gauches, sous l’action de la pesanteur, a celle des courbes planes. 
En effet, imaginons une tautochrone gauche C et considérons le cylindre 
projetant cette courbe horizontalement; si l’on déyeloppe ce cylindre sur 
un plan vertical, en maintenant ses génératrices verticales, la courbe C 
devient une courbe plane C’ de méme longueur, et la composante tangen- 
tielle F, du poids du mobile n’est pas modifiée. Par conséquent, le mou- 
vement n’est pas changé et la nouvelle courbe est tautochrone. L’opéra- 
tion inverse permet de repasser de la courbe plane C’ a la courbe gauche C. 

Nous allons établir que la seule courbe tautochrone pour la pesanteur,. 
située dans un plan vertical est la cycloide. 

Prenons pour origine le point de tautochronisme sur la courbe tauto- 
chrone, l’axe des z étant vertical et dirigé vers le haut. La force donnée 
étant la pesanteur, on a actuellement X =o, Y=0, Z=— mg, et lacom- 


; dz 
posante tangentielle F, de la force est — mg He Cette composante doit 
s 


étre de la forme — /%s. On a donc, en désignant par h2 une constante 


positive 
dz hes Arise 
GEE =? é 2 


iy 
HI 
S 


sans ajouter de constante, car z sannule avec s. Celte équation est carac- 
téristique d’une cycloide ayant sa base horizontale et son sommet a 
Vorigine. 

Deux lois de forces. — Nous avons yu qu’une courbe tautochrone 
est déterminée a des constanles prés, quand on exige que le tautochro- 
nisme ait lieu séparément pour deux lois différentes de forces, le point de 
tautochronisme étant le méme pour les deux lois. 

Cherchons, par exemple, une courbe qui soit a la fois tautochrone : 
1° pour la pesanteur, »° pour une attraction d’intensité constante f issue 
d’un axe vertical Oz. Prenons cet axe pour axe Oz en le supposant dirigé 
vers le haut : nous pourrons toujours ehoisir l’origine et axe Ow de telle 
facon que le point de tautochronisme soit sur l’axe Ow, a une distance « 
de Vorigine. 

Comme actuellement la premiére loi de forces dérive de la fonction de 
forces — gz et la deuxiéme de la fonction de forces — fr, en appelant + 


& 
la distance du mobule a axe Oz, on a les deux conditions de tautochro- 


nisme 
hrs h2s2 
) —fr SS eng — fa; 


2 


, pour s =o, 3 doit étre nul et 7 égal a a. 
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Ces équations s’écrivent plus simplement 
(1) s= r—a=—) 


6 et c désignant des constantes positives. 
L’élimination de s? montre que la courbe doit étre située sur la surface 


; Ug 
(2) SN a wae 
qui est un cone de réyolution autour de Oz. Pour acheyer de la déter— 
miner, prenons un systéme de coordonnées semi-polaires 7, @ et <. 
L’élément ds? est donné par 


(3) . ds? = dr? + 72 dl? + dz?. 


Exprimons s et 2 en fonction de r a laide des formules précédentes ; 
Véquation (2) et la deuxiéme des équations (1) donnent 


c= 5 (r— a), $= /ac(P— ays 


en substituant dans (3) et réduisant, on a pour l’équation de la projec- 


tion horizontale 
( : Cc? af 4— PT ar 
= —— 
52 aa 


ot z désigne une constante positive plus grande que a. Comme la courbe 
part du point de tautochronisme r =a, §6=0, on a pris comme limite 
inférieure 7 = a. , 

La courbe en projection horizontale est comprise entre les deux 
cercles 7 =a etr =z; elle est tangente au premier et normale au second 
sur lequel elle présente des rebroussements, L’intégration se raméne a 
Vintégrale d’une fonction rationnelle par la substitution évidente 


a— TT 
hes 
r—a 
254. Courbe brachistochrone pour la pesanteur. — Cherchons 
Vabord la courbe brachistochrone pour la pesanteur. — Etant 


donnés deux points A et B dont le plus élevé est le point A, 
cherchons par quelle courbe C il faut joindre ces deux points 
pour quwun point matériel pesant, abandonné & lui-méme sans 
vitesse tnitiale en A et glissant le long de la courbe, arrive 
en B dans le moinpre vemps possthle. 
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Cette courbe est la courbe brachistochrone (/ig. 161) pour 
pesanteur, ou courbe de plus rapide descente. 

Prenons pour origine le point A, pour axe des = la verticale Az 
vers le bas, pour plan des xz le plan vertical contenant les deux 


Fig. 161. 


points A et B. Si un point pesant de masse m glisse sans frotte- 
ment sur la courbe GQ, la vitesse initiale en A étant nulle, la vitesse » 
dans la position m sera donnée par le principe des forces vives 
sous laforme 


92 92:5. 


ds es AWE 
En remplagant ¢ par 7? ds désignant un élément d’arc, ona 


en appelant ¢ le temps que met le mobile a arriver au point B. 
Pour rendre ce temps minimum, il faut déterminer la courbe C 
de fagon 4 rendre minimum Jlintégrale définie ci-dessus, qui est 


de la forme 
(B) 


oe 9(x, ¥, 2) ds, 
(A) 


Rs I 
ou 7 = fa 

Nous avons trouvé précédemment (Ghap. VII, § III) que la 
courbe rendant minimum une intégrale de cette forme est la figure 
d’équilibre d’un fil sous l’action d’une force dérivant de la fonction 
des forces — 9 (x, y, z), la tension étant 9 (2, y, 2). Les trois 
équations différentielles que nous ayons données pour cette courbe 
se réduisent a deux, comme nous l’ayons vu. 


APPEL. — I. 30 
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Dans le probleme que nous étudions, 9 (2, y, =) =F la force 
; te 3 9 3 ‘ ; dg 09 : 
qur agrrart sur le fil serait verticale, puisqu on a aes = 0, oy 0; 
Ja figure d’équilibre est dans le plan vertical passant par les deux 
points donnés. Si l’on prend alors ce plan pour plan des xz, il 
suffira d'une équation pour définir la courbe. Nous prendrons la 


; ; Z dx 0 : ee: 
premiere des équations générales d(e=) — ds = Cee aa 


réduit a 
bw ae ‘ioe Galea 


d(T. a oe Brice. 
par suite 


dz? = (2z ds? = C22(dx2+ dz?), 


: z ; i 
Les variables se séparent et l’on a, en posant «= 2 R, 


équation différentielle d'une cycloide dont la base est axe Ow. 
On retrouverait facilement les équations de la courbe sous la 
forme habituelle en faisant 


z= R(1—cos8), 


ae) : 
dz = 2K sin? = a, x= + R( 6 — sin8). 


La cycloide devant passer par le point A, x» =0, le point A 
est le point de rebroussement de la courbe (fig. 161). Pour 
achever de déterminer la cycloide C passant par les deux points A 
et B, on construit une quelconque C’ des cycloides ayant A pour 
rebroussement et pour base Ax, on joint AB qui coupe C! en B’, 
puis on transforme la cycloide C’ par homothétie en prenant pour 
centre @homothétie le point A et pour rapport d’homothétie le 
rapport AB a AB. 

Dans ce qui précéde, nous avons, pour simplifier, supposé 
nulle la vitesse initiale avee laquelle le mobile part de A. Si lon 
voulait trouver la courbe de plus rapide descente de A en B, en 
supposant que le mobile est lancé en A le long de cette courbe 
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avec.une vitesse donnée %, il suffirait de remplacer I’intégrale 


ds 
\/% 


par 


La courbe serait encore une cycloide ayant sa base horizontale, 
mais cette base serait située a la hauteur 3 = ——- 


Ossian Bonnet a démontré directement que la cycloide donne 
effectivement le temps de descente minimum. 


235. Brachistochrones en général. — Supposons un mobile sollicité 
par une force F dérivant d’une fonction de forces U (a2, y, 2). Gherchons 
la courbe C par laquelle il faut joindre deux points A et B pour que le 
mobile, étant assujetti a glisser sans frottement le long de cette courbe et 
lancé “e A avec une vitesse donnée vo, arrive en B dans |e moindre temps 
possible (fig. 161). Cette courbe | est brachistochroné pour la loi de 
force donnée. Le théoréme des forces vives donne, en appelant 29, Yo, Zo 
les coordonnées de A, 


Z 2 
_ S2 = = U(a2, y, 2) — U(%0, /0; Fn) 
ou, enposant ; 
re ee Be ve ai, c= a 
(Jia ss SE ae y/o ae aes | 
m V2U(a2, y, 2) + 2h WOT SOL 


Telle est Vintégrale qu'il s’agit de rendre minimum ; elle rentre dans le 
_ type général étudié dans le Chapitre VI, paragraphe HI, en faisant 
I 


AR WY LO) Se a a ees 0 
V2U (a, vy, 2).+- 2h 


D’aprés ce que nous avons vu dans le Chapitre VII sur les courbes 
(B) 
rendant minimum l’intégrale fe o(x,y,%) ds, la courbe cherchée sera 
(A) 
la figure d’équilibre d’un fil flexible soumis 4 l’action de la force Fy quia 
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pour projections 
0 I 7) I 0 a) oak 
hepull ap eet 
0% V/o(U +h) ay V2(U + h) Gee. 


LS ————————) 
93 /o(U +h) 
Ja tension du fil étant — 
V2(U Sa h) 
Les équations qu’on obtient ainsi ont 
de Liouville, 1848). 


té données par Roger (Journal 
On sait qu'on peut ramener le probléme a des quadratures lorsque cette 
force fictive F, et, par conséquent, la force F résultent de Vattraction d’un 
point, d’une droite ou d’un plan fixe en fonction de la distance 


THEOREME b’ EULER 


— Dans le mouvement brachistochrone, la réac- 
tion normale est dirigée suivant la normale pr incipale, égale et 


opposée au double de la composante normale dela force. 
PI yi 
“ y 


placer la courbe sont 


fin effet, regardons la courbe comme la figure d@’ équilibre dun fil. 
composantes de la force fictive F, agissant sur le fil qui est supposé rem- 


Les 


é E 0U 
= [2(U +h)| yee 
Y,=[2(U +h)] #08 
oe s 39U 
LC a 
Jatension du fil étant 
1 
V2(U +h) 
D’autre part, la force F 
jections 


pro- 
oU 0U OU 


Jes équations intrinséques de l'équilibre du fil donnent 


S iE: 
Ci Bh OF (Fi),=— —- 


o 
‘ 


Les projections de I; sur les trois axes étant égales aux projections de F 
3 
multipliées par [2(U+h] ?, il en est de méme des projections sur la 
binormale et la normale. On a done 
—i. I 
(1) Wipi==n0, [2(U +h)] 3 =-- ———_—; 
oV2(U+h) 


« 


CHAPITRE XIf, — MOUVEMENT D’UN POINT SUR UNE COURBE. 469 


—2(U+h) 
SSeS ee, 


2) 


P,= 
ou, d’aprés léquation des forces vives, 


¢2 


[OS eS an 
fe) 


v 


. > a . . ° By ' 
Prenons maintenant les equations imtrinseques du mouvement, nous 
aurons 


2 - . 2 
Fpt+ Ni" 0; [Fete Naw 


ou, en tenant compte des équations (1) et (2), 
Nig), N,=—2F), 


Ces deux égalités démontrent la proposition énoncée, que nous avons 
vérifiée pour la cycloide (n° 250). On peut consulter au sujet de ce théo- 
réme une Note de M. Andoyer (Comptes rendus, t. C). 

M. Haton de la Goupilliére a complété l'étude des brachistochrones en 
traitant le cas d’un systéme de forces dépendant de la vitesse avec 
frottement, et en résolvant le probléme inverse des brachistochrones 
{ Mémoires de? Académie, t. XXVII et XXVIII). 


256. Applications des théorémes de Tait et Thomson aux brachis- 
tochrones. — Nous avons indiqué dans le Chapitre VIL plusieurs pro- 
priétés intéressantes des courbes rendant minimum une intégrale de la 


‘ 


forme 
(B) 


(1) [= is Wa, y, ) ds. 


=a 


Ces propriétés, appliquées en particulier aux courbes brachistochrones, 
s’énoncent sous une forme simple. On obtient les courbes brachisto— 
chrones relatives a une loi de forces dérivant d’une fonction de forces 
U(a2, y, 3), en cherchant les courbes rendant minimum l’'intégrale 


(B) ; 
taf ee 
ce H(A) V2(U +h) 


hh ayant une valeur déterminée. Cette valeur étant choisie, dans tous les 
mouvements que l’on considére, les coordonnées de la position initiale et 
ia grandeur de la vitesse initiale sont liées par la relation 


9 


470 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 
L’intégrale (1) deviendra done identique a (2) si l’on prend > 


o( x s)= : 3 
AE Ae) V2[(@, 7, 2) +h] 


et la valeur de l’intégrale I prise le long d’une courbe est précisément 
égale au temps ¢ que met un mobile de masse 1 a parcourir cette courbe, 
sous l’action de la force considérée, dans les conditions initiales que nous 
venons d’indiquer. 

Les courbes brachistochrones sont alors les courbes appelées précédem— 
ment(n° 146) les courbes C, qui dépendent de quatre constantes arbi- 
traires. Par exemple, si l’on fait U =—gz, h =0, les brachistochrones 
sont des cycloides situées dans des plans verlicaux au—dessous du plan 
des wy et ayant leurs rebroussements dans le plan des zy. 

Revenant au cas général, nous yverrons que la formule fondamentale de 
Tait et Thomson s’énonce ainsi : 


Sotent ACB ef AyC; By deux courbes brachtstochrones infiniment 
voisinés parcourues par un mobile de masse 1, la premiere pendant 
le temps t, ladeuxiéme pendant le temps t +64; on a(n° 147) 


Uy, gt Up déstgnant les valeurs de U aux extrémités A et B. 
Voici quelle forme prennent alors les propositions énoncées dans le 
n° 147 comme application de la formule de Tait et Thomson : 


° Etant données deux surfaces fixes S et 2, la courbe qu'il faut tracer 
de l'une des surfaces a l’autre pour que le mobile assujetti a glisser sur 
cette courbe, dans les conditions initiales indiquées, mette le temps 
minimum ala parcourir, est une brachistochrone normale a la fois aux 
deux surfaces, Le théoréme subsiste si lune ou l'autre des surfaces, ou 
toutes les deux, sont remplacées par des courbes ou des points. 

Par exemple, étant donnés un point A et un plan P, la courbe qu'il faut 
tracer de A jusqu’au plan pour qu’un mobile pesant, abandonné sur cette 
courbe sans vitesse au point A, mette le moindre temps possible a arriver 
au plan, est une cycloide située dans un plan vertical, ayant une base 
horizontale, admettant un rebroussement en A et coupant normalement le 
plan P. 

2° Si Von considére les brachistochrones normales a une surface S et si 
on lance sur toutes ces brachistochrones, au méme instant initial t= 0, 
des mobiles identigues au mobile donné dans Jes conditions initiales indi- 
quées, 4 un instant quelconque f, tous ces mobiles se trouyeront sur une 
surface S’ également normale aux brachistochrones. (Ce théoréme a déja 
été indiqué par Euler.) 

Par exemple, si l’on considére toutes les cyclofdes issues d’un point A 


maf 
{ 
\ 
{ 
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et admettant ce point pour rebroussement, ayee une tangente verticale Az, 
et sion abandonne a l’instant ¢ = 0, sans vitesse, des points pesants sur 
toutes ces cycloides, a un instant quelconque ¢ ces mobiles seront sur une 
surface S’ normale a toutes les eycloides. Dans cet exemple, la surface S 
est réduite a un point A: la surface S’ est évidemment de révolution au 
tour de Az, 

Nous proposerons comme exercice la vérification de cette proposition 
sur la cycloide. 

3° Enfin la formule de Tait et Thomson permettrait d’énoncer également, 
pour les brachistochrones, des théorémes analogues aux propriétés des 
développées, en remplacant, dans les énoncés classiques, les longueurs des 
ares de courbes par les temps que le mobile mettrait a les parcourir s’il 
était assujetti a glisser sur ces arcs sans frottement. Nous n’insisterons pas 
sur ce point que nous proposons comme exercice. 


257. Brachistochrones sur une surface donnée. — Il s’agit 
alors de trouver sur une surface donnée f (x, y, ¢)=0, parmi 
toutes les courbes joignant deux points A et B, celles qui rendent 

5 a) ds Bio = : « 
Pintégrale f ————— minimum. Ce probléme est identique 

(A) ¥2(U+h) 
a celui qui a été traité au n° 149, sauf le changementde ¢ (a, y, 3) 


I : ; soe anit ‘ 
en ib. Il se raméne a la recherche de |’ équilibre dun fi 
2(U +h) 


sur la surface donnée. 


II. — MOUVEMENT D’UON POINT MATERIEL SUR UNE COURBE 
VARIABLE. 


258. Equations du mouvement. — Nous supposerons un mobile 
assujeltti a glisser sans frottement sur une courbe C dont la forme 
et la position varient avec le temps; rapportées a des axes fixes, 
les équations de cette courbe seront 


PLA, Bp ty =O} jf on ip Ey 


La réaction normale N de la courbe aura pour projections 


Ot a hi OR ey fe: 


I Sa i ee 
OX dy oy OS Zz 


(N) 


et on pourra considérer le mobile comme hbre, mais soumis a 
Paction des forces données de résultante F et de la réaction N; 
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les équations du mouvement seront alors 


ax 5 of of; 

Lar Toca me, ane 72 

| pdt yo ale 

(1) m TD + 7 4- hy ay 
az > of : Of, 

nm TD = 7 T Ae ta: 


Ces trois équations, jointes aux équations de la courbe, déter- 
mineront x, y, <, c’est-a-dire le mouvement du point, et >, Ay, 
c’est-a-dire la réaction en fonction du temps. Il est bon de remar- 
quer que la réaction ne disparait pas dans l’équation des forces 
vives. On peut s’en assurer analytiquement en multipliant les 
équations (1) par dx, dy, dz et ajoutant; dans cette combinaison 
les coefficients de Avet de A, ne sont pas nuls. En effet, quand 
t croit de dt, x, y, z croissent de dx, dy, dz et, la fonction 
{(x, 7, %, ¢) restant nulle, ona 


of of of aC) ee 
a eo aay 
ae \ , * x Of N = 
le coefficient de 4 se réduit donc a — ~ dt; de méme celui de i, 


ot 
ee Of4 
Ot OF dt. 


Ce méme fait résulte géométriquement de ce que, le déplacement 
réel du point ne se faisant pas tangentiellement a la courbe mobile, 
le trayail de la réaction n’est pas nul. Pour éliminer la réaction, 
on opérera comme il suit. 


25). Equations de Lagrange. — Soit ¢ le paramétre qui définit 
la position d’un point sur la courbe C; a l’instant ¢ les coordon- 
nées d’un point de cette courbe et, en particulier, celles du mobile 
seront 

7=9(¢,t), y=$(g,t), 2= (9, ¢); 


je mouvement du mobile sera connu lorsqu’on aura défini la ya- 
riation de g en fonction de ¢. 

Multiplions les équations du mouvement (1) respectivement par 
0x oO OZ 


sae et ajoutons-les; les coefficients de et de A, s’an- 
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nulent; car ils représentent, a un facteur prés, les cosinus des 
angles que fait la tangente a la courbe C avec les normales a cha- 
cune des surfaces f= 0, f, = 0; il reste alors 


(2) 


i Ox ay dy d?z dz ( 
m — 4 wv 2 —n0)F 
de dq dt? dq dl dq - 


en posant 


c aed ee Oy | 793, 
Og og Og 


C’est la Péquation du mouvement définissant en fonction de ¢ 
Ja valeur du paramétre g qui sert a fixer la position du point sur 
la courbe. Pour écrire cette Equation d’une maniére commode, 
nous emploierons une transformation importante qui est due a 
Lagrange et que nous retrouyerons dans le probléme le plus 
général de la Dynamique des systémes holonomes. 

Appelons gq’ la dérivée du paramétre g par rapport au temps, et 
z', y', 2 les projections de la vitesse du mobile sur les axes. 


D’aprés la formule x = 9(q, t), Vabscisse x du mobile dépend du 
temps directement et par l’intermédiaire de g, qui est une fonc- 
tion de ¢; on a donc 


Ox 7 Ox 


(3) 0g Te Ole 


Considérant x’ comme une fonction de trois lettres g, q', ¢, on 


a manifestement 


Ox’ Ox Oz! Ore Ora 


qd a 


Og! i: 0g? Og ae Og? is Og ot ; 


Cette derniére formule montre que 
Ox Sy d (0a 
og at O”q ; 


oR. dépendant de ¢ directement et par lintermédiaire de q, 


car, og 


ona 


af Oa 0% a en Ox 
ai ag) = age 1 og 0 
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On établira pour y et z des formules analogues : 


oy! Oy Oy! d [oy\ 
DG NOG, ae OG = t | og] 
Os Oz Oz! d 
We ee 


Cela posé l’équation (2) peut évidemment s’écrire 


id. fea pa oy” a =) =9; 
—m|: Shee ats dt a) Sat Og eee 


250 dx' + aA 
> eee Ao ai ee Cats 4 > p s a) > rnier 
car >> est égal a Fi En remplacant dans cette dern ére 
Oy 02 oP gen: 5 


si ar leurs valeurs ci-dessus Lo Ere 
oq” aq’ aes pe urs valet aq" a7 


et e ae 2 (2).5 act leurs Hie PR ay ona 
dt 0g)” dt oq (3) i oq’ og’ Og : 


équation 


d ; Oa" ” OV ae 03" ( ° Ox! é o oy’ ws =) =D 
a mix aq" ara aq" ced 2 09) ) —— ae a Og ie, oq eta 0q eS 


ou enfin, en désignant par T la demi-force du mobile 


ice” pee z” 
ee : mi(alr y" ye 
d (oT OV. : 
ce dt ‘=, a9 


C’est la l’équation du mouvement d’aprés Lagrange. La quan- 
uté T, aprés qu'on y aremplacé z’, y’, 3° par leurs valeurs ana- 
logues (3), devient une fonction de q, q’ et t, du second degré 
par rapport @ g’. Une fois cette fonction T ainsi calculée, on écrit 
immédiatement l’équation (4). 

Nous avons écrit plus haut la valeur de Q. On peut déterminer 
cette quantité Q a laide de la remarque suivante. Imaginons 
qu’on imprime au point mobile le déplacement virtuel qu’on ob- 
tiendrait en laissant la courbe C immobile dans la position qu’elle 
occupe a l’imstant ¢, et déplacant le point sur cette courbe; ou, 
analytiquement, imaginons qu’on imprime au point le déplace- 
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ment Coben en laissamt £ constant et faisant eroitre g de 6g; ona 


alors 
OB x Oy mi 
7 = — eq, Oye 0d, (Ov Ar ae OSs 


->0g. x og 


) . 4 V0 we Sa Hs Ea 
Pour ce déplacement virtuel, le travail de la force donnée ». 


Y, Zest 


La quantité Q est done le coefficient de 6g dans l’expression de 
ce travail virtuel. 

Sil existe une fonction de forces U(x, y, 3), ou méme si, plus 
généralement, \, Y, Z sont les dérivées par lielles par rapport a 
G1, sd ane Hanes U(x, v, =, €) contenant le temps, on a 


aussi 


dU 


eee oe 


cette derniére dérivée étant caleulée aprés qu’on a remplaecé, dans 
U(a, y, z, t), les coordonnées par leurs expressions en fonctions 
de ¢ et qg. En effet, on a éyidemment, U dépendant de g, par Vin- 
termédiaire de x, y, <, 


JU dU dx OU oy OU az Oy 2OY 05 
SS eH ea SNe YY 
O”g dz Og Oy Og Oz og Og Og Og 


==6), 

260. Probleme. — Un point matériel glisse sans frottement sur une 
cireonference située dans un plan horizontal «Oy et tournant avec 
une vitesse angulaire constante w autour dun de ses points O qui est 
fixe. Etudier le mouvement du point, en supposant qwil nest sollicité 
par aucune force directement appliquée. 


Soit A Je point de la circonférence diamétralement opposé au point fixe : 
Vangle OA varie proportionnellement au temps. En comptant le temps ¢ 
a partir de linstant ot cet angle est nul, on a done (fig. 162) 


Yio 
rOA = wet. 


Soit G le centre de la circonférence, \I le mobile; nous déterminerons la 


eS aves 
posttion du mobile sur la circonférence par l’angle ACM = 6, qui va jouer 
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le réle du paramétre g. En projetant le contour OCM sur les axes, ona 


Ome t 
: x = Reoswt + Reos(§+ wl), 


y =Rsinwt+ Rsin(§ + ot). 


Fig. 162. 
M. 
A 
z 
Done, en appelant a’, y, 6’ les dérivées de x, y, §, par rapport a ¢, 

x’ =— Rw sinwt ~ R(6’+ )sin(9 + wé), 

y= Rocoswt+ R(0'+ 0) cos(8 +f), 

hese ms [w2+ (0'+ w)?+ 20(0' + w) cosf], 

2 

,) IT : 
a = mR?(0'+ » + » cos), +r =— mR2o(6'+ 0) sinb. 


Comme il n’y a pas de forces données, on a 
Q ==. 0, 


L’équation du mouyement (4) devient donc, toutes réductions faites, 


dA 
dt? 


Sa WO AISINL Gs 


En comparant cette équation a celle du mouvement d’un pendule simple 


on yoit que le mouvement relatif du point M, pour un observateur qui 
serait entrainé avec le cercle, sera le mouvement d’un pendule simple dans 
lequel le point A jouerait le rdle du point le plus bas. La durée d’une 


: : : : j ; l = GAO) \° 
double oscillation infiniment petite étant 27 —- sera ici —}; elle est 
oa Ww 
fo) 
donc précisément égale a la durée dune réyolution du cerele. La Gare des 


oscillations finies sera plus grande. 
Pour calculer la réaction normale N, partons des équations du mouye- 
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ment, qui sont 


dx 12 
Tr =— Ncos(6+ wt), m 52 =—Nsin(b-+ ot), 


m 


puisque le mobile est soumis a la seule force N. On en tire 


2 2 ; 
"I N=— m[ FF cos(0+ 07) + SF sins +00), 
® : 


° 


qu’on peut écrire 


d [dx Ven . 
IN 77 OS )+ =S« i 
i mo cos(§ + wt) a sin(d + 00)| 
; dx. aaa 
+ m(4 + 0)[—Tisin(o-o0) + Heosi8-+ 00) |. 
dx dy 
En remplacant dans cette formule a et a7 par leurs yaleurs, on a 


N = mR[w? cos + (6'+ w)?], 


Cette expression dépend de 6’: la réaction normale n’est donc pas la 
méme lorsque le mobile repasse au méme point du cercle en. marchant 
dans un sens ou dans l’autre, car le signe de 9’ n’est pas le méme dans les 
deux cas. 

Si le mobile était repoussé par O proportionnellement a la distance 
OM =7, la force répulsive étant fm, cette force dériverait de la fonction 


fmr? : ar : ; 
> qui, exprimée en fonction de 6, devient 
2 


de forces U = 


i) 
U = 2 fim R? cos? eo 
alors on aurait 
: JU : : \ 
Q = = — fm R* sind, 3 


et équation du mouvement garderait la forme de l’équation du mouvement 


d’un pendule simple dans laquelle & serait égal a (mo? + f). 
261. Cas ow la courbe est fixe. — Il va de soi que cette méthode, 


étant générale, s’appliquera au mouvement d’un pomt sur une 
courbe fixe. Il arrive alors qu’on peut choisir le paramétre qg de 
telle facon que les expressions de x, y, 5 en fonction de q ne con- 
tiennent pas explicitement ¢, 


s 


z= 9(9), y=%(q) 4=3(¢); 
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Tr , ' 
Ta (gt btw?) gq. 
2 


T est alors homogéne et du second degré en gq’: Véquation de 


ES 
dt \ dg’ O”q 


Lagrange 


doit étre identique a celle que donne |’équation des forces vives, 
puisque, la courbe étant fixe, on obtient léquation unique du 
mouvement en appliquant le théoréme des forces vives. I est facile 2 
de le vérifier. En effet, en multipliant Péquation de Lagrange 
parg,ona 


ere 704 \ gio Q¢' 
a a7) 8 ag 
ou 
a feos oq JE oT ie 
= ips Pe eee Oy as ee ee ee () PO 
dl (9 a Jt og’ 1 Og: ee 


+ 


’ 
1p 


. : : Rey thad mn : ot 2 : 
or, a cause de Vhomogénéité de T, le produit q' ie est égal a 2T, 
et, de plus, on a, T dépendant de ¢ par lintermédaire de q et q’ 


seulement, 
adv Orie. Oe -dgn 

dt Og Og’ dt 

L’équation s’écrit done 
Ow) dT 

eee ee Oye 

at at 7 
OU 


dT =Q aq. 


ce qui est bien ’équation des forces vives. 


EXERCICES. 


|. Un point matériel assujetti 4 se monyoir sur un cercle est attiré ou repoussé 


par un point de ce cercle. Trouver quelle doit étre la loi de la force pour que la 
réaction soit constantle. 


2. Deux points matériels de méme masse A et B, assujeltis a glisser sans frot- 
tement l'un sur l’axe Ow, V’autre sur l’axe Oy, s’altirent suiyant une loi quel- 
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conque exprimée par une fonction f(r) de leur distance mutuelle, Ls partent 
sans vitesse initiale. Démontrer qu’ils alteignent en méme temps l’origine O. 
(Licence, Bordeaux. ) 


3. Determiner une courbe telle qu'un point pesant, assujetli a se mouyoir sans 
frottement sur cette courbe, y puisse prendre une vitesse dont la composante 
yerticale ait une yaleur constante donnée, 
: (Licence, Paris.) 

4. Un point matériet m, attaché a Vextrémité d’un fil sans masse enroulé sur 
une courbe plane C, est repoussé par le centre de courbure de C correspondant 
au point ot se détache le fil, avec une intensité fonction de la distance du mobile 
au centre de courbure. 

1° Former les équations générales qui donnent la loi du mouvement et la ten- 

~ sion du fil; ; 

2° Dans Phypothése d’une répulsion proportionnelle a la simple distance, et 
le point m étant placé & Vorigine sar la courbe C sans vitesse initiale, remar- 
quer la forme remarquable de la loi du mouvement et de l’expression de la 
tension ; 

3° Enfin, en supposant la répulsion inversement proportionnelle au carré de. 
la distance, déterminer une courbe pour laquelle les lois précédentes (2°) sub- 
sistent. 

(Licence, Poitiers.) 

5. On considére dans un plan yertical la courbe enveloppée par une droite 
de longueur constante dont les extrémités glissent sur deux axes, Pun hori- 
zontal Ow, l’autre vertical Oz. Etudier le mouvement d’un point pesant mobile 

~sans frottement sur cette courbe. En particulier, calculer le temps que mettrait 
le mobile a atteindre le point de rebroussement situé sur Ow, s’il était lancé 
du point le plus bas avec une vitesse telle que la constante des forces vives soit 
nulle (v?= 2¢2). : 


6. Déterminer une courbe plane dans un plan vertical, de telle sorte que, si un 
point matériel est assujetti & se mouvoir sur la courbe, la réaction de la courbe 
puisse étre dans un rapport constant / avec la composante normale du poids 


. CAs elp UOC ee) CV. CLONGCH Be a 55) = 


7. Un mobile pesant est abandonné sans vitesse sur la partie extérieure d’une 
pavabole située dans un plan vertical et ayant son axe horizontal. Déterminer le 
point ott le mobile quitte la parabole (point d’échappement), 

En appelant # la hauteur de la position initiale au-dessus de axe, lordonnée 9° 
du point cherché est la racine positive de l’équation 


yYt3py—2ph=o (p parametre )- 


8. Si deux pendules partent a des instants différents, sur le méme cercle C, 
d’une méme position initiale avec la méme vitesse, la droite qui les joint enve- 
loppe un cercle C’. Supposons le mouvement révolutif, appelons T la durée de la 
révolution de chacun des pendules, t l’intervalle de temps qui a séparé les ins- 
tants ott les deux pendules se sont mis en mouvement : si t est commensurable 
avec T, les droites joignant les positions des deux pendules aux instants ¢, ¢ + 7,. 
¢--ot, ¢+ 3, ... forment un polygone inscrit & C et circonscrit & C’. (Cet 
exercice n’est qu’une application de la méthode de Jacobi pour établir le théo- 
réme de Poncelet; voi) Hatpnen, Traité des fonctions elliptiques, ) 
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9. On considére des droites fixes passant par un point A et, a un certain ins- 
tant ¢), on abandonne au point A, sans vitesse initiale, sur toutes ces droites, des 
mobiles identiques attirés par un point fixe O proportionnellement a la distance : 
démontrer que ces mobiles arrivent en méme temps aux points obtenus en pro- 
jetant le point O sur les droites qu’ils parcourent. 


10. Un point matériel est assujetti a resler sur une courbe définie par une 

équation de la forme S 
= 0(4), 

3 représentant l’ordonnée, s l’are compté a partir d’un point de la courbe, g une 
fonction queleonque. 

On demande d‘étudier le mouvement de ce point, en supposant : 

1° Qu’il est soumis & Vaction d’une force paralléle a V’ordonnée z et repré- 
sentée en grandeur par |’expression 


I 
Z=—- 
2 


k désignant une constante donnée; 
2° Quil éprouye, en outre, une résistance proportionnelle a la vitesse. 
Application au cas ot 


we 


o(z) = Qe" gz" — C= Ge (ea 


a désignant une longueur donnée. 
On étudiera en particulier le cas ot le mobile est posé sur Ja courbe sans 
vitesse initiale, et l'on déterminera le temps qu’il met pour atteindre l’origine 


des arcs correspondant a z= a. ; 
(Licence. ) 
@aszoere—io7 


11. Trouver la lautochrone plane pour un mobile atliré par un point fixe du 
plan proportionnellement & la distance 7 (n° 252). 

[ll s'agit de trouver une courbe pour laquelle r dr = ks ds. Considérant la 
courbe comme l’enyeloppe d’une droite mobile 


& cosa— y sina = o'(a), 
on trouve, pour déterminer la fonction 9(a), ’équation 
(1—k) eo" (a) —k g(a) =0, 


linéaire a coefficients constants. Cette équation s’intégre avec des lignes trigo- 
nométriques ou des exponentielles; dans le premier cas, on a une épicycloide 
(Putseux, Journal de Liouville, t. IX). ] 


12. Probléme d’Abel. — Déterminer une courbe située dans un plan vertical 
possédant la propriété suivante : Il existe sur cette courbe un point fixe O, tel 
qwun mobile pesant abandonné sans vitesse initiale le long de Ja courbe, dans 
une position initiale située a une hauteur 2 au-dessus de O, arrive au point O 
dans un temps T qui soit une fonction de & donnée a l’avance T = 9(h). 

[ Soit s = ¥(z) la relation entre l’arc OM de courbe compté a partir de O et 
Vordonnée de M; ona 
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Soit w une variable réelle plus grande que /. Abel multiplie les deux membres 


par ; et intégre par rapport a A deo a u. 


Nees (Le dh My (s) da 
0 Vuh Vik Us Uae. 


Intervertissant l’ordre des intégrations dans le deuxiéme membre, on trouve 
pour Vintégrale du deuxiéme membre z¥(w). La fonction cherchée ¥ est alors 
exprimée par une intégrale définie ot figure la fonction donnée y. Par exemple, 
Si o().= const., on retrouve ainsi la cycloide. | 


43. Déterminer la courbe tautochrone pour un point pesant dans un plan ver- 
tical, en tenant compte du frottement et d’une résistance de milieu proportion-. 
nelle a 9°. (On est conduit a une équation linéaire en ¢?.) 


14. Probleme d’Euler et de Saladini. — Quelle courbe faut-il tracer dans 
un plan vertical, a partir d’un point O, pour qu’un mobile pesant abandonné sur 
cétte courbe en O, sans vitesse, arrive en un point quelconque M de cette courbe 
dans le méme temps que s’il avait été assujetti a glisser sur la corde OM? (On 
trouve une lemniscate, EuuEr, t, II de sa Mécanique, 1736; SALavini, Mémoires 
de l’Istituto nazionale italiano, 1804; voir une Note de M. Fouret, Bulletin de 
la Société mathématique, t. XX, p. 39.) 


15. Probléme de Bonnet. — Démontrer que la Jemniscate trouvée dans l’exer- 
cice précédent posséde encore la méme propriété quand on remplace la pesanteur 
par une attraction issue du point O proportionnelle a la distance (Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, t. IX, p. 116). 


16. Probléme de M. Fouret. — 1° Un point matériel, soumis dans un plan a 
une force dérivant d’une fonction de forces déterminée, part d’un@ origine O avec 
une vitesse donnée. Trouver un systéme de courbes (C) passant par O et homo- 
thétiques, telles qu’un mobile assujetti a se mouvoir sur une quelconque de ces 
courbes décriye, a partir du point O, un arc quelconque dans le méme temps 
qu'il mettrait’a décrire la corde correspondante. 

2° tant donné, ‘dans un plan, un systéme de courbes (C) passant par un 
point O et homothétiques par rapport a ce point, trouver une force dérivant 
d’une fonction de forces, sous l’action de laquelle un mobile ayant une vitesse 
initiale donnée parcourt, a partir du point O, un are quelconque dune quel- 
congue des courbes C, dans le méme temps qu'il lui faudrait pour parcourir la 
corde correspondante, 

Le premier de ces problémes n’a de solution qu’autant que la vitesse initiale 
est nulle et que la fonction de forces a, en coordonnées polaires, la forme 


y E a | e203 Véquation de la courbe cherchée C est alors 


— fips 


es K’¢(b)e 


k désignant une constante arbitraire. 
Le second probléme n’est également possible que si la vitesse initiale est nulle. 
L’équation de la courbe étant r = ka(4), la fonction de forces s’obtient en fai- 


APPELL. — I. 31 
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sant dans l’expression ci-dessus, ou Y est une fonction arbitraire, 


9 (A) ee Vcore 


(Fourrer, Comptes rendus, t. CIIL, p. crr4 et 1174, et Journal de VEcole Poly- 
technique, 56° Cahier). 


17. Courbes et surfaces synchrones. — Soient dans un plan une infinité de 
courbes C dont l’équation dépend d’un paramétre et qui passent par un point O; 
on lance sur toutes ces courbes, a partir de O, au méme instant ¢ = 0, des points 
matériels identiques, avec une vitesse donnée 9), la méme pour tous, et on les sou- 
met a des forces dérivant d’une fonction de forces donnée; trouver la courbe (8) 
lieu géométrique des positions de tous ces points au méme instant ¢. 

Ces courbes (S) forment une famille de courbes dépendant du paramétre ¢; on 
les appelle courbes synchrones des premiéres. 

Si les courbes (C) passant par un méme point O sont situées dans Vespace et 
dépendent de deux paramétres, en lancant sur ces courbes, al’instant ¢ = 0, avec 
une vitesse ?, des points matériels soumis a des forces dérivant d’un potentiel 
donné, Je lieu géométrique de ces points a Vinstant ¢ est une surface (S) appelée 
surface synchrone. 


18. Exemples de courbes synchrones. — La vitesse 9) est supposée nulle; la 
force est la pesanteur; les lignes C sont des droites passant par Vorigine dans un 
plan vertical, (les lignes S sont des cercles). | EULER. ] ; 

La force est la pesanteur et les courbes C sont des cycloides de base horizon- 
tale ayant leur rebroussement en O et situées dans un plan vertical. [| Les courbes 
synchrones S sont orthogonales aux cycloides; cela tient (n° 256) a ce que les 
cycloides C sont les brachistochrones pour la loi de force considérée.| (EuULER.) 

La force est wpe attraction proportionnelle a la distance issue de l’origine O, et 
les courbes C sont les cercles 77+ a?—2ay = 0, oi a est un parameétre variable 
(les courbes synchrones S sont des droites passant par lorigine). (Legoux, An- 
nales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V1. ) 


19. Etant donnees dans un plan deux familles de lignes (A) et (C), qui 
toutes |passent par un point O, peut-on trouver une force F, dérivant @un 
potentiel U est telle que, sous son action, un mobile partant du point O avec 
une vitesse déterminée et suivant lune quelconque des lignes (C), arrive en 
un point quelconque M de cette ligne dans le méme temps que s'il avait suivi 
celle des lignes (A) qui passe en M? 

On peut désigner les lignes (A) sous le nom de trajectoires et les lignes (C) 
sous celui de lignes synodales; il est dailleurs éyident que leurs réles peuvent 
étre intervertis. Le probleme peut toujours étre résolu d’une infinité de maniéres. 
Le probléme de M. Fouret se rapporte au cas ou les trajectoires sont rectilignes 
et les lignes synodales homothétiques par rapport au point O (pe SainT-GERMAIN, 
Bulletin des Sciences mathématiques, 1889). 


20. Démontrer la relation suivante qui existe entre les trajectoires, les lignes 
synchrones et synodales : soient MA, MB, MC _ les tangentes respectives, 
menées dans le sens du mouvement, a celles de ces lignes qui se coupent en M. 
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Ona 

BASS 

RMB Se aM) 
et 

CG aS 


(Fourret, Comptes rendus, t. CIIl, et DE SAtnt-GERMAIN, Bulletin des Sciences 
mathématiques, 1889). / 


21. Démontrer que, si les lignes synehrones sont’orthogonales aux trajectoires, 
celles-ci se confondent avec les lignes fsynodales et deviennent des brachisto- 
chrones pour les forces considérées (Jbid.). 

22. Mouvement d’un point matériel pesant sur une droite invariablement liée 
a un axe fixe vertical, autour duquel elle tourne avec une vitesse angulaire 
constante. } 


23. Mouvement d’un point pesant sur un cercle vertical invariablement lié 
aun axe fixe vertical, autour duquel il tourne avec une vitesse angulaire constante. 
On suppose que la projection de l’axe sur le plan du. cercle passe par le centre 
de celui-ci. | 


24. Le probleme des tautochrones, dans le cas ot il existe une fonction de 
forces, se raméne a Vintégration. d’une équation aux dérivées partielles du pre- 
s 


mier ordre et. du second degré (Kanics, Comptes rendus, 1°" mai 1893). 


CHAPITRE XUI. 


MOUVEMENT D’UN POINT SUR UNE SURFACE 
FIXE OU MOBILE. 


I. — GENERALITES. 


262. Equation du mouvement. — Soit une surface S qui peut 
changer de position et méme de forme avec le temps, et soit 


l’équation de cette surface en coordonnées rectangulaires. Dans le 
cas particulier ou la surface est fixe, cette équation ne content pas 
le temps ¢. Un point matériel M de coordonnées x, y, 3 est assu- | 
jetti a glisser sans frottement sur cette surface et est soumis a 
Paction de forces données dont la résultante F a pour» projec- 
tons X, Y, Z. Il s’agit de trouver le mouvement du point. La 
surface exercera sur ce point une réaction normale N ayant pour 
projections des quanutés de la forme 


Sas softer 
CN) rs Moe? Say 


Le point pourra alors étre regardé comme libre sous l’action 
des deux forces F et N, et les équations du mouvement seront 


om Oa Ce ON Gey, ot of az. of 
(2) WY ae Mn Peay Tt a ie he 


Ces équations, jointes a l’équation (1) de la surface, forment un 
systéme de quatre équations définissant:z, y, s et A en fonction 
de ¢. 

Pour obtenir les équations donnant zx, y, zs en fonction de ¢, il 
faudra éliminer \) entre ces équations (2), ce qui donne deux 


* 
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équations. Une fois le mouvement connu, la valeur de ) et, par 
suite, la grandeur de la réaction normale seront fournies par une 


quelconque des équations (2) ou par une combinaison de ces 
équations. 


263. Equations de Lagrange. — La méthode de Lagrange que 
nous allons exposer est identique a celle qui a été employée pour 
-le mouvement d’un point sur une courbe (n° 259). On peut tou- 
jours exprimer les coordonnées d’un point de la surface S et, en 
particulier, celles du mobile M, en fonction de deux paramétres q, 
et do: 


(3) B= 9(41, Q2, t), Y=V¥(G1, V2, ¢); Z=B(qi1, Q2, ¢)- 


@ 


Ces expressions seront telles qu’en éliminant entre elles q, et qa, 
on retrouye l’équation (1) de la surface. Elles contiennent explici- 
tement le temps ¢ qui figure dans |’équation (1); dans le cas parti- 
culier ot la surface S serait fixe, l’équatuon (1) ne contenant pas ¢, 
on pourrait s’arranger de fagon que les expressions (3) de a, y, z 
ne contiennent pas explicitement ¢. 

Pour connaitre le mouvement du mobile, il suffit de connaitre 
en fonction de ¢ les paramétres gi, gz qui servent a déterminer la 
position du mobile. Il faut, pour trouver g, et g2, deux équations 
qu’on obtient comme il suit : ajoutons les équations (2) aprés les 


! Pec : ODINOV I. O% 
avoir multiphées respectivement par ~—> 5~-) ~-, nous aurons 
Oqix 9g. 941 


d2a 0x ay oy dz 0a \ : 
(4) m (Ga dg AA gi de =) 72h 
ou 
Ox Oy Oz 


= + Y ST fae 
Qi Oo” O”qi oq.’ 


mn disparait dans cette combinaison en vertu de la relation 


Oi ee ON 0) OS A 
ox 0g, Ov OF 03 0g, 


0, 


qui exprime que la normale a la surface est normale a-la courbe 
que décrirait le point (3), si, laissant g2. et € constants, on faisait 
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seulement varier gi, courbe située sur la surface S. En multiphant 


7 : Ox ody 04 bres 
les équations du mouvement (2) par dri. ae ae et les ajoutant, 
on obtient de méme une seconde équation 
: ate 
(4) m (Ga 02 fig dt? de ae Ode = Qs, 
7) 0, 0% 
Ova cs EY’ alias a a 


Ce sont ces deux équations (4) et (4’) qui définissent q, el G2 
en fonction de ¢. On peut les écrire sous une forme beaucoup plus 
simple. Appelons q’, et q', les dérivées de g, et g2 par rapport au 

Aran : Ra ys AS 
Ppt EAT ee 
temps, et x’, y’, z les projections de la vitesse du mobile ate? a 


L’équation (4) peut s’écrire 


Sm («52 + I +55) | 
oe a day aq) rr . 


— m a(z 5 (2) a Oz == 04; 
* aida} 1 aa ae * alah = Os 


car on a évidemment 


pata , Ox Ws eich Ob Ns dR TOK 
dine. ogg” pl aay) = are Og,’ 


Or, d’aprés la formule (3), 2 dépend de ¢ directement et par 
Vintermédiaire de q, et gz, qui sont fonctions de ¢; donc 


AON aif OFM, Pay OF 
(6) * = O91 11 Og, 22 Ot 


= OCaw ; : ar ey i hone 
De méme Das dépend de ¢ directement et par Vintermédiaire 
a 


de qi et g2, donc 


5 (5) ae OG Mes Oa 
dt\ oq, ~ 093 11 Og: 0927? * Ogi ot. 


Dans l’expression (6), considérons x! comme une fonction des 
lettres 1, 2, 7, Jy, ¢. Nous aurons immédiatement 


Ox! Ox Oak VV ORGNP ly SU MO2 a Ralne Ox 
Og aod Oqi og?! gi 0g, 1? 0g, ot’ 
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c’est-a-dire 
Ogy Og dgy > di 


Un calcul analogue donnerait 


dys ogy oy' d [oy 
on ome aca 
Oz’ Oz Oz’ d [ 02 
dq, Og,” rae ee oa)” 


Remplagant dans l’équation du mouvement (5) les quantités 


OE He = ) CN ee 
qx’ 9g, gy” aaa * dt \dq./” ae ag, 
par leurs valeurs tirées des formules ci-dessus, on a Péquation 


ala ee + ve + 3! ) - (a + eZ) =Q 
dt ay |) dg oq’ ada ts Pgs |. Veda yurn) te 


ou, en posant 
me Ja ‘ J 
T= > (at+y?+ 2), 


ie “—) oT 
ey az (aa 


On trouverait de méme, en transformant l’équation (4'), 


Bor yo eT 
7) a ne) wat 


Ces équations (7) et (7’) sont les équations du mouvement 
d’aprés Lagrange. Pour les écrire, il suffit de former la quantité T | 
égale a la demi-force vive du point: dans cette quantité T, on 
remplace z’, y’, zs’ par leurs valeurs telles que (6), de fagon a 
exprimer T en q1, Ya; 74 J et £3 puis on écrit les équations du 
mouvement (7) et (7’). 

Dans ces équations, les seconds membres Q, et Q, ont été cal- 
culés plus haut. On peut les caractériser de la fagon suivante : 
imprimons au point M un déplacement virtuel qui s’effectue sur la 
surface S, c’est-a-dire qui est obtenu en laissant ¢ constant et fai- 


sant varier g; el gq. de 6q: et dq2. Nous aurons pour les projec- 
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tions de ce déplacement virtuel sur les trois axes 


Ox Ox 
i + —d 
ox 0g: of 0q2 q2) 

dy oy 
by = —— qi t+ 8 
Wh oq val 0ge q2) 
oz — 9% { 92 » 2 
5 aa 0”F1 Pia 0q2 q2; 


. 


d’ou, pour l’expression du travail virtuel correspondant de F, 
Xba+ Voy + Z 8s = Qy 8q1+ Qe 8q2, 


d’aprés les expressions de Q; et Q,. Ainsi, pour avoir les seconds 
membres Q, et Qs, il suffit de prendre les coefficients de oq, 
et oq» dans l’expression du travail virtuel de F’, pour un dépla- 
cement arbitraire effectué sur la surface S, dans la position quelle 
occupe 4 l’instant ¢. 

Pour obtenir en particulier Q,, on imprimera au point un 
déplacement virtuel obtenu en laissant ¢ et g2 constants et faisant 
varier seulement g; de 6q1; le travail virtuel correspondant de la 
force F sera Q,6q,. De méme, pour avoir Qs, on considérera un 
déplacement virtuel obtenu en laissant ¢ et g, constants; le travail 
de F sera Q,6q,. De méme, pour avoir Qs, on considérera un 
déplacement virtuel obtenu en laissant ¢ et g, constants; le travail 
de F sera Q.6q2. 

S’il existe une fonction de forces U(a, y, z), ou plus généra- 
lement, si X, Y, Z sont les dérivées partielles dune fonction 
U(2, y, 2, t) contenant le temps, on a 


En effet, U(z, vy, =, ¢) dépend de q, et ga par lintermédiaire 
de x, y, 4; ona done 


dU OU Ox dU oy OU dz 


0g: du 0g, dy Ogi Oz Og, 


oq Og, o”gs 
de méme pour Q). 


264. Applications. — 1° Mouvement d’un point dans un plan fixe 
en coordonnées polaires. — Cherchons le mouvement d’un point dans le 
plan Oy, en prenant comme paramétres gq, et g» les deux coordonnées 
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polaires 7 et 8. Les formules donnant 2, y, 3 en fonction des deux para- 
métres sont actuellement 


== 7 COs, Paseo: z= 0. 


Supposons le point sollicité par une force F, située dans le plan, ayant 
pour projections (X, Y, 0). La fonction T sera 


mo? TU es 
= = (724 72.8'2) 
2 2 


et les équations du mouvement 


a OTN Lot d /oT\ oF 
dt \ar') — dr — &v a (ar) ao 


Comme gq; =r, ¢2= 9, ona 


0 oy 

Oa baat = Xcos6+ Ysin0, 
Ox oy : 

Qog= X— + Y~ =— Xrsin6+ Yrcosé. 
0q2 0”q2 


Nous pouyons aussi trouver directement Q; et Q». Désignons par P et R 
les composantes de la force suivant la perpendiculaire au rayon vecteur 
dans le sens des 0 croissants et suivant le rayon vecteur dans le sens des r 


croissants. Pour un déplacement ¢r sur le rayon vecteur (g2 = const.), le 
travail de F, égal 4 la somme des travaux de Pet R, se réduit a Rér, 
puisque le travail de P est nul (fig. 163). On a donc 


Qi=R. 


De méme pour un déplacement virtuel obtenu en supposant q,, c’est- 
a-dire r, constant et faisant varier 0, déplacement qui s’effectue sur Ja cir- 
conférence de rayon OM, le déplacement virtuel est 750 et le travail de F 
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se réduit au travail de P, qui est Prc0; on a done 
Q> en loyas 


Les équations du mouvement sont donc, d’aprés la valeur de T, 
d , d P 
a a (mrs Nes Bay 


Lorsque la force est centrale, P est toujours nul, et lon a 


s (mr?0’) = 0, 7r26’=C_ (loi des aires). 


2° Trouver le mouvement d'un point pesant mobile sans frottement 
sur un plan qui tourne d’un mouvement untforme autour d’un axe 


horizontal situé dans le plan. 
Nous compterons le temps a partir du moment ou le plan mobile coincide 


avec xO y suppose horizontal, en prenant pour axe des « l’axe de rotation. 
Si 0 est Vangle yOR du plan mobile avec le plan des xy, on aura 


ORS keo ca 


w étant la vitesse angulaire de rotation (fig. 164); l’équation du plan 
mobile ROw est alors 
y sinwt— 3 coswt = 0. 


Fig. 164. 


En appliquant les formules générales (262), on aura pour équations du 
mouvement 


ax Dy j 2 
m—— =0 m =} sine eal 
Urs ) aie A sinw t, m 


3 
2 


=—mg—eoswt, 


la réaction normale ayant précisément pour valeur ). Pour fixer la position 
du point M dans le plan mobile, nous prendrons ses coordonnées a et r 


i 
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par rapport aux axes Ox, OR, x jouant le rédle de gq, et r de go. Les for- 
mules de transformation seront alors 


Wm hap. y=rcosut, ZB ='r Sin oe; 


la fonction T qui entre dans notre formule sera 
I I t 
10 5 (et r'2+ w2p?), 


Il y a une fonction de forces 


=—mgs=—megrsinwt. 

On a done 

eee tN gli 

Rpm diet Denia? 

ois mr’ gu 2p 

7 ; Fete te 

aU, ; OU | nae 

ree ke) Fp ms sinwe, 


et les équations du mouvement sont 


Laie Oras 

Bei enh eh are he 
dtr 4 
ate Mao 


La premiére de ces équations montre que la projection Q de M sur l’axc 
des w se déplace d’un mouvement uniforme. La seconde, étant linéaire a 
coefficients constants, peut s'intégrer et a pour intégrale générale 


r= A ewt+ Be-wt+ = sinwt. 
20@* 


Pour avoir l’équation de la projection de la trajectoire sur le plan 
des yz, il nous suffit dans cette relation de remplacer »¢ par 0, ce qui nous 
donne 


r= Ae§+ Be-§+ pean. 
2,0) 


Un cas particulier intéressant est celui ot les conditions initiales sont 
telles que A et B soient nuls; il suffit pour cela que le mobile soit lancé de 
Vaxe de rotation, de facon que sa projection sur la droite R ait une vitesse 


& 


2W 


initiale égale a - La projection de la trajeetoire sur le plan des yz a 
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alors pour équation 


c’est un cercle tangent en O a l’axe Oy. La trajectoire est une hélice. 
Pour calculer la réaction normale, reportons-nous a l’une des équations 


du mouvement 
ay 


one A sinwt, 
dt 


mm 


nous avons, en remplacant y par rcoswt, 


aa t Ge t 2rcoswt A sinwt 
m( —— coswt— 2m —sinwt — w?r Gene 
dt? dt : 


ou, si l’on se rappelle l’équation qui définit 7, 


d*r 
dt? 
dr 


K=— me coswmt— 2mw : 
nant: dt 


= wr —gsinwt, 


Cette formule, dans laquelle on remplace r par sa valeur en ¢, donne en 
fonction de ¢ l’expression de la réaction normale, qui, dans le cas actucl, 


est précisément égale a }. 


II, — CAS OU LA SURFACE EST FIXE. 


265. Emploi du théoréme des forces vives. — La méthode 
générale que nous venons d’exposer s’applique toujours. Lorsque 
la surface est fixe, il se présente des simplifications qu’il importe 
dindiquer. L’équation de la surface est alors 


S(%, YY; 3) = 09; 


le déplacement réel que subit le point étant normal a la réaction 
normale N; si on applique le théoréme des forces vives, le travail 


de cette réaction est nul et lona Péquation 


mv? i 
(1) d—— =Xda+Vdy + Ldz, 
indépendante de la réaction. Cette équation peut alors remplacer 
une des deux équations de Lagrange. Nous vérifierons tout a 


Pheure qu elle est bien une conséquence des équations de Lagrange. 
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Si la surface était mobile, la réaction normale ne serait pas 
éliminée par l'application du théoréme des. forces vives, car le 
- déplacement réel dz, dy, dz, du mobile ne serait pas normal a la 
réacuion normale; en effet, la surface a l’instant ¢ est en S et le 
point en M sur S; a Vinstant ¢ + dé, elle est en S! et le point 
en M’ sur S‘; le déplacement MM’ n’est donc pas normal a la 
réaction N. | 

Revenons au cas ou la surface est fixe : ’équation des forces 
vives donne immédiatement une intégrale premiére s'il y a une 
fonction de forces U(z, y, s) 


me2 
ia = U = h. 


I] peut encore se faire que Xdx + Ydy + Zds, n’étant pas 
une différentielle totale exacte, le devienne en vertu de la rela- 
tion f(z, vy, 3) = 0; si, par exemple, un point de la surface est 
défini par les deux paramétres g, et qo, on aura 


L=0(41) 2); y=, q2)y 5=B(q1, q2); 


etla quantité X dx+ Y dy+Zdz prendra la forme Q, dg; + Q.dq2 
quand on aura remplacé X, Y, Z, x, y, = par leurs valeurs en fonc- 
tion de q, et ge. Si alors l’expression Q,dq,+ Q2dqz2 est la diffé- 
rentielle totale exacte d’une fonction U(q,, g2), on aura linté- 
grale des forces vives 


my? 


= U(M, g2) rahe h, 


2 
ou encore 
T=U+ h, 


car T est précisément la demi-force vive. 

On remplacera l'une des équations de Lagrange, la plus com- 
pliquée des deux, par cette derniére équation, et l’on aura ainsl 
les deux équations définissant g, et gz en fonction de 7. 


ExemeLe. — Mouvement d'un point, mobile sur un hélicoide gauche 
a plan directeur, attiré ou repoussé par Vaxe proportionnellement a 
la distance (fig. 165). 


Soient r et 6 les coordonnées polaires d’un point M de Vhélicoide, situé 
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sur la génératrice CD; on a pour les coordonnées cartésiennes de ce point 
x= rcos6, y=rsing, Fem ah i: 


La force qui agit sur le point est F= myr, dirigée suivant CD. On sait 


Fig. 165. 


ue, dans ce cas, il y a une fonction de forces 
? para 
r2 


DiS Met ee 


En définissant un point de la surface par les paramétres 7 et 6, qui rem- 
placent g, et 72, nous aurons 


TS (724 r20'2 4 R202) = S frlt (rt + h2) 0]. 


Les équations du mouvement seront, par suite, d’aprés Lagrange, 


dr" d 
penis ED Sar 2 2) 0] = 
it PU Ps Ali + 7?)6'] 


la deuxiéme de ces équations montre que 
(72+ k?)6 = C. 


Au lieu de nous servir de la premiére, nous emploierons l’intégrale des 
forces vives i 
24. (72+ k2)0%—prr=h, 


En éliminant 6’ entre ces deux SANERIO De: on aura l’équation du mouve- 
ment sur le rayon vecteur 
C2 


rt ——__ _yr=h 
re ke | é 


(rte kt) (TZ) = (he wrt) (rt ke) Cs, 
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On exprime done ¢ en fonction de 7 par une quadvature. On trouvera de 


méme que @ s’exprime par une autre quadrature en fonction de 7; il suffit 
pour cela de remplacer, dans la derniére équation, d¢ par sa valeur 


q+ k2) dd. 


Pour discuter la forme de la courbe, il faut distinguer deux cas, selon 
que p est positif ou négatif (répulsion ou attraction) : si yx est positif, on 
voit que la courbe peut avoir des branches infinies, puisque, lorsque 7 croit 


ani geared dr as es : : 
indéfiniment, Wi} me cesse pas d’étre positif; au contraire, si est 


négatif, 7 ne pourra pas croitre au dela de certaines limites. Dan le cas 
particulier de » =o, le point se déplace sur la surface sans force directe- 
ment appliquée; ¢ s’exprime alors en fonction de 7 par une quadrature 
elliptique. Dans ce cas particulier le point décrit, comme nous le verrons 
plus loin (n° 270), une ligne géodésique de Vhélicoide. 


266. Equation des forces vives déduite des équations de 
Lagrange. — La surface étant fixe, les expressions de x, y, 3 en 
fonction de q, et go peuvent étre choisies de fagon a ne pas con- 
tenir explicitement ¢. La fonction T est alors homogéne et du 
second degré en q’, et 7’,, et le théoréme des fonctions homogénes 


donne l’identité 
Peele int OTN ae 


i 
1 


Cela pose, prenons les deux équations de Lagrange ‘ 
SO aT cu 
dt earns ff ula edge Mdgs tt i 


et ajoutons-les aprés avoir multiphé la premiere par q’,, la deuxiéme 
par g,. Nous aurons une équation qui peut s’écrire 


ce Lee ay 
dt (4 0” i} dq 
OT dq‘, oT dq’, OTs Oe “) > fn 
ee ees = +. —— —gJ,)= = No Gia. 
(= at ar dq) dt ai qi it dqo 1? O17 Q2q5 


. ? a 7 Sahin 
La premiére parenthése égale 2T; la deuxiéme est égale a ee 


car T dépend de t par l’intermédiaire de 7, 7,, 7:1, 72. L’équation 
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ci-dessus s’écrit donc 


d(2T) is 5 
Rayne oaae. ott See 


ou, en multipliant par dt, 
aT = Q,dqit+ Q2dqz, 


ce qui est l’équation des forces vives, car Q, dq, + Q. dq» est le 
travail élémentaire de la force (X, Y, Z). Si Q,dqi+Qozdqz est 
une différentielle totale exacte d’une fonction U(q,, gz), on a 
Vintégrale des forces vives 


T=U-+h, 


qui remplacera l'une des équations de Lagrange. 


267. Stabilité de l’équilibre dans le cas ov la fonction U existe. 
— D’aprés ce que nous avons vu en Statique, pour obtenir les 
valeurs de qg, et q2 fournissant les positions d’équilibre du mobile, 
il suffit d’écrire les deux équations Q,; = 0, Q2 =o. Dans le cas 
particulier ot Q, dg,;-+- Qodqz est la différentielle d’une fonction 
U(qi, dz), les équations d’équilibre sont idenuques 4 celles qu’il 
faudrait écrire pour chercher le maximum ou le minimum de 
U(qi, 2). 

Nous voulons démontrer, d’aprés Lejeune-Dirichlet, que, si 
pour un certain systéme de valeurs q, = @,, Y2 = G2 la fonction U 
est maximum, Véquilibre correspondant est stable. La démons- 
tration est identique a celle qui a été donnée (n° 208) pour un 
point libre. Indiquons-la en peu de mots. On peut toujours sup- 
poser que le maximum ait lieu pour g; = gz = 0, car cela revient 
a prendre pour nouveaux paramétres g;— Q et Jz — a2, et que 
ce maximum U(o,0) soit nul, car cela revient a retrancher 
de U(qi, 2) une certaine constante, ce qui est permis, cette 
fonction n’étant définie qu’a une constante prés. D’aprés ia défi- 
nition du maximum, la fonction U est alors négative et différente 
du zéro dans le voisinage de la position d’équilibre considérée P. 
Tracgons sur la surface une petite courbe fermée C entourant P; 
sur cette courbe, U est négative et non nulle; il existe done un 
nombre positif p tel que sur cette courbe U-++p soit négative. 
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Déplacons alors le mobile de la position d’équilibre P dans une 
position yoisine My, située a lintérieur de C, ot U prend la 
valeur Uy, et imprimons-lui une vitesse ¢); on aura 


my? moe 


=U+ —U); 
choisissons la position initiale et la vitesse initiale de facon a rem- 
plir les deux conditions 

my? aay ee Pp 

2 > 2 ’ 0 2 ’ 

ce qui, a cause de la continuité, exige uniquement que ¢ et la 
distance PM, soient inférieures a certaines limites. Dans ces con- 
ditions, le mobile ne sortira pas de la courbe C et méme n’attein- 
dra pas cette courbe, car.|’équation des forces vives donne 
my? 


ESO ee ("| 
5 <U+p 


et U-++-p devient négatif sur la courbe limite C. 


268. Réaction normale. -— Une fois le mouvement connu, pour 
avoir la réaction, il suffira de tirer 4 d’une quelconque des équa- 
tions (2) du mouyement/(n°® 262). Supposons que le mobile soit 
seulement posé sur la surface, c’est-a-dire qu’il puisse la quitter 
dun certain c6té. Pour que le point reste sur la surface, il faut 
que la réaction N soit dirigée du cété ot le point peut s’éloigner. 
D’un coté de la surface f(z, y, z) est positif, de Pautre coté il 
est négatif; pour que la réaction soit, par exemple, dirigée vers 
la région des f positifs, il faut que A soit positif, comme nous 
Vayons yu en Statique a propos de lPéquilibre d’un point sur une 
surface. Si ), s’annule a un certain moment et change de signe, 
le point quitte la surface et Pon est ramené au cas d’un point 
libre. ¢ 

269. Equations intrinséques et réaction normale. — Sur la tra- 
jectoire, nous marquerons une origine des arcs A (fig. 166). 
Soit M une position quelconque du mobile, menons en ce point la 
tangente MT dans le sens des arcs croissants; soient Cle centrede 


a 
APPELL. — I. 32 
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courbure de la section normale tangente a MT, R son rayon de 
courbure MC, nous prendrons pour sens positif sur la normale le 
sens MC. Soient de ménie MC’ la normale principale de la trajec- 


toire et o = MC’ son rayon de courbure; désignons par @ l’angle 
du plan osculateur TMC’ a la trajectoire avec la normale a la sur- 
face, nous aurons d’aprés le théoréme de Meusnier, 


o = Reos8, 


En projetant la direction MC’ sur le plan tangent, nous obtenons 
une demi-droite MP sur laquelle nous considérons le sens de la 
projection du segment MC’ comme sens positif. Soient alors F,, 
I, F, les projections de la force F sur les droites MT, MC, MP, 


et N la valeur algébrique de la réaction normale; on sait que la 


résultante des forces F et N se décompose en deux, l’une m a 
a 


5 2 aaah Hn 5 S 
suivant MT, V’autre m a dirigée suivant MC’; ce systéme de deux 


forces est, par suite, équivalent au systéme formé par F et N. On 
aura donc, en égalant les sommes des projections des forces de 
chacun de ces systémes sur les axes MT, MP, MC, 


dp mer. moe2 
sin 0 = Ep, —— cos§ =F, N. 
0 


° f 


Ces équations peuvent prendre une forme plus simple; dési- 


1 wks fe) 
gnons par ey» le rayon de courbure eéodésique ——, et tenons 
S Sl 


N nQ 
Q 


compte de la relation trouvée plus haut t= R: les équations 
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précédentes deviendront 


de mo? meo2 
m—=F;, — =F,, 


dt Oy Saregama 


: 3 mv? as 
Sil y a une fonction de forces, on a >= U +h, et la derniére 


formule permet de calculer la réaction normale sans chercher le 
mouvement, a condition que l’on connaisse R. 

De ces équations on peut tirer une conséquence intéressante. 
Déformons la surface de fagon que les longueurs des lignes tracées 
sur cette surface ne changent pas; dans cette transformation, les 
rayons de courbure géodésique ne varient pas; si donc on modifie 
la force F de fagon que sa projection sur le plan tangent reste la 
méme, les deux premiéres des équations ci-dessus qui définissent 
le mouvement n’auront pas changé, et le mouvement sera le méme - 
que dans le premier cas. La réaction normale seule changera. On 
voit ainsi que la trajectoire d’un point pesant, assujetti 4 se mou- 
voir sur un cylindre vertical, s’obtient en enroulant sur ce cylindre 
une parabole d’axe vertical. De méme, la trajectoire d'un point 
pesant sur un cone de révolution d’axe vertical provient de l’en- 
roulement sur ce cone de la trajectoire plane d’un mobile soumis 
a une force centrale constante. 


270. Lignes géodésiques. — Le cas le plus simple est celui ot 
le mobile lancé sur la surface fixe n’est sollicité par aucune force. 


: a : : mo? 
L’éguation des forces vives devient alors d —- = 0; elle montre 


que la vitesse est constante. La trajectoire du mobile est une ligne 

eéodésique de la surface, puisque son plan osculateur doit con- 

tenir la seule force qui agisse sur le mobile : la réaction normale ; 

cela résulte d’ailleurs de la deuxiéme des équations intrinséques, 
j 4 mys Meas E ° ! 

qui devient —— = 0, d’ou l’on déduit =~ = 0, puisque 9 est con- 


rs rs 


stant, et.cette condition — = 0 caractérise les lignes géodésiques. 


ee 


La derniére équation intrinséque permettra de calculer la réaction 
moe ; 


R 
: 


s Q me 
ona4—=o, donc R= oe et la réaction normale a pour valeur ar 


normale N = - On peut remarquer que dans le cas actuel 
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elle varie en raison inverse du rayon de courbure de la trajec- 
toire. 
Les équations générales du mouvement se réduisent alors a 


2 2 
pre els cape of 


dts _ af 
dt? Ox as 


dt? ae? 


dt? Oy’ Lv 


m 


a Vaide de l’équation ds = pdt on éliminera le temps; il suffira 


Bry ; ds? 
pour cela de remplacer dans les formules précédentes dé? par —,, - 
0 


Remarque. — Si la surface admet des génératrices rectlignes, 
on deyra les trouver comme trajectoires particuliéres, car si un 
mobile est lancé suivant l'une de ces génératrices, i] la décrira de 
lui-méme en vertu du principe de linertie, et la réaction de la 
surface sera nulle, 


ExEemPLe. — Lignes géodésiques de lellipsoide. — Appliquons ce qui 
précéde a lellipsoide 
ge oy? 32 
) ‘ bare 
Q) gp WN EEE errno 


nous écrivons les dénominateurs a, 6, ¢ pour que le méme calcul donne, 
suivant les lignes de a, 6, c, ses lignes géodésiques d’un ellipsoide ou d’un 
hyperboloide. 

Les équations du mouvement peuvent s’écrire 


dig we dry y WAY eens 
i A NW NG ate se 


(2) 


On a, comme toujours, lintégrale premiére » = ¢). Pour en trouver une 
seconde, nous emploierons une méthode due 4 M. Darboux. Différentions 
deux fois de suite I’équation (1); nous obtenons 


CLL Gay a d*z Hee rildy 2 bef ag Ne 
Gigi b eae. odes vce Gi) +54) +3 z) aehy 


Ba 2k cen mea Gah ey 
alae ela) lan bode 
1 dx 1 dy 


multiplions maintenant les équations (2) respectivement par — —, — —~ 
I I pe) P Beate Beale 
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Az ; 
— — et ajoutons; nous obtenons 
c dt J i 


EP CEO AO BUCH acta sont ae dy dy 
(4) (nat +o +e a) a dt dt? ca 


a dx JEAN) 58 GB 1 dx @ax Necay 1 dz d?z 
adti) O8-dt". edt 8 a. at -din © bv dt de * edi de 


PEL ORL Tala (aa ek (ey ade 
a? O22 C2 a\ at 5 dt i(Z) 


chacun des numérateurs est, 4 une constante prés, la dérivée du dénomi- 
nateur; On pourra donc intégrer cette équation et l’on aura 


at? Ee SEEING (Sty HON? dy\? ie dz\? ‘ 
Ste a —( — = const. ; 
a 27 e2/la\ dt dt e\dt ; 
Agate Sees ‘es : : ds 
on éliminera le temps a l'aide de l’équation des forces vives — = 9, ce 


dt 
qui donne 


Bes 972k ig? 1 (dx? dy bof ag\% |" : 
(5) (5+%+5) Le) alae ola) (eo 


telle est l’équation différentielle des lignes géodésiques de lellipsoide. 
Une interprétation géométrique simple de cette équation nous donnera 
un théoréme du a Joachimstal: si p est Ja distance du centre de l’ellip- 
soide au plan tangent en un point M dune ligne géodésique, D la longueur 
du demi-diamétre paralléle a Ja tangente menée en M 4 cette ligne, le pro- 
duit pD est constant tout le long de cette ligne Pees Les cosinus 


dx dz 
directeurs de la tangente en M étant, en effet, rie ee Ae les coordon- 
nées de l’extrémité du demi-diamétre paralléle ‘seront 
dx dy dz 
D—, D+, D—; 
ds’ ds’ ds’ 


en écrivant que ce point appartient a l’ellipsoide, on aura 


I Dae Ne he Lk Lay eae dz\? 
Dia (F in OWN ls CNV Se aie 
le plan tangent en M ayant pour équation 


Xx Yy Lz 
+o + 
a b 
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sa distance a l’origine sera donnée par 


et, en vertu de l’équation (5), on aura bien 


pD=const. 


Ce théoréme s’applique aussi aux lignes de courbure de l’ellipsoide; 
nous verrons, en effet, plus tard, que ces lignes correspondent aux solu- 
tions singuliéres de l’équation (5). (DarBoux, Mécanique de Despey- 


FOUR tai Le) 
Pour achever l’intégration, on exprime les coordonnées 2, y, 3 d’un 


point de l’ellipsoide au moyen de ses coordonnées elliptiques g,, q»2 : les 
variables q,, g2 se séparent et l’intégration est ramenée a des quadratures. 
Nous reviendrons sur ce point comme application des méthodes d'intégra- 
tion de Jacobi (Chap. XVI). 


271. Emploi des équations de Lagrange. — Ordinairement, 
pour trouver les géodésiques, il est préférable d’opérer comme il 
suit, en employant les équations de Lagrange. Soient 


L=0(91, 92), - Y=HV(G1 72), 2= BG, Ge) 


les expressions des coordonnées d’un point de la surface en fonc- 
tion de deux paramétres; on a pour le carré de |’élément linéaire 
d’une courbe quelconque tracée sur la surface 


ds? = dx* + dy?+ dz? = ay, dgqj + 24,2 dq1dqz+ a2. dq}. 
Si, pour simplifier, nous supposons la masse du mobile égale 


a 1, nous aurons 


1 ds? 
2 dt? 


1 . 
es = 5 (aug + 241294 72 + a2 gy ) 


et les équations du mouvement seront 


oO. 


ala) oT ala) oT 


ai\og) aq? at ogy) ~ agn = 


L’une de ces équations, la plus compliquée des deux, sera rem- 
placée ensuite par l'intégrale des forces vives T= h 


I 
2 (QP + 241294994 Ang?) =h. 
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On a ainsi deux équations, l'une du second ordre, l’autre du 
premier, définissant g,, qo en fonction de ¢. 


ExemPLe. — Une surface est telle que, en choisissant convenable- 
ment les coordonnées curvilignes qui dé finissent ses différents points, 
on peut ramener lélément linéaire ds a étre donné par la formule 


ds* = u(du?+ de?). 


On demande Véquation en termes finis des lignes géodésiques. 
Quelle est la représentation de ces lignes lorsqu’on fait la carte de la 
surface en. faisant correspondre, au point de coordonnées u et v, le 
point dun plan dont les coordonnées rectangulaires ont les mémes 


valeurs? 
(Licence, Paris, 1887.) 


, PR OU LY 
En. appelant.w’ et »’ les dérivées ae et ap? eh supposant la masse du 


point mobile égale a lunité, on a 
{ ty , - 
i = a naa 


et les équations de Lagrange donnent immédiatement, puisqu’il n’y a: pas 
de forces directement appliquées, 


Ig d (ie 
(1) re oe ~ u's +92 ==103 Bie) 


Nous connaissons d’abord une intégrale premiere de ces équations, l’in- 
tégrale des forces vives T =h, ou 


Uy Tier AeA ye hi 
2) aaa ae 
la seconde des équations (1) donne une autre intégrale premiére 
de 
Eh eG 
ea) . u(F) 


C2 
Eliminons d¢ entre ces deux équations et posons'—— = 2a; nous obte- 


nons pour l’équation différentielle des lignes géodésiques 
du 


ees a 


d’ou, en intégrant et désignant par 6 une autre constante arbitraire, 


de = (a ——— 


(yp — b)*= fa(u—a). 
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C’est 1a l’équation en termes finis des lignes géodésiques demandées. Si 
Yon regarde wu et » comme les coordonnées rectangulaires d’un point d’un 
plan, ces courbes sont des paraboles quelconques ayant pour directrice 
l’axe des vy. La surface dont nous venons de déterminer les lignes géodé- 
siques est applicable sur une surface de révolution. (Voir Danrsoux, 
Théorie générale des surfaces, 3° Partie, Chap. II.) 


272. Oscillations infiniment petites d’un point pesant autour du point 
le plus bas d’une surface. — Considérons sur une surface un point O ot 
le plan tangent est horizontal, la surface étant située au-dessus du plan 
tangent dans le voisinage du point O. Cette position O est une position 
d@équilibre stable pour un point pesant mobile sans frottement sur la 
surface. Nous ailons étudier les oscillations infiniment petites autour de 
cette position d’équilibre. Prenons le point O pour origine, un axe de Os 
vertical vers le haut et deux axes Ox et Oy tangents aux lignes de cour- 
bure qui passent par O. Si l’on suppose le z de la surface développé en 
série par la formule de Maclaurin pour de petites valeurs de a et y, on a, 
pour l’équation de la surface, 

2 12 
z Boag ee 
les termes composant 9(z, y) étant du troisiéme ordre au moins en x ety, 
p et gq désignant les deux rayons de courbure principaux de la surface 
en O. Le point matériel étant pesant, il y aura une fonction de forces 


U=— gz, 


que nous écrivons en supposant m =1. La fonction T de Lagrange est 


iss “(w+ y+ 2"), 

ou 
gf LOI NOP OP fo 
Pp q Ox oy 
Dans les petites oscillations autour de la position d’équilibre considérée, 

x et y restent trés petits; les composantes 2’ et y’ de la vitesse restent 
aussi trés petites; car la vitesse elle-méme reste trés petite, comme nous 
avons yu (n° 267). Nous considérerons ces quantités 2, v, 2’, y’ comme 
du méme ordre. Dans l’expression de T, il y a alors deux termes-du second 
ordre et un troisiéme terme 22 du quatriéme. Nous le négligeons vis-a-vis 
des premiers et nous avons 


Tis = (wy). 


Si dans U on remplace s par sa valeur, le développement de U com- 
mence de méme par deux termes du second ordre que nous conseryerons 


Or 


Oo 


Or 
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seuls en négligeant les suivants, ce qui donne 


Les équations de Lagrange appliquées aux variables # et y, regardées 
comme jouant le réle des paramétres g, et qo, 


ee dT aU 


dt\0u']} 0x ox’ 
cas dT aU 
dt\dy']~ dy — ay” 


deviennent, puisque T ne contient ni z ni y, 


ai ae On Ree gts 


Maen ok. ak cosaeg he 


équations qui s’intégrent immédiatement et donnent 


(1) r= Acos( 4/2 +2), y =Beos( 4 /E ~8), 


A, B, a, 8, étant des constantes arbitraires qu'on déterminera par les con- 
ditions initiales. On a ainsi les oscillations infiniment petites. La coor- 


donnée x redevient la méme au bout du temps 27 (/2> et y au bout du 
& 


temps 27 (/2 - Si ces deux périodes sont commensurables entres elles, la 


trajectoire en projection horizontale est une courbe algébrique obtenue 
en éliminant ¢ entre les équations (1). La trajectoire est transcendante si 
les deux périodes sont incommensurables; dans ce cas, le mouvement pré- 
sente une particularité curieuse. Considérons dans le plan des x, y le rec- 
tangle formé par les droites =A, y= +B. La courbe définie par 
les équations (1) touche une infinité de fois les cdtés du rectangle : ainsi, 


Fig. 167. 


elle touche le cété =A (fig. 167) pour toutes les valeurs de ¢ de la 


forme 
a 
/8 +a-n-akn (k entier). 
P 
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De plus, la trajectoire finit par recouvrir en quelque sorte toute l’aire 
du rectangle. C’est ce que nous démontrerons en prouvant que, étant choisi 
arbitrairement un point P de coordonnées £, 7 dans le rectangle, il existe 
ine infinité de valeurs de ¢ pour lesquelles le mobile passe a une distance 
de P moindre que toute quantité donnée. Soient, en effet, A et p des arcs 
définis par les formules 


&= Acos(A +), 4 = Beos(p + 8); 


si lon donne a ¢ une valeur de la forme 
6=4/20+2kn) (k entier), 
e. 


Vabscisse 2 du mobile est égale a £; son ordonnée y a pour valeur 


y= Beos|(/2(+akn) + 2k +? 


P) 


kK’ désignant un entier arbitraire. Par hypothése, \/2 est un nombre 
ed, 


incommensurable : on peut donc déterminer les entiers k et k' de telle 
facon que 


\/Zo +o2krnr)+2k's 


différe aussi peu qu’on le veut d’une quantité donnée et, en particulier, 
de . Pour les valeurs correspondantes de ¢, y différera d’aussi peu qu’on 
le voudra de Bceos(u+8) c’est-a-dire de n, et, comme, pour ces mémes 
valeurs, 2 est égal a £, le mobile passera aussi prés qu’on le voudra du 
point P. 


Ill. - MOUVEMENT SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION. 


273. Lignes géodésiques des surfaces de révolution. —- Nous 
nous sommes proposé, en général, de former deux équations 
indépendantes de la réaction normale, et nous avons obtenu, par 
exemple, léquation des forces vives et une des équations de 
Lagrange. Dans le cas du mouvement d’un point sur une surface 
de révolution, on aura toujours deux équations indépendantes de 
la réaction en appliquant le théoréme des forces vives et le théo- 
réme du moment de la quantité de mouvement par rapport a 
Vaxe de révolution, car, la réaction normale étant dans un méme 
plan avec l’axe de révolution, son moment est nul. Appliquons en 
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particulier cette remarque a la détermination des lignes géodé- 
siques des surfaces de révolution. 

Prenons V’axe de révolution comme axe des s; l’équation de la 
méridienne dans le plan des xs étant z= 9(x), ’équation de la 
surface sera évidemment 3 — o(r), r désignant la distance d’un 
point a Paxe, r= \/z?-+- 7%. Appelons r et 4 les coordonnées po- 
laires de la projection P du mobile sur le plan Oy; nous aurons 


les expressions suivantes : 
z=rcos6; yf — 7a SIM Os 2= (Pr) 


des coordonnées d’un point de la surface en fonction de deux 
paramétres 7 et 4. L’expression du carré de |’élément linéaire est 


ds? = dz? + dy?+ d2?= (1+ 9) dr?+ r? dé, 


ou Ton a écrit 9! au lieu de ¢'(r). Puisque nous cherchons les 
lignes géodésiques, nous étudions le mouvement d’un mobile qui 
glisse sur la surface et qui n’est sollicité par aucune force donnée. 
Ce mobile n’est done soumis qu’a la seule réaction. Le théoréme 


des forces vives donne 
ds* 


atl Dis. 
—{— v = 
dt? 6 


puis le théoréme du moment de la quantité de mouvement montre 
que le théoréme- des aires (n° 8) s’applique a la pre crs du 
mouvement sur le plan des xy, c’est-a-dire 


r2 d) = Cdt. 


Ces deux équations fournissent donc deux intégrales premiéres. 
Nous allons montrer que l’intégration se raméne a des quadra- 
tures. En effet, Vintégrale des forces vives, dans laquelle on rem- 


lace ds? par sa valeur, devient 
P ) 


dr2(1 + 0'2) + 1? dO? = 03 dt?. 


Pour avoir la projection de la trajectoire sur le plan des xy, 
nous éliminerons le temps au moyen de |’équation des aires 
r? dd = Gdt; 
‘nous aurons ainsi 
dr2(1+ 92) +72? dP = a rh dO2; 
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2 
d’ou, en posant “a = is et résolvant par rapport a 9, 
k ar I+ 0’2 
ee si 
(G) di) = (Ji 


On déterminera le signe qu’il faut prendre par la considération 
du sens de la vitesse initiale. L’équation sous forme finie des 
lignes géodésiques sera donc 


k dr E- 0? 
: x r (2s Ee 


Cette équation contient deux constantes & et 8 qu’on peut déter- 
miner, par exemple, par la condition que la ligne géodésique 
passe par deux points donnés. Sur ces deux constantes, la pre- 
miére entraine la forme de la courbe; la variation de la seconde 
correspond a une rotation de la ligne eéodésique autour de l’axe 
de la surface. 


En appelant ds un élément d’arc de la méridienne, on a 


ds® = dr? +- dz? = (1+ 9") dr?, 


et lon peut écrire léquation différentielle des lignes géodésiques 


pee kds F 
rr? — ke 
‘ 
Remarque. — Dans le cas actuel, on aurait 


T= -[(14 02)r24 7207], 


ou o est une fonction de r. L’une des équations de Lagrange est 


d (=) OT iy. 


dE 00"). 00 
‘ oT , . 
comme T ne contient pas 9, 55 cst nul, et cette équation donne, 
aprés une intégration, 
oT ; 
AY = C, TaN Ge 


on retrouve ainsi léquation des aires. 
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274. Formule de Clairaut. — Si l’on appelle i langle sous 
lequel une ligne géodésique de la surface de révolution coupe le 
méridien passant par un point M de cette ligne et 7 la distance 
du pomt M a laxe, on a pour tous les points de la ligne la 
relation 


(1) 7 sinz = k, 


En effet, si ?on considére le mobile qui décrit la ligne géodé- 
sique dans les conditions précédentes, le moment de la quantité 
de mouvement ou, ce qui revient au méme, le moment de la 
vitesse du mobile par rapport a l’axe est constant; la valeur con - 
stante de ce moment est précisément égale a la constante C des 
aires sur le plan perpendiculaire 4 l’axe, car le moment de la 


: : GAN ee é 
vitesse par rapport a l’axe Oz est r? are Décomposons la vitesse ¢ 


du mobile M en deux composantes, lune vsinz, tangente au 
paralléle du point M, l'autre ecos/, tangente au méridien. Le 
moment de la vitesse par rapport a l’axe de révolution est égal a 
la somme des moments de ces deux composantes, c’est-a-dire au 
moment de la premiére, rv sind, car le moment de la deuxiéme est 


nul. On a donc 
FOSS Ga 


mais, comme » =), on en conclut l’équation (1), la constante / 


G 
ayant la valeur — et étant, par suite, identique a celle qui figure 


dans l’équation Abs lignes géodésiques (n° 273)- 


Remarque. — La relation (1) ne caractérise pas les lgnes 
géodésiques. Si une ligne verifie cette relation c’est ou une ligne 
géodésique ou un paralléle. En effet l’équation (1) est évidem- 
ment vérifiée pour les paralléles, car alorsr =k, i= ~. Cette solu- 


tion est une intégrale singuliére r = k, dr = 0, de l’équation (G). 


275. Exercice. Lignes géodésiques de la surface engendrée par la 
révolution d’une hyperbole équilatére autour d’une de ses asymptotes. 
— L’équation de la surface sera 


<7} 


a 
Z== —e 
TP 


: : an 
Dans les formules ci-dessus, il faudra donc remplacer 9(r) par — etl’on 
a 


510 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 


aura pour équation des projections des lignes géodésiques 


kdr rs 
of Se 


Pour qué § soit réel, il faut que 7 soit supérieur a; la courbe est done 
extérieure au cercle de rayon &. On peut d’ailleurs faire r = k, car Laie 


cette valeur, élément de Vintégrale devenant infini, comme yy rie 
r—k 


Vintégeale reste finie. En faisant tourner les axes d’un angle convenable 
autour de Oz( fig. 168), on pourra faire en sorte que 4 soit nul pour 7 = k, 
et Pon aura 


r partant de la valeur & pourra croitre au dela de toute limite, sans que 0 
cesse d’étre réel; 6 augmentant constamment avec 7 aura d’ailleurs une 
limite, car, lorsque 7 croit indéfiniment, élément de l’intégrale tend vers 


fre 
5 =[" kdr sara 
ai . r \/ ay 


Pour voir s'il existe une asymptote paralléle a cette direction Uv, il suffit, 


, I cat ve 
zéro comme —; cette limite Y sera 
re 


: : : GAY uhh 
comme on sait, de chercher si la sous-tangente polaire r? 7, 2 une limite 
dr 


pour 7 infini; cette limite, quand elle existe, est la distance de ]’asymptote 
au pole. Or on a ici 
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expression quia pour limite &. La courbe a done une asymptote D tan- 
gente au cercle de rayon k. On peut démontrer que l’angle 4 est supérieur 


BTCA aa, . 
a > a cet effet, posons — = u, nous aurons 
a 
a* ; 
al + 
\ 4 : I++ Fa u 
= u 
aE 


poun) == joo\) = 


vila 


; quand k diminue, cet angle augmente, et, sil’on sup- 
pose que & devienne trés petit, l’élément de lintégrale deviendra de plus 
en plus grand et ¥ croitra indéfiniment, ) a done une valeur quelconque 


re ke : : 
Rae gees En prenant le signe — devant le radical, on aurait eu la 


seconde branche de la courbe symétrique dela premiére par rapport a 
Vaxe des 2. E ; 

On discutera de méme les lignes géodésiques des surfaces de révolution 
du second ordre, dont on trouvera une étude détaillée dans le Traité des 
fonctions elliptiques d’Halphen, t. I], Chap. VI. Pour des surfaces de 
révolution quelconques, on verra que, si la méridienne a des branches infi- 
nies, il y a des lignes géodésiques 4 branches infinies. S’il y a sur la sur- 
face un paralléle minimum, ce paralléle forme une ligne géodésique et il 
existe, en général, des géodésiques qui lui sont asymptotes. Pour une 
étude approfondie de ces courbes, nous renverrons aux Lecons sur la 
théorie des surfaces de M. Darboux (3° Partie). 


276. Mouvement d’un point pesant sur une surface de révo- 
lution 4 axe vertical Oz. — L’intégration des équations de ce mou- 
vement se raméne a des quadratures. Le théoréme des forces vives 


donne d’abord 


dme? 


=meg dz ou C=aesth, 


en prenant l’axe des 2 dirigé vers le bas. Le théoréme des aires 


s’applique et donne 4 
r2. da) = C dt. 


Si Péquation de la surface est s = 6(r), on aura 
q ‘ ) 


En éliminant alors le temps et la vitesse entre ces trois équa- 
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tions, il viendra 
r* do? 
dre(1+ 9?) +r? d2=[2¢9(7) +h] —3- G3 


les variables se séparent immédiatement et Von a 4 en fonction 
de r par une quadrature : 


dine Gra7- eo eee ee ; 
Ne evere we ap 


On intégrera de méme par des quadratures toutes les fois que 


le mobile sera sollicité par des forces dérivant d’une fonction de 
forces qui s’exprimera en fonction de 7 seulement. 

En supposant la surface algébrique, M. Kobb a déterminé les 
cas dans lesquels le probléme se raméne aux fonctions elliptiques 
(Acta mathematica, t. X). 

On trouvera une étude analytique intéressante du mouvement 
d’un point pesant sur une surface de révolution dans un Mémoire 
de M. Otto Staude (Acta mathematica, t. X1). 


Remarque. — Un point pesant assujetti a se mouvoir sur une 
surface de révolution ne peut décrire un paralléle de la surface 
que si le sommet du cone des normales, le long de ce paralléle, se 
trouve au-dessus de ce paralléle. 

L’équation de la surface est, en effet, 


B= 0(7r) ou s—olVe+7?) =0 


En revenant alors aux équations générales du mouvement sur 
une surface, on aura 


Bae a F & 
m— =—h-9 (r), m——< = he etry, Mm =e = Ing + hs 
i) i i 


Pour que la trajectoire soit le paralléle zs = zo, il faut que ces 


) 


équations soient satisfaites par les conditions s = z), © =, cos 9, 

y=rysin§; d’autre part, le théoréme des aires donnera 
db i ook : ere : ; 

r a= C= 5%, % désignant la vitesse initiale nécessairement 


R ‘ Pol : : 
tangente au paralléle, d’oa § = —. On devra, par suite, avoir 


ro 
es - 5 pa Ce Legis A ele ane Cp 
Se EEN See a Bp (Fg), Fee) ih ae NGS 
r5 To ro "9 
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” ey , . , ue x 
Ces deux derniéres équations se réduisent a 


Uiceg ss e (To). 


2 
0 Un) 


Mas seo a Oetins Bt ; 

Done ¢'(ry) doit étre négatif. Si cette condition est remplie, le 
sommet du céne des pommalee se trouve au-dessus du parallele : 
en lancant le mobile sur ce paralléle avec la vitesse 


V9 = fae ro o'(To), 


on lui fera décrire le paralléle. 
Ce résultat se vérifie aisément par la Géométrie : il suffit d’ex- 


primer que la résultante du poids , et de la réaction normale est 


< MG 
dirigée vers le centre du paralléle etégale a 


. 


a) 


277. Pendule sphérique. — Le pendule sphérique est constitué par un 
point pesant mobile sans frottement sur une sphére fixe. Prenons pour 
origine le centre de la sphére et pour axe des 2 une verticale dirigée vers 
le bas. En coordonnées semi-polaires, ]’équation de la sphére sera 


Ie eit: (Pip 


en désignant par Z la longueur du pendule. 
Le mobile est soumis a l’action de deux forces, son poids et la réaction 
normale de la sphére; le théoréme des forces vives donne donc 


ve=o2ge+h, 


puisque le travail de la réaction est nul. De plus, les deux forces étant 
dans un méme plan avec l’axe des z, on peut appliquer le principe des 
aires a la projection du mouvement sur le plan 2Oy : 


r?2 d) = C dt. 


Ces trois équations déterminent z, 7 et 0 en fonction de ¢. 
Cherchons d’abord a déterminer z : il faudra pour cela éliminer 7 et 9. 
L’équation des forces vives peut s’écrire 


dr2+ r2 d02+ dz 
dt? 


De l’équation de la sphére r = ¥ /?— 2, on déduit 
ars ————; 


APPELL. — If. 3s 
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d’autre part, l’équation des aires donne 


C at 
Oh cll GR Coad 
hes [2 — 3? 


; 
en portant dans l’équation des forces vives, nous aurons 


dz 2 2 r9 
(Fs) = (222 + W) (1 —)27) — Ge; 


en posant 


o(2)= (2¢2 +h) (12 —\22) — C?, 
on en tire 


Le temps est ainsi donné en fonction de z par une quadrature elliptique- 
Le signe a prendre se détermine par les conditions initiales. [1 n’y a d’am— 


biguité que si (5) = 0: on yerra alors siz doit croitre ou décroitre, en 
0 


dt 
partant de cette valeur, pour que ¢(z) reste positif. 
Cdt es Me : 
La formule dé =—} montre que la projection du mobile sur xO y 
rR 


tourne toujours dans le méme sens autour de l’axe des 2, 4 moins que 
l'on n’ait C =0, auquel cas, l’angle # restant constant, on aurait un pendule 
simple. Si, dans cette formule, on remplace r? et dé par leurs valeurs en 2, 


ona 
Cl dz 


dd = ———__— _: 
(B— 22) /9(4) 

t et § sont ainsi définis en fonction de zs; on aura ensuite r par |’équation 
de la sphére. Pour que les équations soient réelles, il faut que. o(z) soit 
positif. Ce polynome a ses trois racines réelles, Il suffit, pour le voir, de 
substituer a 3 la suite— «,—ZJ, z), + 2, qui donne a 9(z) les valeurs -suc- 
céssives + «©, — C2, o( 49), —C?, et de remarquer que, 2) étant la valeur 


initiale de z, (29) est positif, car la valeur initiale de agent réelle; ily a 
; a 


done deux racines réelles «, 8 dans les intervalles+ JU, 39 et Zo, — JZ, et 
une racine y entre — Z et — oo, La somme des produits deux a deux de ces 
racines a pour valeur — /?; on a donc 


OG aca eters (Uni atc 


comme « et B sont compris entre —/ et Z, 22+ a8 est positif; y étant 
négatif, «+ 8 est positif; le paralléle équidistant des paralléles z= a, 
= est done toujours situé au-dessous du centre et la racine « est 
toujours positive. La variable z partant de la valeur 2) comprise dans. 
V'intervalle «8 restera toujours dans cet intervalle, car, si elle en sortait, 
o(z) deviendrait négatif. 
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Supposons, pour fixer les idées, que z aille d’abord en décroissant 
a partir de = zo; il faudra prendre le signe — devant le radical : z ira en 
décroissant jusqu’a 6, et, lorsque le mobile atteindra le paralléle BB! (z = 8) 


i : 3 B 
en B,, la trajectoire aura une tangente horizontale, puisque— est nul en 
at 


ae do : : : 
ce point sans que as le soit. A partir de ce moment, le mobile continuera 
_a tourner autour de l’axe des z dans le méme sens, mais il devra redes- 


cendre (fig. 169); il redescendra ainsi jusqu’au paralléle z=, en dé- 


crivant un arc tangent en A, a ce paralléle, puis remontera jusqu’au paral- 
Jéle z= 8, et ainsi de suite. Le temps que met le mobile a aller de A,.en 


By est 
mS iaz 
= a 
vp vS(4) 
et ce temps est le méme que celui que met le mobile a parcourir les arcs 
B,A;, Bo Ag, ete. 

Si le mobile était primitivement lancé. sur l'un des paralléles extrémes, 
on aurait au début es =o; c'est le cas d’ambiguité que nous avons réservé 
plus haut : si le mobile est lancé sur z = 8, 3 devracroitre et lon prendra 
le signe + deyant le radical; on prendra le signe —, au contraire, si le 
mobile part du paralléle z =. 

Les plans méridiens des points de contact de la trajectoire avec les 
paralléles extrémes sont des plans de symétrie pour cette trajectoire. En 
effet, considérons deux points M, M’ d’un méme paralléle sur les branches 
A,By,, AyBz; si 6, 9’, 6; sont les valeurs de 6 correspondant aux points M, 


M’, Aj, on aura 
a : 
n—0= f Be) ee xe 
5 (P2— 2?) / f(s) 
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ep 


06 Als Cl dz big 9- 
ee = 1 oe 
: gw (l2— 27) Yo(4) 


les deux points M, M’ sont donc bien symétriques par rapport au méridien 
de Ay. Les temps que met le mobile pour parcourir les arcs MA,, A, M’ 
sont, en outre, égaux comme ayant tous deux pour valeur 


dis 
2 V9(4) 


Construisons maintenant la projection de la trajectoire sur le plan des 
ay; nous distinguerons les deux cas ot..les paralléles extrémes sont ou 
non dans le méme hémisphére. ; 

Premier cas. — Les paralléles extrémes sont dans l’hémisphére infé- 
rieur. Le cercle le plus bas s = se projette a l’intérieur du cercle z = 6; 
la courbe, oscillant entre ces deux cercles, affecte la forme ci-dessous 
(fig. 170); nous verrons, d’ailleurs, qu’elle ne peut pas préserter de point 


Erg. 190. 


d’inflexion. Pour un observateur placé sur l’axe des z, le mobile semble 
décrire une ovale qui se déplacerait dans le sens du mouvement; nous 
allons voir, en effet, que l’angle B,;OA, est plus grand qu’un angle droit. 


Deuxtéme cas.—Supposons maintenant que les deux cercles extrémes 
soient de part et d’autre de l’équateur. En projection, le cercle 3 = est 
encore intérieur au cercle 8, puisqu’on a «+ §8->o0. D’autre part, la 
projection de la trajectoire doit étre tangente al’équateur en E et présente 
la forme que nous indiquons (fig. 171); elle pourrait d’ailleurs avoir des 
inflexions. 

On doit a Puiseux (Journal de Liouville, 1842) Ja démonstration dela 
propriété que nous avons énoncée plus haut : l’angle VW = B, OA, est tou- 
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ate 


urs supéricur un Hels droit. Cet angie a, en effet, pour valeur 


ae o Cree a Chas Ue 


ty Aare aa gael cca co Les ER 2 
a ay aes pee ) A } 4 ‘ i : ier 


i 


Nous avons depipne par a, 8 Y sae racines de guys nous aurons done | 
‘Hidentité: Q mee . DRE, gk 


ae) = gs Hi) (Pa st) — Ct nga) (s—H(E— ees 


, 


aT 
7 : 


en égalant les termes en z, nous avons déja obtenu 
~ 


te P+ af | 
ro eB es 
on pata écrire, en remplacant y par cette valeur, 


‘ 
1 


ez) = 22, (2— 2) (2) [a(4+ B) + B+ Bs 


ap 


faisons s = / dans cette identité, il viendra 


(a—l)(0—B)(E +a) (2+ B); 


War v.' sea (2 oO 
a+ 


A=/@—a)(—f), B=V¥(T+2) T+), 


en posant . 


nous aurons 


¥ 
ts par suite, : i 
ie LAB dz ee 
= SSS SS | ote 
Jp (2— 22) (a=) (2—B) [4a+B) +P + 2B] es 


pour avoir des limites de cette intégrale, nous déterminerons des limites tale 
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entre lesquelles reste compris le dernier facteur 2(% + 8%) + 2? + a8. Sup- 
posons qu’on ait trouvé deux quantités positives constantes P et Q telles 
que, pour les valeurs de z comprises entre a et 8, on ait 


t) P2z2(at+ ~)+ 2+ o82Q; 


liv 


alors Vintégrale W sera comprise entre les deux valeurs qu’elle prendrait 
si Von y remplacait successivement z(%-+ 6) + /?+48 par P et par Q: 


=f ldz <w AB. ag | 
VP J/g (2—2*)/(a — 2)(2—§6) JQ/p (P—.2?)V(a—2z) («—B) 


L’intégrale définie qui figure dans cette formule, ne contenant que la 
racine carrée d’un trinome, peut se calculer facilement; on trouve qu'elle 
I 


% L OL tay Ua Lele 
a pour valeur ; & + 3) ; Vinégalité précédente devient alors 


EA Bie Wee (AG By, 
2yP 2VQ 


Un premier choix des limites P et Q, qui donne immédiatement le théo- 
réme de Puiseux, est le suivant : le facteur z(a + 6) + /? + «8 varie dans 
le méme sens que 4, car le coefficient «+ 3 est positif: comme 2 est 
compris entre + / et — J, ce facteur est compris entre J(a-+ 8) + /?+ a8 
et —l(a+f)+ 2+ a8, c’est-a-dire entre B? et A?, On peut donc 
prendre P = B2, Q = A?, et l’on voit que W est compris entre les deux 
Ae! Tt B T A : fa 
limites = (+5) et (x4 a qui sont toutes les deux supérieures 


\ 


See : Seer S Fike é 
a ~+ Lorsque la vitesse initiale est trés grande, ces deux limites sont trés 
2 


voisines de x : en effet, lorsque #) augmente au dela de toute limite, h et 
C? augmentent indéfiniment, et l’équation 9(s) = 0, aprés qu’on a divisé 
tous ses termes par h, prend la forme 


22— 32— p= 0, 


ot p? désigne une constante. Dans ces conditions, une des racines y du 
polynome ¢(z) devient infinie, et les deux autres « et ® tendent vers les 
racines du trinome ci-dessus qui sont égales et de signes contraires. On a 
donc, dans ce cas limite, 8 = —a, A=B, et les deux limites que nous 
venons de trouver pour W sont égales a x. On voit ainsi que, quand ¢ 
augmente indéfiniment, W tend vers x; la trajectoire tend alors a devenir 
un grand cercle. Halphen a démontré (7ratté: des fonctions elliptigues, 
t. I, p. 128) que l’angle W ne peut pas dépasser Ja limite x. M. de Saint- 
Germain a établi cette méme proposition par une voie plus élémentaire 
(Bulletin des Sciences mathématiques, 1896, 1898, 1901, et Mémoires 
de l Académie de Caen, tgor). 
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Revenons pour un instant au cas général : nous pouvons trouver des 
limites plus rapprochées que les précédentes pour la valeur de W. En effet, 
le facteur s(a + 8) + 7?+ «8 variant dans le méme sens que 2 est compris, 
dans Vintégrale qui donne W, entreles valeurs extrémes qu'il prend pour 
= «et = 8. On pourra donc prendre 


P= 02+ 248 + 22, Q = B+ 248 + 22, 


et Pon trouvera 


Eta Dl iss (Oe eB) 


Quand §£ tend vers a, ces deux limites deviennent égales : on a donc 


lim Y= 


(pour B=). 


Cette formule donne la valeur de W quand la trajectoire est comprise 
entre deux paralléles infiniment rapprochés. Si, de plus, ces deux paral- 
léles infiniment rapprochés se trouvent trés prés du point le plus bas de la 


sphére, ~ est trés voisin de / et W yoisin de —- Dans ce dernier cas, la tra- 
2 


jectoire est voisine d’une petite ellipse : c’est ce que nous trouverons plus. ' 
loin en étudiant les oscillations infiniment petites. 


278. Calcul de la réaction normale. — Comptons la réaction nor- 
male N positivement vers le centre de la sphére; la formule générale 
établie précédemment (n° 269) 

me? 


Ni ee ape? 


donne immédiatement N. En effet, R est égal au rayon 7 de la sphére, 
alee : mgs 
v?=2¢6 +h, et Fp, projection du poids mg sur le rayon, est 


on a donc 
m Were, na 
(ee TOgs+ h)+ cease = 7 (3es+h). 


Cette réaction est la méme fonction linéaire de z que dans le cas du pen- 
dule simple. Si le mobile est attaché par un fil flexible, sans masse, au 
centre de la sphére, il quittera la sphere au moment ow la réaction N 
s'annulera pour devenir négative, et tombera ensuite en décrivant une para- 
bole osculatrice a la trajectoire antérieure sur la sphére. 

Si le mobile ne peut pas quitter la sphére, par exemple s’il est placé 


entre deux feuillets sphériques infiniment rapprochés, il pressera sur le 
feuillet extérieur quand N sera positif et sur le feuillet intérieur quand 
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N sera négatif. Dans ce cas, la projection horizontale de la trajectoire pré- 
sentera un point d’inflexion aux points ot N s’annule. En effet, dans une 
position quelconque du mobile, le plan osculateur a la trajectoire contient 
la résultante des forces N et mg; en un pointot N =0, le plan osculateur 
contient le poids mg, il est vertical et la projection horizontale du point 
considéré est un point d’inflexion. Ce cas ne peut pas se présenter si « et B 


oes bee Le ee LCE a LOLS 
sont positifs, car, z restant alors positif, la réaction a5 eRe est essen— 


uiellement positive (voir Exercice 24). 


279. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut trans- 
former les formules que nous avons établies, de facon que les variables 
soient exprimées en fonctions uniformes de f£; c’est ce que nous allons 
faire maintenant. Nous avons trouvé 


comptons le temps a partir du moment out le mobile passe au point le 
plus bas Ay : nous devrons prendre le signe — devant le radical et nous 
aurons 


ae ldz 
t=— ; ; 
a V2e(a—s)(2— 8) — yx) 


ie ey fame aE et 
d Jo. Vo =) (a= 6s =) 


a 


pour ramener cette intégrale a la forme canonique, posons 
1 
a6 = (a —B)u?; 


comme 2 varie entre les valeurs limites « et 8, wu oscillera entre o et 1. De 
cette derniére égalité, nous tirons successivement 


B=a—(a—8B)w?, dz =— 2(a— 8)udu; 


en substituant dans la valeur de ¢, il viendra 


Ly ef 2 du 
l 


Jo Vey) U— uw) Ru?) 
oul nous avons posé 
fa 
eel 


quantité essentiellement positive et moindre que 1, puisque « est la plus 
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grande des trois racines x > 8 > y. En écrivant enfin 


ya V2E(4—7), 
21 


ne du 
0 Vi—u?) (i — Ru?) 


usnkt, 


nous aurons 


c’est-a-dire 


dou 
B=%—(a— B)sn2X¢; 


% est ainsi une fonction doublement périodique de ¢; l’une des périodes 


est réelle et égale a 
7 du \ 
rN Va—wG— Pw) Rw) 


On remarquera’ que /a— z, \/z—8, /z—y sont des fonctions uni- 
formes du temps; on a, en effet, 


Vo—z = Va—Bsnke, 
Vz—8 =Ve—8BVYi- vw = vz —BenXz, 


yz—y = va aS te ew = a —ydnit. 


Pour exprimer & et y en fonction du temps, rappelons qu’on a obtenu 


aN dao 5 
en remplacant alors z par la valeur obtenue précédemment, a deviendra 


une fonction rationnelle de sin ¢; en la décomposant en éléments simples 
par la méthode d’Hermite, on pourra effectuer lVintégration comme 
Vindique la théorie des fonctions elliptiques. La fonction 6 ainsi obtenue 
n’est pas uniforme, mais on peut établir que x et y, qui s’en déduisent, 
sont des fonctions uniformes de ¢; on a, en effet, 


fee 
iJ P—s? 


¢ 


atiy=redi= (P—Be ; 


on démontre que l’exponentielle n’admet pour points critiques que les 
valeurs de ¢ correspondant aux valeurs z = + J, et que le produit 


n’admet plus ces points critiques : c’est alors une fonction uniforme de ¢, 
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il en résulte que la partie réelle # et la partie imaginaire y sont toutes 
deux fonctions uniformes de ¢. Cette méthode est due a Tissot (Journal 
de Liouville, 1852). 

Hermite a donné une démonstration directe de cette méme propriété 
(Journal de Crelle, t. 85). 

La recherche de ces fonctions w, vy se rattache d’ailleurs a Vintégration 
dune équation différentieile du second ordre, qui est un cas particulier de 
Péquation de Lamé, étudiée par Hermite (Sur quelques applications des 
fonctions elliptiques). Nous avons, en effet, trouvé précédemment qu’en 


désignant la réaction de la surface par N on avait 


aa Na m 
m Feet TE i avec N= > (3e2+h), 
par suite 
ice na) bee Rh 
a as tay Te 


dans cette formule, remplacons s par la valeur que nous avons trouvée 
plus haut, nous obtenons 


‘ 


ax 3g[%2—(a—)sn2rt] +h 
j 42, ee - 2 } 
de? 2? 


c’est une équation linéaire qui admet x pour intégrale particuliére; elle 
admet également y pour intégrale, puisque l’équation en y 

dy Ree Ned 
dt? l 


m 
est de méme forme que l’équation en x. Si lon pose alors A¢= 7’, Péqua— 
tion précédente prend la forme 


aa 


dpe = 7(6k? sn2t’ + h’), 


A’ désignant une constante; c’est l’équation de Lamé 


d?x 
dA 2 


= ax[(n+1)k? sn2t'+ h'], 


ott lon fait n= 2. 


280. Théoréme de M. Greenhill. — On doit a M. Greenhill Vintéres- 
sante remarque suivante : quand le pendule sphérique est lancé horizon- 
talement au niveau du centre, il existe une combinaison linéaire des inté- 
grales donnant 6 et ¢ qui est une intégrale pseudo-elliptique, c’est-a-dire 
qui peut s’exprimer a l’aide des fonctions élémentaires. En effet, les valeurs 
initiales de z et y étant supposées nulles a l’instant ¢ = 0, on a, en appe- 


mo PITRE | UIT. — - mouvement D’ux POINT SUR UNE SURFACE. DDB is 


ue lant % Ta vitesse initiate supposée horizontale, ' 


sn Ie (Raa rao CA (QP Sie Poa te: aiveie= 85 ‘ NO ara 
bx a Sy eae rhaD ne 
gs Go) eae Gs) al 


pe a oe 
inaen aS Va ag (2s) — vez] 


eg eee 
Reap Bae. My aoa fae aa ay ait 


ou, en appelant © l’angle du pendule Sa a = L605 Sf) 


{ r t iy 


5h Ganon he Ore ‘= ar 


“Cette relation, jointe acelle qui donne z oul cos oen fonction elpugue iy 
de ty permet apace Dav yven sen fonctions uniformes de ¢. \ 


4. i ts } y 


\ 


a 


ae 281. Oscillations in finiment petites. — En introduisant la réaction 
_ nor ‘male N, ona ‘pear les équations du mouvement du pendule 
" 
(0) ee Big srk NY mm Gar Ne Me 
=— — — , =7 2. gases 
Lay, OP haan ey dee Bae dt? Pi ie 


Wisi les isecillanions sont suffisamment petites, 2 et _y resteront trés petits ; 

nous les considérerons comme infiniment petits du premier ordre, et nous 

négligerons les termes du second ordre. A cet ordre d’approximation, on 
aura axl, puisque la formule de Taylor donne 


Spo ree tate Ne odee Laie 2 
= /P—(2?+ vy) = i +..-), 


et le deuxiéme terme du développement est du second ordre. Faire. 
approximation dont nous parlons revient ainsi a admettre que le mobile 


ne quitte pas le plan tangent. La derniére des caugtions (1) se simplifie et 


donne 
Ni m22; 


en Por pce valent dans les deux premiéres, nous obtenons 


Hai & le Siam g 


Ape ee Mig GP ale 


ce sont les équations du mouvement dun point sollicité par une force cen- 
trale proportionnelle a la distance; la fle sera une ellipse ayant son 


pe = : 


TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE bE POINT. 


ont pour intégrales Sesaete “2 
£ amee ns | > 
| aan +B ae = 
_* x aS ¥ =f a ies te so 
y= Arcos, /E - p'sing /E : i 
= Nous supposerons gu’on ait pour =o | 
; dz dy ; 3 
r—TZo, 5 os is “as j Js 


<a 
s 


_ ce qui revient a faire passer le plan sO z par un des sommets de la petite 
~ ellipse. Il en résultera les valeurs suivantes des constantes : 


5 7 : ; — 
nA La, A— 0, a 0, a oat /25 ~ 
: 


fz = << 
w= x,cost|/ 5: yaog/$sint =. ; 


Véliminations de ¢ donne immédiatement Véquation dune ellipse; la — 
durée de la réyolution est - 

| ae 3t 

On peut pousser plus loin approximation en conservant les termes du 

‘second ordre : il suffit pour cela de remplacer, dans les seconds membres 

des équations (1), N par sa valeur obtenue par la premiére approximation - 

ce calcul a été fait par Tisserand (Bulletin des Sciences mathématiques, 
année 1881). rs 

D’autres méthodes d’approximation ont été données par Resal (Méca- 

nique générale, t. I, p. 180), et par M. de Sparre (Annales de la 

Soctété scientifique oe Bruxelles, 1892). 


EXERCICES. 


1. Un point M, de masse égale a l’'unité, est assujetti a se mouvoir sur la sur- _ 
face représentée, en coordonnées rectangulaires, par léquation 


Thx 


° I _ 
B+ y= Tees) 


il est attiré par chaque élément de l’axe des z= avec une force égale au quotient 
te de Ja longueur de l’élément par Ja quatriéme puissance de sa distance au point M. 
fe it Discuter le mouvement que peut prendre le point mobile : projection de sa tra- 
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_~ jectoire sur le plan des wy. Etudier le cas out, a Vinstant initial, le point M se 


x 


; ; 5 ) ; 
trouve sur l’axe des w@ avec une vitesse égale a /5 et faisant un angle de45° 
avec le plan des xy. (Licence, Caen.) 


2. Un point non pesant se meut surune sphére fixe 2?+ 7?-+ 22— R?=0 sous 
Paction dune force dirigée normalement vers le plan des wy égale ’ —-, k° 


désignant une constante. Trouver le mouvement et la réaction normale. 
(La trajectoire est une conique sphérique. ) 


3. Considérons un point matériel M, de masse égale A l’unité, sollicité par 
une force F dont les projections sur trois axes rectangulaires sont les dérivées 
partielles d’une fonction de forces 


{ 
Wi (e978 is 


VPéquation U = const. représente une surface de niveau dont linterseclion avec 
une surface quelconque S peut étre appelée ligne de niveau sur S. Déterminer 
cette derniére surface, de maniére que le point M, obligé de rester sur elle, et 
abandonné sans vitesse initiale a l’action de F, décrive toujours une trajectoire C 
orthogonale a toutes les lignes de niveau; si, par exemple, M n’était sollicité 
que par la pesanteur, il devrait tomber sur la surface cherchée suivant une ligne 
de plus grande pente. 

Démontrer que le sinus de l’angle sous lequel une surface de niveau coupe S, 
varie aux diyers points de la ligne H d’intersection en raison inverse de F (A. DE ° 
Samnt-GErRMAIN, Journal de Math., octobre 1876). | 


4. Un point libre, sollicité seulement par une résistance de milieu, décrit une 
droite. Démontrer qu’un point mobile sur une surface et sollicité seulement par 
une résistance de nilieu et un frottement décrit une ligne géodésique. 


5. Un point matériel pesant assujetti a rester sur Ja surface d’une sphére de 
rayon aq, est attiré proportionnellement a la distance par un point fixe B, situé 
sur la verticale Oz du centre de la sphére, 4 une distance OB = 6 du centre. On 
donne la valeur p de l’attraction a Punité de distance, l’intensité g de la pesan- 
teur, la vitesse iniliale k du point mobile, laquelle est supposée horizontale, et 
enfin la distance initiale 2 de ce point au plan horizontal Oxy, qui passe par le 
centre de la sphére. On demande : 1° de trouver Jes limites entre lesquelles 
yariera pendant le mouvement l’ordonnce z du point mobile; 2° de déterminer 
complétement ce mouvement dans le cas particulier ot l’attraction du point 
fixe B sur le centre de la sphére est égale et contraire 4 la pesanteur, 


6. Mouvement d’un point mobile sur une sphére et attiré par un plan diamétral 
proportionnellement & la distance. [On est ramené a lintégration d'une équa- 
tion de Lamé (Koss, Comptes rendus, t. CVIII).] 


7. Lignes géodésiques de Vellipsoide. — Comme consequence de la relation 
pD=const., démontrée dans le texte (n° 279), on démontrera les propositions 


suivantes : 
Soient O et O’ deux ombilics de l’ellipsoide non diamétralement opposés, MO 


ét MO’ les deux lignes géodésiques joignant un point M aux deux ombilics; ces 
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deux lignes sont également inclinées sur chacune des lignes de courbure passant 


par M 
if Si le point M décrit une wane de courbure, la somme ou la dilférence des arcs 
; de courbes géodésiques MO MO’ est constante. (Voir Journal de Liouville, 
, 4 1846). 


8. Lignes géodésiques du tore (ResaL, Comptes rendus, t. XC, p. 937). 


oh 9. Lignes géodésiques de ja surface engendrée par une chainette tournant 
; autour de sa base (0 est donné en r par une intégrale elliptique de premiére 
espéce, qui se met immédiatement sous la forme normale ). 


9 bis. Lignes géodésiques de Vhyperboloide a une nappe engendrée par 


2 


Pi Vhyperbole — —— =:. En appelant e l’excentricité de Vhyperbole, on trouve 
a 


pour équation de la projection des lignes géodésiques 


Aa kdr er? a? 
a fe ee 


§ s’exprime donc par une intégrale réductible aux intégrales elliptiques. La 
courbe a une forme analogue a celle du n° 275. Pour k=a, elle est asymptote 


=a Be Gee Se : 
au cercle de gorge r =a; pourk  -, la courbe se réduit 4 une génératrice. 
é 


10. Courbure des lignes géodésiques des surfaces de révolution. —Soient R 
et R’ les rayons de courbure principaux en un point d’une surface de révolution, 
rle rayon du paralléle correspondant, z Vinclinaison de la ligne géodésique con- 
sidérée sur ia méridienne, e son rayon de courbure : démontrer la formule 


, 


k désignent, eomme dans le texte, la valeur constante du produit rsinz le long 
de la ligne géodésique considérée (RrsAL, Nouvelles Annales, février 1887). 

On lance sur une surface un point pesant : démontrer qu’on peut prendre 
la vitesse initiale assez grande paur que, sur une certaine longueur a partir de 
la position initiale, la trajectoire différe aussi peu qu’on le veut d’une ligne géo- 
desique. 


12. Lignes géodésiques de la surface de révolution 


16a? (2+ y?) = 22(2a*— 27): 
/ On peut poser 
a u ue 


r= -+cosu, S=a(sin — — cos — 
4’ 2 2 
Ces lignes géodésiques présentent la forme d’un 8 gauche; elles sont toutes 
fermées et ont toutes la méme longueur (TANNERY, Bulletin des Sciences matheé- 
matiques, 1892, p. 190). 


13, On a deux points pesants qui s’attirent proportionnellement a la distance : 


} 
ii) 
| 
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le premier est assujetti 4 se mouvoir sur une droite verlicale, le second sur un 
plan faisant ayee Vhorizon un angle a. Trouver le ‘mouvement de ce systeme de 
‘deux points. ; 

Appliquer les formules au cas o& m’ = m. La position initiale est celle d’équi- 
libre; les projections de la vitesse initiale du second point sur lhorizontale et la 
ligne de plus grande pente du plan sont égales chacune a la vitesse initiale du 


ay 

‘ : ; 3 

premier poi.» On ade plus sina =-. 
nt, 4 

; Appliquer aussi les formules au cas oti le plan est horizontal « = o. 


14. Mouvement @un point sur la sphére sous Vaction dune force constam-, 
ment située dans le plan du méridien du mobile. — Le vayon de la sphere, 


étant supposé égal a l'unité et la position du mobile étant définie par la longitude 4 
et le complément ¢ de la latitude, on considére un mobile sollicité par une 
force constamment située dans le plan méridien et lon appelle F la projec- 
tion de cette force sur le plan tangent a la sphere, F étant regardée comme 
positive ou négative, suivant que cette composante est dirigée dans le sens des 0 
croissants ou en sens contraire. Démontrer {les formules suiyantes, analogues 
a celles de la théorie des forces centrales et, en particulier, a la formule de 
Binet : 


sin?¢ dd = C dt, =\F de 


x 
|| 
| 


(Paul Serret, Théorie géometrique et mécanique, etc., p. 199.) 


Exzemple. 


py n 
Si F a pour valeur i 
i 


n?o 


t 
Y 


» la trajectoire est une coni sphérique 
que 


ayant pour foyer le pole. (Analogie avec le mouvement des planctes. ) 


15. Etablir des formules du méme genre pour le mouvement d’un point sur 
une surface de révolution sous l’action d’une force constamment située dans le 
plan méridien du mobile. 


16. Transformations de mouvements . — Soit dans un plan fixe un point maté- 
riel de masse r sollicité par une force F dont les projections X et Y sont des 
fonctions des seules coordonnées x et y du point. 

Les équations du mouvement sont 


CRG ls Diy. y 
Eas ET ia 
Faisons la transformation homographique 
axz+by+e Aax+by+e 


L,> —__—____—_—_ K= 


Py 7 7? Wie b" ea. 
ax by +e Gel OFY 6 


en remplacant la variable indépendante ¢ par une variable ¢,, li¢e a ¢ par la 
relation 
dt 


WSS Agia: hye eh 


\ 
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Démontrer que le point (#,,7,) se meut dans le temps ¢, comme un point de 
masse 1 sollicité par une force F dont les projections X, et Y, dépendent seule- 
ment de a, et y,. La trajectoire du point (z,, y,) est la transformée homogra— 
phique de celle du point (a, v), la direction de F est la transformée homogra- 
phique de celle de F. 

La force F étant centrale, F, est ou centrale ou paralléle a une direction fixe 
(APPELL, Comptes rendus, t. CVI, Pp. 224). 


17. Inversement, si lon cherche la transformation la plus générale de la forme 
Z=O(2,y), Vi= (2,7), dt,= h(a, y) at, 


telle que la nouvelle forme F dépende seulement des coordonnées x, v,, et cela 
quelle que soit la loi de F en fonction de x et y, on trouve seulement la trans- 
formation homographique ci-dessus (American Journal, t. X11). 


18. Transformation d’un mouvement sphérique en un mouvement plan, — 
Etant donnés une sphére (S) de rayon 1 et un plan tangent (P) a cette sphere, 
nous ferons correspondre, 4 un point M, de la sphére, la projection M de ce point 
sur le plan (P) faite par le rayon allant du centre au point M,; c’est la projection 
bien connue qu’on appelle centrale dans la théorie des Cartes géographiques ; elle 
fait correspondre a toutes les droites du plan (P) des grands cercles de la sphére 
(S) et réciproquement. Au point de vue analytique, si l’on prend le point de 
contact du plan (P) et de la sphére (S) comme pole d’un systéme de coordonnées 
polaires dans Je plan et sur la sphére, on aura, en appelant ¢ et w les coordonnées 
polaires du point M dans le plan, o et 6 les coordonnées polaires du point M, 
sur la sphére (9 colatitude et § longitude) les formules de transformation 


(a) o == tango, w = 6. 


Les é€quations du mouvement plan seront, d’aprés Lagrange, 


d?o dw \? Ee A\ 9 
(6) ae — (Gi) =R, 5 (¢ a) a2 


R et  étant des fonctions de p et w. De méme, si l’on considére sur la sphére 
un point ayant pour masse 1 et se déplacant pendant le temps ¢,, les équations 
du mouvement seront 


d*¢ do \? apes sdb 
(c) ~ — sing cose (57 ) = o, az (sinte FS) = 8, 


® et © étant des fonctions de 9 et 6. Démontrer que, si l’on fait sur les équa- 
tions (6) du mouvement plan la transformation définie par les formules (a) de 
la projection centrale et sil’on établit entre les temps ¢ et ¢,, la relation 


dt, = cos*o dat. 
Les équations (8) prennent la forme (c) ot 


R Q 


i SS ee 6 = re 2 
cos’ 9 COs’ © 


Donc 4 tout mouvement sur le plan correspond un mouvement sur la sphére, et 
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réciproquement : la trajectoire de l’un des points est la transformée de la trajec- 
toire de lautre par projection centrale (APPELL, American Journal, t. XIII). 
Appliquer cette transformation a exemple 14. 


19. Démontrer plus généralement qu’on peut transformer de la méme facon le 
mouvement d’un point sur une surface a courbure constante en un mouvement 
plan (Dautnevinie, Annales de l’Ecole Normale supérieure, 1890). 


20. Un point qui n’est sollicité par aucune force donnée se meut sur un plan 
qui tourne avec une vitesse angulaire constante w autour d’un axe fixe auquel il 
est invariablement lié. Trouver Je mouvement et calculer la réaction. 

(DE SAINT-GERMAIN. ) 


21. Rectifier la courbe décrite par le pendule sphérique en projection horizon- 
tale et en projection stéréographique dans le cas de M. Greenhill (n° 280). 
i ( GREENHILL. ) 


22. Etablir les équations du mouvement d’un point sur une surface avec frotte- 
ment (APPELL, Comptes rendus, 15 février 1892. — Voir aussi Mayer, Sdchsische 
Gesellschaft, 5 juin 1803). 


23. Mouvement avec frottement d'un point pesant sur un cylindre de réyolu- 
tion a axe vertical (pe Saint-Germain, Bulletin des Sciences mathématiques, 
aout 1892). 


24. Si un point mobile sur une surface sans frottement est sollicité par une 
force de direction constante, la projection de la trajectoire sur un plan perpen- 
diculaire A la force présente une inflexion : 1° quand la réaction s’annule; 
2° quand le plan osculateur a la trajectoire est normal a la surface (DE SPARRE, 
Comptes rendus, t. CXIX). Ce sont, en effet, les deux cas ot le plan osculateur 
a la trajectoire est vertical. 
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CHAPITRE XIV. 
EQUATIONS DE LAGRANGE POUR UN POINT LIBRE. 


989. Equations de Lagrange. — Nous avons donné dans les 
Chapitres précédents, pour le mouvement d’un point sur une sur- 
face ou une courbe, fixe ou mobile, les équations indiquées par 
Lagrange. La méme méthode permet d’écrire les équations du 
mouvement d’un point libre dans un systeéme quelconque de coor- 
données; cette méthode est de la plus haute importance, car elle 
s’applique au mouvement d'un systeme holonome quelconque. 

Supposons que les coordonnées cartésiennes x, v, = du mobile 
par rapport a trois axes rectangulaires solent exprimées en fonc- 
tions des nouvelles coordonnées q;, q2, 73 par les formules 


L= (91, 92 73) Y= ¥(G1, 92, 93), T= O41, Fo, Ja)5 


il s’agit d’écrire les équations du mouvement dans le nouveau 
systéme de coordonnées, c’est-a-dire d’écrire les équations diflé- 
rentielles qui définissent ¢,, g2, g3 en fonction du temps. On 
pourrait, a la vérité, prendre les équations mémes du mouvement 
définissant 2, v, 2 en fonction de ¢, et y faire le changement de 
variables défint par les formules ci-dessus; mais ce serait la un 
long calcul que la méthode de Lagrange a précisément pour but 
d’éviter. Cette méthode s’applique méme au cas ot les coordon- 
nées cartésiennes seraient des fonctions données, non seulement 
de trois nouvelles coordonnées g,, q2, Ys, mais aussi du temps : 
cela reyient, au point de vue géométrique, a dire qu'elle s’ap- 
plique méme si le nouveau systéme de coordonnées est mobile et 
animé d’un mouvement connu. . 

Nous supposerons donc, pour traiter le cas le plus général, que 
x, ¥v, % soient des fonctions données de g,, Jo, 73 et de ¢: 


L= (91, G2, 73, t),> ¥Y=V(G1, V2, Ys, ©), S=B(G1, J2, 3, ¢). 


© 
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{ 


Pour trouver les équations du mouyement dans le nouveau sys- 

-téme de coordonnées, c’est-a-dire les équations différentielles 

définissant g,, 72, Ys, en fonction du temps, écrivons les équations 
du mouvement en coordonnées cartésiennes 


See Fe ‘ i teh ‘ Chon) 0% 
Multiplions respectivement ces trois équations par ——, Nea (edt 
Oq, 991 9G: 
et ajoutons-les membre 4 membre; nous aurons 


Gaon. by Oy A az 0z a 
(1) mo 0g, d® 0g, ab ia 1 


en posant 


de Wg Oy Oz 
Re ie Vee a7, Se 
Qi O*qi oO” Oqi 


X, Y, Z étant donnés en fonction de z, y,.z et de leurs dérivées 
par rapport a ¢, il sera facile de calculer Q, en fonction de q,, qs, 
q3 et de leurs dérivées par rapport at; puis, pour calculer le pre- 
mier membre, remarquons que l’équation précédente peut s’écrire 


( d dz oe) dy dy dz =) 
Cera Wedel OG) kab ogi ab Og, 


da d Ox dy d <) ‘dz d *) Q 
Raed ees AG. at di\0q,)/ dt dé\oq,/\~ *" 


Pour simplifier l’écriture, nous poserons avec Lagrange 


dx YRS pin ith Brian 
“ar Nave RUDD aga YEA) 9! 
dq Nees i dq Dendy dq; ats / 
dt ae la at = 2; dl ae GiB 


L’équation 
L= (G1, F257, €) 


donne alors, si lon prend les dérivées des deux membres par 
rapport a Z, 
C3) Ge 


OL, OL) es Ox Ox 


gi 1?” Oget2 0¢2 Gat wa 
on en déduit, comme au n° 2638, les formules 


On): Ox’ d (=) 2 dz! 
Ogi ae Og” dt \0q1 an 
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On obtient de méme les identités 


a goa Re Vet 
OG, -60Gs.»/ dt \0g4]  Ogx? 
dz _ ds’ aE 
Og. 0g. dt a Ode 
Par suite, on peut écrire l’équation (2) 
; | d Oe ey a eee Na 
ie al” (2 igs +2 ag, +2 a7) 
r ; U oy’ th dz' =, 
ee (2 Oy ag sa) ane 


Posons maintenant 
m t 19 ' 
ee a ee tt es 
T désigne donc la demi-force vive du mobile. En y remplacant 2’, 
y', s', par leurs valeurs (3), T devient une fonction des variables 


iy F20 Was bs Vin Woo Jy» Avec cette notation, on voit immédiate- 
ment que l’équation (2') peut s’écrire 


d ~~) oT 
, ’ == (ie 
dt Ge C>F\ 


Un calcul tout semblable donnerait 


d = OLED. 
(Sek) = age = 9 
ChW kG OP 

ai (ag) ~ age = 


L’expression 'T contient les variables g,, g2, g3 et leurs déri- 
vées premiéres; il en résulte que les équations de Lagrange que 
nous venons d’obtenir sont du second ordre; leurs intégrales 
générales conuendront done six constantes arbitraires qu on déter- 
minera par les conditions initiales. 

On a immédiatement |’expression T quand on connait lexpres- 


ston de ds? dans le systéme des coordonnées g,, g2, 3, car 
2 ds? 


— m dt?’ 
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Calcul des seconds membres. — On pourrait remplacer, dans 
Q,, Qo, Qs, X, Y, Z par leurs valeurs, mais on peut souvent 
simplifier ce calcul. Supposons d’abord qu'il y ait une fonction 
de forces U; dans ce cas, on aura 


OU dU 0U 


ears ey ia 0s 


par suite 
oy OU de, WU ay | WU de 
EW de dgy) Oy Og, > 05-094 


Si lon suppose alors que dans U on remplace X, Y, Z par leurs 
valeurs en fonction de q,, ¢2, 73, léquation précédente s’écrit 


IU 
eae 
. 8G, 
On aurait de méme 
aU 0U 
ER ors Me og 


Ces formules conviennent méme au cas ot X, Y, Z seraient 
les dérivées partielles par rapport a xz, y, « dune fonction 
U(2, y, s, t) contenant explicitement le temps, quoiqu’on ne 
puisse plus dire alors que les forces dérivent d’une fonction de 
forces. 

Dans le cas le plus général, on peut encore simplifier le calcul 
de Q,, Qs, Q3. Dans les Equations du changement de coordonnées 


x (M1, T2, 73s t), 
ve ant (1, 72, 735 t), 
= (91, Ya Ys, €), 


= 6 
! 


donnons a ¢ une valeur déterminée et supposons que 41, Y2, 43 
prennent les accroissements virtuels arbitraires 0¢,, 942, 9q3; les 
accroissements de xz, y, 5 seront : 


Ox Ox 
sa WE Ogee aac?! 
wine cO¥. 0 Ox 
oy = qi! YO" Jo 0q3 W3s 
SY Be EER faz 92. : 
0% = oq rat Dos G2 073 73; 


{ a 
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le travail élémentaire des forces pour le déplacement virtuel cor- 
respondant est 
Xor + VY oy -+ Z6z, 
f 


c’est-a-dire, en vertu des équations précédentes, 
Qy ogi Qs Oga+ Q; oq3- 


Si donc on suppose que le déplacement virtuel s’effectue sur la 
PP g I 

courbe g2—const., g;= const., le travail élémentaire est Q,0q., 

ce qui donne Q,. On obtient de méme Q, et Qs. 

On voit que lanalogie est compléte avec les équations trouvées 

q 8 
pour le mouvement sur une courbe et sur une surface. La seule 
différence est dans le nombre des paramétres g,, ..-., qui est 1 
hee 4g 
pour un point sur une courbe, 2 sur une surface, 3 pour un point 
libre. 

283. Intégrale des forces vives. — Dans le cas ot il existe une 
fonction de forces U(x, y, 3), le théoréme des forces vives donne 
Pintégrale premiére 

Te Whe 


moe2 


car T’ désigne la demi-force vive - Cette intégrale, étant une 


conséquence des équations du mouvement, est une conséquence 

des trois équations de Lagrange et peut remplacer l’une d’elles. 
En nous placant dans le cas simple ot les expressions de x, y, z 

en fonction de q,, gz, 73 ne contiennent pas ¢, nous allons vérifier 

que l’intégrale des forces vives est bien une conséquence des 

équations de Lagrange. Dans ce cas, on a pour 2’, y’, 3! des 

expressions de la forme 

Be ee ek, PN 
0g» q2 093 Ts; ? 

et Test une fonction homogéne du second degré de g/, 4), q/, : 

ona donc, d’aprés le théoréme des fonctions homogénes, 


oT OT ON 


(1) q\ 22 Og, Te gr ae 


Cela posé, prenons les équations de Lagrange, ot Q,, Qo, Q; 
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BO Ort holy OU, 30 
nt remplacés par Fe ee ee et ajoutons-les, aprés les avoir 


multipliées par q',, g,, gy : nous aurons 


(2) oN ale) 1a den) Od 
T' de \ aq) ~ 7? at \ dq tds (577) 

Sey eee toc ns 

1 Oa 22 Og, 13 Og; 

, OU , ou , dU 

91 9g, 22093. 3 Oga 


ea ey Oe aU 
Le deuxiéme membre de cette équation est évidemment =e? 


car U ne dépend de ¢ que par l’intermédiaire de g, gz, 73; quant 
au premier membre, on peut l’écrire 


ieee aT oT 
BOO da 2? Gah" Pog 
—(4' oT fe as th oT ane r oT 7 t oT 1 OT \' 
qT \ Og’ 2 0g" 13 Og/, q\ Og1 ~ Jo Og» ~ F3 ae 


is Jor 7s Etant les dérivées secondes de 4,, G2, g3 par rapport a C. 

D’aprés Péquation (1), fournie par le théoréme des fonctions 
homogénes, la premiére parenthése est 21; quant a la seconde, 
elle est expression développée de ee puisque T dépend de ¢ par 
Vintermédiaire de 91, d2, 73) V1) Vo. Vy- L’equation (2) se réduit 
done a 


d A 
pe ia 4 


c’est-a-dire 
GPa OT as ee 


c’est Vintégrale des forces vives. Dans les applications, on rem- 
placera lune des équations de Lagrange, la moins simple des 
trois, par cette intégrale premiére. 


984. Application. — Prosieme : Trouver le mouvement d’un point 
matériel attiré ou repoussé par un axe fixe suivant une fonction 
donnée de la distance r (fig. 170). . 


Nous avons déja vu (n° 84) que, dams ce cas, il y a une fonction de 
forces f ® dr que nous désignerons par mf(r). 
Nous définirons la position du mobile par ses coordonnées semi-polaires 


/ x 
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r, 9, s. On aura alors 


ry 


Les équations de Lagrange seront, par conséquent, aprés suppression du 
facteur m, 
d 
oP ji Te my i (a) 


Ae wy ae 
aw #0 


d 


d ' 
5,4 =—0. 


dt 


Les deux derniéres donnent par intégration 


(1) a= C 


(2) Sh 


? 


Remplagons maintenant la premiére équation de Lagrange par linté- 
erale des forces vives; nous aurons 


« I ! ' ‘ 
G33) ar Barer Pe 2) fcr) eee. 

Si nous y remplacons 2’ et 6’ par leurs valeurs tirées de (1) et (2), nous 
obtenons 


[4 eree C2 § 
: Ge ane a) = f(r) +h, 


équation de la forme 


ie ONE) 


qui donne le temps par une simple quadrature. 

On aurait pu écrire a priori les équations (1), (2), (3) sans passer par 
les équations de Lagrange. En effet, puisque la force rencontre toujours Oz, 
le principe des aires s’applique a la projection du mouvement sur le plan 
des wy, ce qui donne l’équation (1). La composante de la force suivant 
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Paxe Oz étant nulle, on a pacagh ‘=a: cest Péquati Enfi 
; dp =o 2 =a: cest Péequation (2). Enfin 
Péquation (3) n’est autre que l’équation des forces vives. 
Entre les équations (1) et (2) éliminons le temps, nous aurons |’équation 
différentielle 
C 
rdj= — dz, 
a 


a laquelle satisfont les trajectoires, quelle que soit la loi de la force. Sil’on 
écrit cette équation en coordonnées cartésiennes, on a 


ady—ydx=k dz, 


équation déja trouvée dans l’exercice 6, 4 la fin du Chapitre [, pour l’équa- 
tion différentielle des courbes dont les tangentes sont des droites de mo- 
ment nul. 


» 285. Coordonnées polaires dans lespace. — Soient p, 8, w les coor- 
données du point M ( fig. 173); posons 


IL OREN oC ON ae tee Ay 
on aura 
mv 


(Ure 


oo he — (o'2-+ 9262+ p? sin? 6w’2). 
2 2 


ig. 173. 


Y 


Les équations de Lagrange sont donc 


£ (me!) — me (+ w’? sin?0) = Qi, 
¢ 26 2/2 sin§ cos) = 
aq kme 6°) — mp2 w’? sin§ cos = Qo, 


- (mp? sin? 80’) = Qs. 
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Pour calculer Q;, Qs, Q3, nous emploierons la méthode indiquée précé— 
demment. Désignons par R, Q, P les composantes de la force suivant le ~ 
rayon vecteur dans le sens de p croissant, la perpendiculaire au plan sOM 
dans le sens de w croissant et la perpendiculaire au plan de ces deux 
droites dans le sens de 0 croissant. Pour un déplacement virtuel sur le 
rayon vecteur (qg=const., g;=const.), le travail élémentaire est R Or, 


par conséquent 
y Q, = R. 


Pour un déplacement g 66, quand on laisse 9 et w constants, le travail 
élémentaire est Pp 60. Nous avons par suite 


‘Oars Po. 


En laissant enfin 9 et § constants, le déplacement se fait sur un cercle 
de centre O’ et de rayon ¢ sin§; le travail élémentaire est donc Qp sin dw, 


et ona 
Ox Qe sin 9, 


“Sila foree F rencontre l’axe des z, Q est nul et la troisiéme équation de 


Lagrange donne 
mo? sin? 0w' = const., 


ce qui exprime que la projection du mobile sur le plan des wy se meut 
Suivant la loi des aires. 


286. Coordonnées elliptiques dans l’espace. — Dans le systéme des 
coordonnées elliptiques, un point M de Vespace est défini par les para- 
métres des trois surfaces du second ordre, homofocales a une surface 
donnée, se coupant en ce point. Soit 


wo? y Zz 


’équation des surfaces du second ordre, homofocales a la surface 


Si nous supposons, pour fixer les idées, a> 6 >e, l’équation (1) repré— 
sentera un ellipsolde réel pour 4 <c, un hyperboloide a une nappe pour 
b>>c, un hyperboloide 4 deux nappes pour a> > 6b, enfin un 
ellipsoide imaginaire pour }> a. Par chaque point de l’espace il passe 
trois de ces surfaces homofocales; en effet, en regardant x, y, s comme 
données, l’équation (1) du troisiéme degré en 4 admet trois racines réelles, 
une plus petite que c, l'autre comprise entre 6 et c, et la troisiéme entre a 
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et 6; c'est ce qu’on vérifie en substituant dans le premier membre les 
quantités suivantes a la place de } et en remarquant que les signes du 
premier membre sont donnés par le tableau suivant, < réel positif et trés 
petit : 


NOUCUCSTCEN yer ue Mtg Mion Oe en Ose bier NO ate eh ee ae gy std 
Signes correspondant au 

premier membre de(1}. = + — am = ae a i 
Position des racines..... q3 q2 qi 


Appelons qi, ga, g3 ces trois racines rangées par ordre de grandeurs 
décroissantes; la premiére gi donne un hyperboloide 4 deux nappes, la 
deuxiéme g2 un hyperboloide 4 une nappe, la troisiéme g3 un ellipsoide 

Ces trois surfaces se coupent deux a deux orthogonalement, comme il 
est bien connu. Par exemple, les deux surfaces 


ye — 4. Asie —j{=0, 


Paap b= tae 


se coupent orthogonalement, car la condition 


Ofi Of, ofr Of , or ae 
Ox Ox dy oy 0s 02% 


est identique a l’équation 


=X 0 


comme on le vérifie immédiatement. On appelle coordonnées elliptiques 
d’un point M(z, vy, @) les trois quantités q@, ge, Js. 

Pour exprimer les coordonnées cartésiennes 2, y, % en fonction de q4 
G2, Ya» Temarquons que gi, Jz, gs étant les trois racines de |’équation (1) 
en 4, on a identiquement 

a? 2 Ve 
2) a—k oi ean Sa COM ED 


— A= ga—q)—s) _ A= a) A= 92) 495), 
7 €a— hi (b =A (e—X) F(X) 


Multipliant les deux membres de cette identité par a —)i, puis faisant 


) = a, nous avons 


5 (@— G1) (4 — 92) (4-9). 
if (6 —a)(c—a) : 
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on trouve de méme 
ps (6 — 91) (6 = 92) (0 =4s) 
’ (c— 6)(a—b) 
he (orgy) (C—O 9a) 
.s (a—c)(6—e) 


Calculons maintenant l’expression de ds? dans ce systéme de coordon— 
nées; on a, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres des 
formules ci-dessus, 


dz. dq aq» = dq: 
ae a Wa—-a@ G2—-a g3—4 
dy dq dqz dq3 
Qo = a + 

¥ nN-b pb GB 
pa a aq ie aq» ay dq; X 

& qi—e Goin CES ISE 


D’ot lon tire pour 4 ds? une expression de la forme 
4(dx2+ dy? + dz®) = My; dq? + M, dq} + Ms dq?, 


ne contenant pas de termes en dg,dq2..., car les surfaces se coupent 
orthogonalement; il est d’ailleurs aisé de vérifier la relation 


yd je Zz? Dis 
CTT NCC EE OS 


. 


qui exprime que le coefficient de dq,;dqz_ est nul. Les quantités M,, M2, M; 
ont_les valeurs suivantes : 


wv y Zz? 


i netic 5 Sat 
Gea! oe (ga-ga eee : 


or, si l'on prend les dérivées des deux membres de l’identité (2) par rap- 
port a A, et si l’on fait ensuite } = g;, en remarquant que par l’effet de 
cette substitution tous les termes du second membre qui contiennent: 
Aq, en facteur s’annulent et qu’il est inutile de les calculer, on trouve 


Mg 89s) Ga) 
St (1) : 


ou f(A) désigne le produit (a— A) (6 — i) (ec — A); on a de méme 


— (G2— 93) (G2 1) (q3— 41) (93— qa) 
M, , M => . 
5 f( 92) ; S (43) 


Remarquons que, si l’on considére en particulier l’are de la courbe Cy 
(fig. 174), intersection des deux surfaces g2= const. et 73= const., la 
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différentielle ds, de cet are s’obtient en faisant 


dqx= dq3=0, 
dou me : 


r 


ds, = “ / Mi dq. 


De méme, en appelant ds, et ds; les arcs des deux courbes Cy et C3, 


Fig.. 174. 


suivant lesquelles se. coupent les surfaces g,=const., g3= const. et 
qi = const., G2=const., ona 


ds,=— Mz dq., ds, =~ M3 dqz. 


Un are quelconque ds peut étre alors envisagé comme la diagonale du 
parallélépipéde rectangle ds,, ds, ds3. 

La quantité T a pour expression 

2 
= = ee =5 = (Ms VP + Meget+m3q'3), 
et les équations de Lagrange sont alors aisées a écrire. Nous ne les écri- 
rons pas ici : nous nous bornerons a donner la signification des seconds 
membres Q;, Qo, Qs de ces équations. 

Décomposons la force F en trois composantes Fy, 2, F3, respectivement 
tangentes aux courbes C,, Cz, C3, en comptant ces composantes positive- 
ment dans le sens dans lequel se déplace Je point M sur chacune de ces 
courbes, quand on fait croitre une seule des coordonnées elliptiques, les 
deux autres restant constantes. Imprimons au point M un déplacement 
virtuel és, dans lequel gg et g3 restent constants, g; croissant de 6q1; le 
travail virtuel de F est Qy6g; d'une part; d’autre part, il est, puisque les 
travaux de F, et de F; sont nuls dans le déplacement considéré, 


1 Eee hepa 
F, 6sy a os VM O44 5 
on a done 


F, JM, 
jee 


2 
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de méme ei 

Hie JM, F. VM 8 

a eo G) pices RE 

Q» oie 3 = 

237. Coordonnées elliptiques dans le plan des xy. — Onpeut déduire 
ces coordonnées des formules précédentes. Pour obtenir un point M du 
plan 2Oy, il suffit de faire dans ces formules z = 0 et gg=c. Ce point M 
est alors défini par les deux coordonnées elliptiques g, et gz, racines de 


léquation du second degré en A 


2 y2 
—_ + = 1 = 0, 
a—i x b—kK 
représentant des coniques homofocales. Par chaque point M du plan, il 
passe deux de ces coniques, une hyperbole correspondant a la valeur qy 
du paramétre A et une ellipse correspondant a la valeur gz. L’identité (2) 
devient dans ce cas 

a ry? oA 91) O =a) 


BET eG ek ey oan I 


On obtient ainsi, soit directement, soit comme cas limites des formules 
précédentes, pour les formules de transformation de coordonnées, 


(@a—qi)(a—qz) A re (6 — qi) (b6— qz) 
Gab : eos ince ; 


Cr 


et pour le carré ds? d’un élément d’arc dans le plan xO y. 


des ; (Ny dqi a No dq3), 


Nie Goma es Ne Ga 72 rj 
' (y= a)(qi— by’ 2! (fe @) (Ga — BY? 


dou 
me iS 
eerste Cite + No gs). 


Enfin, si ’on décompose la force F agissant sur un point M du plan 2 Oy 
en deux composantes F, et F, dirigées tangentiellement a l’hyperbole et a 


CHUAPITRE XIV. — EQUATIONS DE LAGRANGE. 543" 


Vellipse passant par M (fig. 175), on a 
Oe Fy a 


2. 2 


i 


EXERCICES. 


1. Soit zO 3’ un axe vertical homogéne et prolongé indéfiniment dans les deux 
sens. Tous les éléments de cet axe altirent un point matériel M proportionnel- 
lement a leurs masses et en raison inverse de la quatriéme puissance des distances. 
Le point M est, cn outre, soumis a son poids. Etudier son mouvement en suppo- 
sant que la projection de la vitesse initiale de M sur le plan MOz soit verticale. 
On déterminera la trajectoire en Ja considérant comme intersection d’un cylindre 
paralléle & Oz et d’une surface de révolution ayant Oz pour axe. Cas particulier 
ou la vilesse initiale est horizontale. (Licence Montpellier. ) 


2. Dans les équations d’équilibre d’un fil libre, sous l’actiond’une force dérivant 

dune fonction de forces U(x, y, =), on fait le changement de variable 
ds : 

Fees) (Te. 

Ces équations deyiennent les équations du mouvement d'un point matériel de 

) i 4 

messe 1 sous l’action d’une force dérivant de la fonction de forces 3(U +h) 

In appliquant la remarque précédente, étendre les équations de Lagrange a 
Péquilibre dun fil sollicité par une force dérivant d’une fonction de forces 
(Comptes rendus, t. XCVI, p. 688). 


9 


CHAPITRE XY. 


PRINCIPE DE D’ALEMBERT. 
PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 


288. Principe de d’Alembert. — Le principe de d’Alembert 
permet de ramener la mise en équations d’un probléme de Dyna- 
migue a celle d’un probléme de Statique. 

Ce principe, que nous allons exposer ici pour un point matériel 
libre ou mobile sur une surface ou une courbe, s’applique au 
probléme le plus général de la Dynamique. I! nous s permettra de 
résumer la théorie at mouvement d’un point. 

Soit un point matériel M.de masse m, sollicité par des forces 
dont la résultante Ra pour projections R,, R,, Rz. Les équations 
du mouyément de ce point peuvent s’écrire 

d*x oe, d?z 
1) —m——+Rz=0, —m—— + Ry,=0, —m—~ + Rz=0. 
at) dt? i y dt? Z 
Considérons, a cété des vecteurs qui représentent les forces 


appliquées au point M, un vecteur MI ayant pour projections 
dx dry diz. fee Ss ; 
— Mm -77, —m 77, —m—, : ce vecteur, égal et opposé au pro- 


duit de Vaccélération par la masse, s’appelle force d’inertie, 


quoique ce ne soit nullement une force appliquée au point. Les 
équations signifient alors que la somme géométrique des vecteurs 
MR et MI est nulle, ou encore qu’a chaque instant il y a équi- 
libre entre la force d’inertie et les forces réellement appli- 
quées au point. 


Equations du mouvement déduites du principe de 
d'Alembert. — D’aprés ce que nous venons de voir, pour obtenir 
les €équations du mouvement d’un point dans des conditions 
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quelconques, il suffit d’exprimer qu’il y a équilibre entre toutes 
les forces appliquées au point et la force d’inertie. On exprimera 
cet équilibre par les” méthodes de la Statique. On pourra, entre 
autres, appliquer le théoréme du travail virtuel; pour cela, il 
faudra distinguer, parmi les forces appliquées au point, les forces 
données et les forces de liaison : appelons X, Y, Z les projections 
de la résultante des forces données. . 

Pour écrire qu'il y a équilibre entre les forces agissant sur le 
point et la force d’inertie, il suffit d’écrire que, pour tous les dépla- 
cements virtuels 6x, 6”, 63 compatibles avec les liaisons existant 
a Vinstant ¢, la somme des travaux des forces données (X, Y, Z) et 


ite nat data ay d2z 
de la force dinertie oa To) ne est millles: 
‘ . ate? dt?” dt? 
ax ay / d23\.. 
5 Nee 770 Oreo éy 4 (Z m 6s = 0. 
2.) e i) ( ie) ee ee dt». } °~ 
Trois cas sont a distinguer : z 
1° Point libre. — 6x, Gy, 63 sont arbitraires; si l'on emploie 


un systéme quelconque de coordonnées qi, J2; Ys, Comme au 
n° 282, on a, en faisant varier g1, 72, 73 de 6q1, 992, 973, 


Ons~ 
— 6 


ou 6q,, OG», O73 sont arbitraires. 

En substituant dans (2) et écrivant que le résultat est nul, 
quels que soient 0q¢,, 942, 9q3, on a les équatuons du mouvement 
sous la forme du n° 282, qui nous a conduit aux équations de 


Lagrange pour un point libre. 
2° Point sur une surface. — Soit 
PREV Bt) == O 


Véquation de la surface supposce mobile pour plus de généralité. 
¢ “ a 2 \ dX ni Nes < 
En donnant a ¢ une valeur déterminée, on-voit que 07, dy, 92 sont 


assujeltis a la condition 


qui exprime que le déplacement virtuel est compatible avec la 


35 
APPELEL. — ¥. 
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liaison telle qu'elle existe a Vinstant ¢. Si l’on exprime les coor- 
données d’un point de la surface en fonction de deux paramétres 
comme au n° 268, on a 


et la relation (2) doit avoir lieu quels que soient oq; el oq2; on 
obtient ainsi les équations du mouvement sous la forme (4) du 
oho O55 Oe 
3° Pointsur une courbe. — Soient 
WASH, 4,4) = 0, TCD Peon CO 


les équations de la courbe; dx, dy, dz sont assujettis aux deux 


conditions 
OF pnt Of ya Oy exe 
ox Oy eh eg, 
Of Of Of y 
Bee Nagi Sg ee 


Supposons quon ail exprimé les coordonnées d'un point de la 
courbe en fonction d’un paramétre, 


Ci On) Ho Cgaie)s BS OCG, bys 


eénéral sur la courbe dans la position 


quelle occupe a Vinstant ¢ s’obuent en faisant yarier g de 6g. On 


le déplacement le plus 


a alots 


et ’équation (2) devient, apres suppression du facteur oq, 


Gadxz By dy dz dz\ _ 0x , OY 0s 


équations dont nous avons déduit l’équation de Lagrange (n° 259). 


289. Remarque sur la force d’inertie. -- Soit un point matériel soumis 
a laction des forces F,, F2, ..., F,, et placé dans certaines conditions ini— 
tiales : il prend un certain mouvement. Dans une deuxiéme expérience, 
supprimons les forces Fy, Fy, ..., Fr, prenons le point matériel dans la 
main et imprimons-lui avec la main le méme mouyement. L’action de la 
main sur le point est alors, a chaque instant ¢, égale ala résultante R des 
forces Fy, Fg, ..., Mp qui agissaient dans la premiére expérience, ou Am4J, 
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J désignant Paccélération; donc, d’aprés le principe-de l’égalité de laction 
et de la réaction, la préssion du point sur la main est A chaque instant 
égale et opposée & R ou & mJ =: cette pression est donc égale a la force 
dinertie, mais il faut bien remarquer que cette pression est une force 
agissant sur la main et non sur le point. 


290. Principe de la moindre action. — Ce principe s’applique au mou- 
vement dun point sollicité par une force dérivant d’une fonction de forces, 
le point étant libre ou assujetti a glisser sur une surface fixe : il permet 
de résumer les équations du mouvement en écrivant que la variation d’une 
certaine intégrale est nulle. Nous indiquerons dans le deuxiéme Volume 
autres principes appelés principe d’Hamilton, principe de Gauss, qui 
s’'appliquent a des cas plus étendus. Le principe de la moindre action a 
été indiqué par Maupertuis; on en trouve un exemple dans le Mémoire 
d@’Euler, De motu projectorum; Laplace, Lagrange, Poisson Vont exposé 
sous une forme sujette a des objections; c’est Jacobi qui, le premier, l’a 
énoncé d’une fagon précise. On trouyera dans les Sitsungsberichte de 
VAcadémie de Berlin (1887) un important article de M. de Helmholtz sur 
Phistoire du principe de la moindre action. 


Point libre. — Un point libre étant sollicité par des forces dont la 
résultante dérive d'une fonction de forces U(x, y, 2), Vintégrale des forces 
vives donne 


(1) mo?=2[U(2, vy, 3) +A], mez = 2[U(x0, Yo, 40) +A). 

Dans Je principe de la moindre action, on ne compare entre eux que des 
mouvements pour lesquels Ja constante A a la méme valeur. Ainsi, dans 
tout ce qui suit, A est une constante déterminée : on pourra done choisir 
arbitrairement la position initiale 29, 79, 39 du mobile; la vitesse initiale 

-sera déterminée en grandeur (non en direction) par la seconde des rela- 
tions (1). Il va de soi que les positions du mobile et les courbes que nous 
allons considérer sont toutes situées dans la région de l’espace ott 


U(x, y, 2) +h 

est positif. 
Soient deux pvints fixes A et B, Tait et Thomson appellent action le 
long d’une courbe € joignant ces deux points lintégrale 
: , (B) 

(2) Ho. z= y V2(U +h) ds, 

tM) 
ow nous écrivons U pour U(a, y, z). Cette intégrale est supposée prise le 
long de la courbe C dont l’élément d’are est appelé ds. Le principe peut 
alors s’énoncer comme il suit : 


Les courbes joignant les deux points fires A et B et possédant cetie 
propriété que la variation de l’action est nulle, quand on passe de 


° 
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lune de ces courbes a toute courbe infiniment voisine de mémes extré- 
mités, sont les trajectotres que décrit naturellement le mobile quand 
on le lance de UVun des points fixes dans une direction telle quwil 


alteigne l'autre. 


On peut encore dire que l’on dott choisir entre les trajectotires allant 
de A en B quand on cherche, parmi toutes les courbes joignant ces 
deux points, les courbes le long desquelles l’action est MINIMUM. Car, 
pour trouver ces courbes, il faut commencer par égaler a zéro la variation 
de l’action. 

Pour établir cette proposition, remarquons que l’intégrale .t est de la 

(B) 


forme f- o(x, vy, 2) ds, ot 
(A) 


(3) o(x, ¥, 5) =V2(U + A). 


Pour obtenir les équations différentielles des courbes pouyant rendre <b 
minimum, il suffit donc d’appliquer les équations (3) du n° 146, en y rem- 
plagant ¢ par la valeur actuelle (3). Nous obtenons ainsi pour les courbes 
cherchées les équations différentielles 


Se au ds 
es L1)\/2(U+hA | ==1(5) agea 
ae : [va ds |~ de Oh) 


avec deux équations analogues. Prenons une vagiable auxiliaire ¢ definie 
par la relation 
= 

he /m ds 
(9) at = Be Gls oases 
y2(U +h) 
les Equations différentieiles (4) des courbes pouvant rendre -4, minimum 
deviennent 

ea ou 24 dU az 0U 


m es ii a ees Eg uw 
: dt? Oz 


Ce sont les équations du mouvement du point libre : ’équation (5) est en 
outre équation des forces vives dans laquelle la constante des forces vives 
ala yaleur particuliére h. Le théoréme est donc démontré. ; 

Ainsi, c’est parmi les trajectoires allant de A en B qu’il faut chercher 
les courbes qui donnent pour l'action -b un minimum relatif, c’est-a-dire 
une valeur plus petite que le long de toute courbe infiniment voisine. La 
question de savoir si une trajectoire déterminée, joignant les deux points A 
et B, donne effectivement un minimum relatif pour ob n’a pas d’'importance 
au point de yue du principe lui-méme; elle est analogue a la question de 
savoir si, une surface donnée, une ligne géodésique, joignant deux 
points fixes de la surface, fournit effectivement un minimum relatif pour 
la distance des deux points sur la surface voir DarBoux, Théorie des 
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surfaces, 3° Partie, Chap. V). Gomme le coeffieient de ds dans 2b est 
positif, action est toujours positive et il existe certainement des courbes 
allant de A en B le long desquelles a lieu un minimum relatif pour ole 3 ces 
courbes sont constituées par des trajectoires : il existe méme entre A et B 
une courbe donnant un minimum absolu; cette derniére courbe, étant 
nécessairement formée d’arcs donnant chacun séparément oun minimum 
relatif, est composée d’arcs de trajectoires. 

IL n’y a pas de courbe donnant pour «& un maximum relatif, car, une 
courbe quelconque C étant tracée de A en B, on peut toujours trouver 
-une courbe C’ infiniment voisine, le long de laquelle l’action est plus 
grande que le, long de C; il suffit de prendre pour C’ une sorte de sinu— 
soide a oscillations infiniment petites dans le voisinage de (, 


Point sur une surface. — Soit de méme, sur une surface fixe S, un 
point sollicité par une force dérivant de la fonction U(a, v, 3). On aura 
encore lintégrale des forces vives (1) et l'on comparera entre eux les 
mouvements qui se font sur da surface, h ayant une valeur déterminée. 
On a alors le théoréme suivant : 


Les courbes tracées sur la surface entre deux points fives A et B 
et possédant celte proprieté que Ja variation de l’action est nulle 
quand on passe de l'une de ces courbes a toute courbe infiniment 
votsine tracée sur la surface entre les mémes points, sont les trajec- 
totres du mobile joignant ces deux points. 


On a donc a choisir parmi ces trajectoires quand on cherche les courbes 
allant de A en B sur la surface, le long desquelles action est minimum. 

Pour le démontrer, il suffit d’appliquer au cas de o = /2(U +h) les 
équations que nous avons données (n° 149) pour les courbes situées sur 


une surface et rendant { ods mimimum. Ces équations se transforment 


immédiatement, comme. plus haut, en celles du mouvement du point sur 
la surface, laconstante des forces vives étanth. 

Par exemple, si le point n’est sollicité par aucune force (U =0), les 
trajectoires sont les courbes qu’on trouve en cherchant a rendre mini- 


(By 
mum lintégrale V2hds, c’est-a-dire en chercbant les. lignes les plus 
= (A) » * , a . 
courtes de A en B sur la surface. On trouve donc des lignes géodésiques 
(n?-270). 


Plus généralement, le probléme de la recherche des trajectoires dun 
point sur la surface S, la fonction de forces étant U, est identique au 
probléme de la recherche des lignes géodésiques d’une autre surface S’. 
En effet, imaginons une surface auxiliaire S’ dont I’élément linéaire ds, 


soit donné par 
ds’? = 2(U +h) ds?, 


ds étant l’élément linéaire de S; la recherche des trajectoires sur S est 
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is ee Ane eae 
ramenée d la recherche des courbes rendant fd minimum, c’est-a-dire a 


la recherche des lignes géodésiques de 

Si nous-revenons pour un instant au cas d’un point libre sollicité par 
une force dérivant d’une fonction de forces, nous voyons que, en vertu du 
principe de la moindre action, le probleme de la détermination des trajec- 
toires du point est une extension au cas de trois variables du probleme 
des lignes géodésiques. 

Nous n’entrerons pas dans plus de détails sur cette théorie qui reléye de 
la Géométrie plus que de la Mécanique, et nous renverrons le lecteur aux 
Lecons sur la Théorie des surfaces de M. Darboux, 2* Volume, © ha- 


pitres Viet VII. 
Nous reviendrons d’ailleurs sur ce principe en Mé canique analy tique. 


EXERCICES 


1. Formules de Tait et de Thomson. — Si l'on prend deux trajectoires infini- 
ment voisines AB et A _B,, la variation de l’action quand on passe de la premiere 
a la.seconde est 


Bile Ea nc OF SOY Ma sage eS Aa 
Gel =— y2(Ua +h). AA, cosA, AB — V2(Up+ 2). BB, cos B, BA. 


Ua, et Up césignant les valeurs de Uen A et B [cette formule est celle qui a été 


établie n° 147, sauf le changement de o en V2 CO = we) fF 


2. Fhéoreme de Fait et Thomson (n° 147, 2°). — Si des différents points M, 
d'une surface S on lance des mobiles identiques normalement a cette surface, la 
fonction de forces étant U pour chacun d’eux et la constante des forces vives /, 
et-si-sur chaque ltrajectoire on prend un arc M,M,, tel que l’action de My en M, 
le long de cette trajectoire ait une yaleur déterminée, la méme sur toutes les 
trajectoires, le liew des points M, est une surface S, normale aux trajectoires. 
On obtient un cas particulier important du théoréme en supposant la surface S 
réduite a4 une sphere de rayon nul: les mobiles partent alors tous d’un point 
déterminé M, avec une vitesse de grandeur déterminée, mais dans des Gecoor 
yariahbles. 

Il est évident que, sil sagit dun mouvement plan ou d'un mouvement sur 
une surface, on aura le méme énoncé en remplacant les surfaces S ct S, par des 
courbes. 

Si U=o, ces théorémes donnent les: théorémes classiques relatifs aux surfaces 
paralleles ou aux courbes paralléles sur une surface. 


3. Propriété analogue a celle des développées. — Si Von considére des tra- 


jectoires AB normales en A a une courbe fixe et tamgentes en B a une autre 
courbe D, on a, en appelant A’B’ et A” BY” deux positions dela trajectoire, le théo- 
reme suivant : L’action le long del’are & B" égale l'action le long del’are A' By! 
plus Vaction le long de Varc BB’ de la courbe enveloppe WD. 


Le méme théoréme a lieu dans le mouvement d’un point sur une surface pour 
les trajectoives normales & une courbe- fixe. 
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Si U=o0, ces théorémes donnent les théorémes classiqnes relatifs aux déve- 
loppées. : 


4. Appliquer le principe de la-moindre action au mouvement d'un point pesant 
dans le vide dans un planvertical (n° 217, fig. 139). T’action est alors 


ie V2 h=—o2gey7ds. 


Soient dans le plan deux points dont l'un est Vorigine O, Vautre un point M,. 
La courbe qui donne I’action minimum de O en M, est l'une des trajectoines que 
suit le mobile pesant lancé de O avec la vitesse ¢) = \/2h de telle facon qu'il 
atteigne M,. Si M, est dans la parabole de strreté, enveloppe des trajectoires issues 


de O, il existe deux trajectoires de O en M,. Démontrer que le minimum relatif . 


a lieu le long de celle des paraboles par laquelle le mobile arrive en M, avant 
Vavoir touché la parabole de streté (sur la figure 139, c’est-la parabole inférieurc) 
(régle donnée par Jacobi), Si M, est suffisamment prés de O, l’arc OM, de la 
parabole inférieure donne méme le minimum absolu de Uaction, mais il ne le 
donne plus quand M, est voisin de la parabole de stweté. Aussi, quand M, est sur 
la parabole de stireté, en A, par exemple, la trajectoire OA donne encore le mini- 
mum relatif de Vaction, mais non Je minimum absolu: c'est ce qu’on démontrera 
en s’appuyant sur Jes résultats de l’exercice précédent appliqués a la parabole de 
siiveté regardée comme la développée généralisée du point O (le ratsonnement 
est identique a celui que donne M. DarBoux, Lecons sur la Theorie des surfaces, 
3° Partie, Chap.-V). 


d. Si, dans lPexercice précédent, le point M, est hors de la parabole de streté, 
il n’existe plus de trajectoire de O en M,, et cependant il doit exister une courbe 
rendant l’action de O en M, minimum. Démontrer que cette courbe est formée 
des deux perpendiculaires abaissées de O et M, sur la droite 22 —2g3'=0 et 
de Ja portion de cette droite comprise entre ces deux perpendiculaires (résultat 
analogue a celui du n° 148). 


6. L’étude des trajectoires d’un point pesant dans le plan yertical vOy est 
identique a l’étude des lignes géodésiques d’une surface S’ dont I’élément linéaire 


serait donné par 
ds? =(2h —2gy) (dx?+ dy"). 


Démontver que cette surface est applicable sur une surface de révolution, et 
former l’équation de la méridienne. Si l’on fait 2h—2 gy =u, 2 9x7 —=9,0n retrouve 
Vexercice du n° 271. 


7. Appliquer le principe de la moindre action au mouvement d'une planete, et 
résoudre pour ce mouvement les questions analogues aux précédentes (4, 5 ct 6). 
(Voir Jacost, Vorlesungen uber Dynamik, sechste Vorlesung, ) 


8. Soient 9(a, v, <) une fonction positive de w, y, < et A, B deux points fixes; 
les courbes © joignant ces points, le long desquelles vintégrale fg (@, 97,2) ds est 


minimum, sont: 1° les figures d’équilibre d’un fil pour lequel Ja tension est ¢ et la 


fonction de forces — 9; 2° les courbes brachistochrones d’un mobile de masse 1 
pour une fonction de forces -—————— » la vilesse initiale au point 2, 97) 5, lant 


O2( 2, I, Z) 


\\ 
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We ; 3° les trajectoires d’un mobile libre de masse 1 pour une fonction 
O( Ly =) ba j 
de forces o?(2, y, 3), la vilesse initiale étant V2 9 (2, 9%, 5)). (Voir ANDOYER, 


Comptes rendus, t. C, p. 1577; Vicarre, t. CVI, p. 498.) 


9, Les mémes théorémes ont lieu pour les courbes tracées sur une surface fixe 


et rendant { ¢ ds minimum. 


e 


10. La courhe qui, parcourue par un mobile sous Vaction d’une fonction de 


forces donnée, rend minimum lintégrale fo ds, [v= V2 (U-+h) |, a en chaque 


ce 


point son rayon de courhure dirigé suivant Ja méme droite que celui de la tra- 
jectoire que le mobile décrirait s'il deyenait libre a partir de ce point et égal a 
ce dernier rayon divisé par lexposant 7; il doit étre porté en sens contraire, si 
n est négatif. 

Le cas le plus intéressant est celui ott 2 =—r; la courbe est alors une bra- 
chistochrone; on retrouve ainsi la liaison entre les trajectoires et les brachisto- 
chrones mise en évidence dans lexercice 8. (Vicaire, Savants ctrangers, et 
Rapport de M. Jonpan, Comptes rendus, t. CVIIT, p. 330). 


11. Déduire les ¢quations de Lagrange du principe de la moindre action. 
Prenons, par exemple, un point libre, rapporté & un systéme de coordonnées 
Yi Iv Js 1 U sera fonction de ces coordonnées et Von aura 


ds? = a,,dqi +... + 2,, dq, dqy+.... 
Il faudra alors déterminer g,, g,, g, en fonction Wune yariable auxiliaire g, de 
ej ae en 
telle facon que [ V2(U +h) ae dqy soit minimum. Faisant dans les équations 
¢ 
wr : 
obtenues le changement de variable (5) de la page 548, on a les équations de 


Lagrange. D’aprés l’exercice 8, on arrive ainsi a appliquer les équations de 
Lagrange a la figure d’équilibre @un fil ( Comptes rendus, t. XCVI, p. 668). 


—-—— <a - 


CHAPITRE XVI. 


EQUATIONS CANONIQUES. THEOREME DE JACOBI. 
APPLICATIONS. 


291. Historique. — Les équations du mouvement d’un point, 
soit libre, soit assujettia glisser sur une surface ou sur une courbe 
fixes ou mobiles, ont été mises par Lagrange sous une forme qui 
est la méme dans les trois cas, avec cette seule difference que le 
nombre des paramétres a trouver en fonction du temps est ¢roés 
pour un point libre, dewx pour un point sur une surface, un pour 
un point sur une courbe (n° 259, 263, 282). Nous verrons plus 
loin que les équations du probléme le plus général de la dyna- 
mique des systémes peuvent se mettre sous cette méme forme, le 
nombre des paramétres étant alors queleonque, pourvu que les 
liaisons putssent étre exprimées en termes finis et que les 
pavameétres soient de véritables coordonnées. 

Les transformations et les théorémes qui suivent s’appliquent 
seulement au cas particulier oti les projections X, Y, Zde la résul- 
tante des forces données appliquées au point sont les dérivées par- 
tielles, par rapporta x, y, z, d’une fonction U(a2, y, 3, ¢) pouvant 
contenir explicitement le temps ¢. Les équations de Lagiange sont 
alors de la forme 3 


d of oT 0U pe has 


@) dt ogy Oqy = Oqy’ Lud 


oi y=1, 2, 3 pour un point libre, y==1, 2 pour un point sur 


une surface, y==1 pour un point sur une courbe. Nous dévelop- 
perons la théorie en supposant, pour fixer les idées, que le point 
soit libre, y==1, 2, 3: il y aura alors trois équations et trois para- 
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métres gi, J2, 7s. Mais, comme on le verra, les raisonnements 
sont indépendants du nombre des équauions (1). 

Une transformation, commencée par Poisson et terminée par 
Hamilton, permet d’écrire ces équations sous une forme qui ne 
contient plus que les dérivées partielles d'une seule fonction et 
qui est trés propre aux recherches. théoriques. 

Cette forme a conduit Jacobr a un théoréme extrémement 
remarquable sur Vintégration des équations du mouyement. 


I. — EQUATIONS CANONIQUES. THEOREME DE JACOBI. - 
292. Transformation de Poisson et d Hamilton. — Poisson eut 
Vidée de prendre comme yariables les quanutés 


oT oY OT 
(32:5), a On, p> — Ps 
\ 


Og’ edie 


Fe he ate a eva ae oe Pipes “ aoe I i f 

Ces ¢quations étant linéaires par rapport aux lettres 7), J55 J5> 

puisque T est une fonction du second degré de ces quantités, 
pourront étre résolues et donneront 


Gi =Si( Gi G: 73, Pr, P2, Pa; ©)s 
(3) © G2 = f2( G1, Par Vax Pty Pr» Pa, ©)s 
\ G's = faq Pa, FB, Ply P2> P> t). 


Voyons ce que deviennent les Equations de Lagrange quand on 
ae 290°e +! f 9Yr fe oI IMENGICC NIT: ~ 
y remplace 47,, 73, 73 pat ces expressions. 

Tout dabord le premier terme des équations (1) 


a ( oT 
at ae 


\ 


devient simplement 
dp, 
dt 


or i 
Pour transformer le second terme — iO laissons dans l’ex- 
Og, 


pression de T la variable ¢ constante, et donnons aux variables 
Gis Yas Yar Ps Px» Ps Aes accroissements infiniment petits, arbi- 
trarres, indépendants 0¢;, 9¢2, 0¢3, 91, Ops, Op3; il en résulte 
pour g,, G4, g, des variations dg’, dg',, oq’, définies par les rela- 
tions (3) dans lesquelles ¢ reste constant. 


ie 


une Gee ar donnée a la formule ai 


ow ue oe ee % 
hele Of e We 


me ae = es 
Sy re coe geo eo ae oe 


a Sy “oT See ce ig 
ae ree ae see gia bp2— 73 Ops. 


*} 


Rema: pig go Ds 293 — T, si a 


Le a ee 
 Ogy 


: oT Sar ee ‘S 2) farm z 
Bq2— ae q\ Opt (ee OPr+ Gy Ps ; 


Ce qui aon une premiére expression de la différentielle 8K. 
_Supposons dautre part K exprimé au moyen du systéme nouveau 
de variables q,, 21 Yas Pry P2y Psy ¢5 ; quand 1, G2, 73) Pi» Pz) Ps 
subissent les accroissements dines considérés, la différen- 
— tielle 0K est donne par la formule | 


oe oe Bie i a aK 
Og ieee G2 dg 93+ Op ai Pz a=. 23° 


~ 


Cette expression doit étre identique a 1b précédente, quels ais 
sorent go ae 073; OP1; 9P2, Ops; ona donc , 


aT Nae 50 Ok Chzsty-2, 3) 
Be 


ine ces équations les dérivées partielles de T sont prises en 
é “supposant T exprimé en 41, Ya) Yay G5 ee et celles de K en 
- supposant cette fonction exprimée en qi, Y2, Ys, Pi, P2, Ps» En 
vertu des équations (4), les équations de Lagrange (1) prennent la 


ve 
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forme 

, ; gq. ok 
(5) dp, _ 0K 0U Oqy oie 


Gtk OG aie Oqy dtr. Opy 
Considérons la différence 
He Kas 
la fonction U dépendant seulement de 2, y, ¢, t s'exprime au 
moyen du temps et des seules variables diy Jar Jay tandis que K 


dépend du temps, des variables qi, g2, 73 et aussi des variables p,, 
P2, P33 de sorte que Von a 


OK OH OK ier: 2 
Opa Op,’ A"F» Oguues Oqy’ 


et les équations (5) deviennent, en faisant successivement 


Teens Se eo 
(Colca dil dq» pts eorl dq: oH 
6) dt Opi dim Op» dt Ops” 
a dp RON 2 adpavg = Olle =, cape ae 
hee Og,’ le mee 0gx dit— 0g 


Ge sont la les équations canoniques du mouvement données 
par Hamilton; elles sont du premier ordre et au nombre de six; 
elles déterminent les six variables gi, q2, Js) P1s P2) Ps en tonc- 
tion du temps et de six constantes arbitraires. Pour avoir le mou- 
vement du systéme, il suffit de trouver les valeurs des paramétres 
94> J2 73 en fonction du temps, puisque ce sont les seuls qui 
interviennent dans la détermination de la position du point. 


293. Cas particulier ot les expressions de wv, y, 5 en fonction 
de 41, 92, Y3 ne contiennent pas explicitement le temps. — Les 
calculs se simplifient si la définition des nouvelles coordonnées 
G1, Y2, Ys est indépendante du temps, c’est-a-dire si les expres- 
sions de x, Vy, 5 en Gt, Ja, Jx ME contiennent pas ¢. On a alors 


en effet, T étant dans ce cas une fonction homogéne et du second 
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degré par rapport aq‘, 7/,, 7,, on a (n® 261, 265, 283) 


al Silene ee 
UG otra 0G 


or, d’aprés les équations (2), le premier membre n’est autre ‘que 
Pid, + pg, + ps7; ona donc 


K= pig, + pogstpsg3—T=2T—THT, 


> 


et la fonction d’Hamilton H devient 
We 


Dans ce cas les calculs qu'il faut faire pour passer de la forme 
quadratique T, exprimée en g), 73, 73, Ala forme T exprimée en 
Pt; P2 Pa sont identiques a ceux qu'on fait pour passer d'une 
forme quadratique & la forme adjointe, par exemple, pour passer 
de Véquation dune conique en coordonnées ponctuelles homo- 
génes a |’équation de cette conique en coordonnées tangentielles 
homogénes. 

Si Pon pose 


oT = ayy g/t a2 93 + 95757 F 2012.9 > + 209395 e+ 2.319371 


ou, sous forme condensée, 


/ 
2T= > Qik Vi Vk (Qik = Aki), 


ona 

oT , , , 
A= aq", = 441970, + MH12Ja+ 41393) 

1 
oT , / 1 
p2= aq = 41 J, + 42204 + 42393, 

» 
oT ; ; ri , 
Os Og = 43191 + 43292 7 133973- 

3 


D’ou, en désignant par D le discriminant de la forme quadratique, 


e’est-a-dire le déterminant des neuf quantités aj, et par A;x le 


‘ P RE AS ae 7) B) 
mineur de ce déterminant relatif a ’élément aj,, Aix = ~—> 
= 


Ty => phar + Ay» P2 Ay3 P3) (v =, 2; 3); 


AY I 
S ee Pipe (Aik= Axi). 


2T= M7 +Pa+Pds= 2, 
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294. Remarque, — Pour faire la transformation d’Hamilton, il a fallu 


supposer résolues les équations (2) par rapport a q4, 9, 73+ Cette réso- 
lution est toujours possible, Prenons, par exemple, Je cas of la définition 
des nouvelles coordonnées est indépendante du temps: T est alors une 
fonction homogéne et du second degré, c’est-a-dire une forme quadratique 
de ¢4; G2, 73, et le déterminant des coefficients de ces inconnues dans les 
équations (2) est le discriminant de cette forme quadratique; sil était nul, 
on pourrait trouver un systéme de valeurs de q/, gs, 9%, non toutes 
nulles (¢/,)°, (g%)°, (q3)° annulant toutes les dérivées partielles de T par 
rapporta ces variables, ce qui est impossible, puisque ce systéme de valeurs 
annulerait T d’aprés la relation 

i Reece eM I p0T. 


92 Oa, 73 0g,” 


2T = g' 5 
11 Og’ 
or, » T étant la force vive du point ne peut pas s’annuler pour des valeurs 
réelles de g, 95, 73, c’est-a-dire pour un mouvement réel du point. On 
yoit donc bien que le déterminant considéré est toujours différent de zéro 
et la résolution des équations (2) est possible. —* 
Si les expressions de x, y, z en fonction de q1, Y2, gs contiennent expli- 
citement le temps, 


@ = 0(91, 935 F371), ¥ = UG Fas Gas D5 


la demi-force vive 


A m m Oo do, Oc do? 
PS ye 32) = — ~ 94 yee gst st) os... 
ee ae, a } 2 [Gz gs!” 5539) pe) ; | 


West plus homogéne en g\, Gy, 93. Mais le déterminant des coefficients 
de 94; 7a) 73 dans les équations (2) est alors le discriminant de la forme 


quadratique 
: ra (= aoe UT 2%, do” ,\2 
— 2 | dg 1'" Ogy 7? Oqs G3 ) greene 


obtenue en prenant, dans T, les termes du second degré. Ce discrimi- 
nant ne peut pas ¢tre nul, car, s’il 1’était, la fonction T, s’annuleraii 
pour des valeurs réelles de 9g, g5, 73, non nulles toutes trois, et il 
existerait un déplacement yirtuel du point, obtenu en faisant ¢ constant 
et faisant varier as G2» 3, pour lequel la demi-force vive virtuelle 


I 022 Oy? + 6 
5m a serait nalle; ce qui est euapassete 
295. Intégrale des forces vives. — Nous avons yu antérieu- 


rement que, dans le cas ou il existe une fonction de forces 
U(a2, 7, 3), on a Pintégrale des forces vives sous la forme 


T—U=nh. 
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Crest ce que nous avons yérifié (n° 261, 265, 283) en suppo- 
sant les expressions de x, y, z en qi, G2, 7; indépendantes du 
temps. On a ainsi une intégrale premiére des équations cano- 
niques quon peut déduire par un calcul direct de ces équations. 

Pour le vérifier, nous supposerons encore que les expressions 
de x, y, 3 en fonction de qi, G2, ¢3 me contiennent pas ¢; dans 
ce cas, T ne contient pas 7, U non plus, ni HT, qui est égala T—U. 
Si alors, dans la fonction H, les paramétres gi, G2, 73 Ct Pi, Pr; Ps 
sont supposés remplacés par les expressions qu’ils doivent prendre 
en fonction du temps en vertu de ces équations (6), on a, d’aprés le 
-théoréme des fonctions de fonctions, 


da 0 dg; 0 dg, 0H dgs 


ey _ dH dp; . dH dp, — OU dps. 
dt oq dl 


dg, dt ' dg; di dp, dt dp, dt | dp, dt” 


- 


or, Vaprés les équations canoniques, on a 


JH dg, F OH dp, Se OH ot OH OH Se 


: OG. aE Op, dé Og, Op, ms Op, Ody 
et il reste paiees 


== 06 - ou H=/h ou ee 


Si les expressions de x, y, = em G1, G2, g3 dépendaient du 
temps, H ne serait plus égal a T— U et l’on n’aurait plus l’inté- 
grale H = : H contiendrait explicitement le temps, et la dérivée 
totale ae prise en regardant 41, G2) 73, P1, P2, Ps comme fone- 
‘tions de ¢, aurait un terme de plus, la dérivée partielle de H par 
rapport a la lettre ¢ figurant explicitement dans H, 


dH. 
Ot? 


la réduction qui précéede donnerait alors 


au oH - 

be Oe 
296. Exemple. Force centrale fonction de la distance. — Mettons, 
par exemple, sous forme canonique les équations du mouvement d’un point 
dans un plan sous !’action d’une force centrale fonction de la distance. 
Prenons le centre des forces pour origine et un systéme de coordonnées 
polaires r et §, jouant le role des paramétres 71 et gz. La demi-force vive 
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est, en supposant la masse du point égale a lunité, 


Ta — Or 7202). 
2) 


La fonction de forces U est fonction de r, U =W(7). Comme T est homo 
géneen 7’ et 0’, ona 


H= T—U = -(r'24 7202) — V(r), 


Les variables p, et pz sont définies par les équations 


OT es, aA ov ee 
LSS ORG eats eed OCaes 
dot Von tire 
! ( P2 3 : 
Y fis = 1, 6 — 72? 


Vexpression de H en fonction de ces nouvelles variables est done 


jy es ah ey Os eae 
H = = 7+ a 


r2 


et les équations canoniques sont 


Bia Vinee ee 
Ges ah = 7%! 
Opt =< ps oars dps _ 
ieee Buea Gp Nr ee a 


équations définissant 7, 6, py et pz en fonction de ¢. La derniére donne 
ao = 
Pp, = Get en portant dans la seconde 7? foes C, ce qui est l’équation des 
aires; éliminant py entre la premiére et la troisicme, et remplacant ps 
par CG, on a Péquation 
apip 8 ACE 


Fa er omen Wir 
dit? re ate P(r); 


équation établie directement dans le Chapitre XI, comme définissant le 
mouvement sur le rayon yvecteur. 

Le théoréme des formes vives s’exprime par l’équation T—U=h, 
out =k. 


II. — THEOREME DE JACOBI. 


297. Théoréme de Jacobi. — Dans les équations canoniques (6) 
Hf est une fonction du second degré des lettres pi, P2) P3- Le théo- 
réme de Jacobi s’applique a des équations queleonques de la 
forme (6), H étant une fonction donnée quelconque de p., p2, Ps; 


ye 
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Lis Jy Js et ¢, fonction que nous écrirons H(pi, P2; 23.915 Jas Js &) 
pour mettre les variables en évidence. L’origine du théoréme de 
Jacobi est dans cette remarque que les équations canoniques sont 
les équations des ca ractéristiques de ’équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre suivante, définissant V comme fonction 
des variables ¢,, q2, 73, ¢ regardées comine indépendantes : 


(J) 


\ 


dw foe OV OV me 
Ot Odi Oda’ 0Gs’ Ux 92; Tx t) =O. 


: : : ‘ : : Rk OV 
Le premier membre de cette équation s’obtuent en écrivant aye 


plus ce que devient la fontion H quand on y remplace p,, ps, ps 
Be oN, 
Oq: 9q2 9s 

Halmiton avait démontré que, si on connait les intégrales géné- 
rales des équations du mouvement mises sous forme canonique, 
on peut en déduire une intégrale compléte de cette équation aux 
dérivées partielles. Jacobi compléta ce théoréme en montrant que, 
réciproquement, si on connait une intégrale compléte quelconque 
de cette équation aux dérivées partielles, on peut en déduire les 
intégrales générales des équations du mouvement. Comme nous 
venons de le dire, cette équation aux dérivées partielles que nous 
nommons éqguation de Jacobi, est choisie de telle facon que les 
équations (6) du mouvement soient les équations différentielles 
des caractéristiques, Vaprés la méthode connue d’intégration des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre. Nous n’aurons 
@ailleurs pas 4 nous servir de cette méthode. 

Précisons d’abord la forme que. doivent avoir les intégrales géné- 
rales des équations canoniques. Les équations (6) forment six 
équations du premier ordre définissant 71, 72, Ys, Pi, Pz, Ps en 
fonction du temps; leurs intégrales générales sont donc données 


par des équations de la forme 


v= FY(z, a}, a2, 43, bi, bs, b3) } (y 2EN ey 3) 
= bia) J 


py = Gi, aay, G3, 61, 62,05) \ 

avec six constantes arbitraires @,, @2, 43, 04, Oe, 03. 
Cela posé, Péquation aux dérivées partielles (J) du premicr 
ordre définit une certaine fonction V des variables q1, G2, Ys, & 
; ? : eons 
regardées comme indépendantes. On sait qu’on appelle, daprés 


“APPELL, — I. 36 
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Lagrange, intégrale compléte d'une équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, une solution de cette Equation conte- 
mant autant de constantes arbitraires qu'il y a de variables indé- 
pendantes; dans le cas actuel, une intégrale compléte devra donc 
contenir quatre constantes arbitraires. Mais, comme l’équation (J) 
ne contient que les dérivées de V, il est évident que, si lon pos- 
séde une solution V de l’équation, la fonction V + const. est une 
autre solution; donc, pour avoir une intégrale compléte, il suffit 
de trouver une solution 


(C) V (fi; 42, 73, t, MU, G2; a3) 


avec trots constanles arbilraires ay, a2, a3, dont aucune nest 
simplement ajoutée ad la solution; la fonction V-—+const. est 
alors une intégrale complete. Cette derniére constante, qu’on 
peut Loujours ajouter, ne joue aucun role dans le théoréme de 
Jacobi, dont voici lénoneé: Si Von a trouvé une intégrale com- 
plete telle que (CQ), les équations finies du mouvement, c’est- 
a-dire les intégrales générales des équations canoniques, sont 


ov aV ov 
(Ji) Bc b,, ne b», Tae bs, 
Be _ ov _ av 2 av 
ib Geer oe = 


b,, by, b; désignant des constantes arbitraires. 

Les trois équations (J,) de la premiére ligne, résolues par rap- 
port a 1, G2, Js, donnent g., q2, g3 en fonction du temps et des 
six constantes @,, @2, @3, b,, bz, 63; ces valeurs étant portées dans 
les équations (J2), ces équations donnent ensuite p,, P2, P3 en 
fonction du temps et des mémes constantes : il faut montrer que 
les expressions ainsi obtenues sont les intégrales générales des 
équations canoniques 


lq Ou Tp, ) 
adi = OPS eo Clase 


(6) Seta eee agi 


Les équations (J,) forment un systéme de trois équations simul- 
tanées entre 91, G2, J; et L, définissant g,, gx, g3 en fonction de ¢; 
cherchons les dérivées de gi, q2, 73 par rapport a ¢, d’aprés le 
théoréme des fonctions implicites, c’est-a-dire en différentiant les 
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équations (J,) et en y regardant gy, 72, g3 comme fonctions de 1; 
nous avons ainsi. 


| @YV RO Ne gt pod Ve ags ; OW day 
| 0a, 0b. da,0q, dt — 0a, 0q2 at He Ja, 0qs > ire, 
aye YV | PV dq, Vv ER eV dg ae 
; Oa, ot da,0q, dt 0a, 0g at 0a, 0q3 dt 
OV Es o2zV aga | oO? Vv dqz 02V dq; 
ree peta oae yay 1 —— =0 
0a; OL da30q, dt "day Og» at daz 0g3 dt 
De ces trois équations du premier degré, on peut tirer ee 
aD ; ae et il faut vérifier que les valeurs de ces dérivées satis- 


font aux équations (6), e’est-a-dire sont égales respectivement a 
OH oH OH 
Op,’ Opa’ Op 
premier degré n’a qu'une solution, il suffit de vérifier que les 
dq qa dq; 
Sa di sae 


- Mais comme, en général, un systéme d’équations du 


équations (7) sont satisfaites quand on y remplace 


par a ao Il suffit, par exemple, de vérifier que Von a 
Pidentité 

: Vv 027V oH av OH o2V OH 

(8) So eee ae Stes a 


day; Ol da, Og. Ops Ja, 02 Op» 0a, 0qg3 Ops 


aprés qu’on a remplacé g,, q2, Ys el Pr, Po, Ps par leurs valeurs 
en fonction du temps et des six constantes arbitraires urées des 
équations (J,) et (J); mais nous allons vérifier que cette équation 
est une identité en J, Jz, 73; f, G1) G2, As dés qu’on y remplace 
P1; Px, Ps par leurs valeurs (J2). En effet, si dans léquatron (J) 
on a substitué a la place de V lintégrale compleéte (C), le résultat 
de la substitution est identiquement nul, quels que soient q,, 
G21 73, ty G1, G2, ds; les dérivées partielles de ce résultat, par 
rapport a chacune des lettres Zi> Yar Js» by G1, G2, Gs, seront 
donc aussi identiquement nulles, Ecrivons que la dérivée particle 
de ce résultat (J), par rapport a @,, est identiquement nulle; nous 


aurons 


o2V ou eV OH ON Ou OW a 
(8 ) = ; Sa =F t OV Fae = Oe 
day Ot 3 OV \ da, Oq, (=) 0a, 092 a a, 093 
‘ \09x Og 
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, : OV z 
car le premier membre de (J) dépend de a, par le terme op et pat 
OV OV 
» qui figurent dans H. Cette identité (8') 
o”Fi ee 043 
exprime précisément, comme nous youlions le démontrer, que 
expression (8) est une identité quand on y remplace py, Po. Ps 


les quantités —— 


OH 
par leurs valeurs (J,). On vérifierait de méme que les valeurs ap 


OP 
oH Ju ey cine 
Op aRs substituées dans les deux autres équations (7) a la place 
opr 3 

dg, a dq; ; : 
de ae -, “4 » les rendent identiques. 


Nous venons de démontrer que les valeurs de g,, 72, ds, dcli- 

: : E eer : ‘ gy OLE: 
nies par les équations (J,), vérifient les équations 7 = ae il 
reste a vérifier de méme que les valeurs de p,, ps, p3, définies par 
les équations (J») vérifient les équations 


dpe Sse 
dia | ages 


Vérifions-le pour p,. On tire de (J,) 


dp oe ORY. ; RV dq ON 2 BAGe ae OVE LES 
dt ~~ dqydt " Og? dt * 091092 dt 091 993 at? 


Naira : 3 OK 
car a dépend de ¢ directement et par lVintermédiaire de 4,, q2 
O”Fd 4 < 
; pest ; d 5 : 
et qs. ll s’agit de vérifier que cette expression de aaa est identique 
; JH 
i — —en vertu des équations (J,) et (J2). Or, nous venons de 


oq: 
dq: dq2 dq; JOH OH oO 


démontrer que ay are PTs sont identiques a ‘p Opa’ Ops’ por- 
tons ces valeurs dans l’expression ci-dessus de a et égalons le 
, 4 OH - , 
résultat a — ae nous avons l’équation 
1 
35 YS OV OH 5. VOM. Sgt ge ee Mt 
(9 Og; Ot 0g? Op, 091 0q2 Opa 09q19q¢3 OPs.——sOqa 


qui doit étre une identité en vertu des équations (J,) et (Jz); nous 
allons voir, comme plus haut, qu’elle est identiquement vériliée 
dés qu’on y remplace p,, p2, ps par les valeurs (J). En effet, Vin- 
tégrale compléte V étant substituée dans le premier membre de 


CHAPITRE XVI. — EQUATIONS CANONIQUES. 565 


Péquation (J) de Jacobi, le résultat de la substitution est iden- 
tiquement nul quels que soient 4,, 72, 73, ¢, @), dg, Ay. La dérivée 
du premier membre par rapport a g, est done identiquement 
nulle : écrivant ce fait, on a 


SN 
? dgqidt Iq, (ONY OG} VY O9qidqa (ONY Oqi0qs 
a ave a an 


équation qui exprime que (g) est une identité quand on y rem- 
place pi,.Pe, Ps par 2, Cs oy 
Og, Idx gs 
Le théoréme de Jacobi est ainsi démontré. L’intégration des 
équations du mouvement est done ramenée a la recherche d’une 
intégrale compléte de léquation (J). Réciproquement, si l'on 
veut, par les méthodes classiques, intégrer l’équation de Jacobi, on 
est conduit a intégrer d’abord les équations canoniques. On peut 
done dire que les deux problémes d’Analyse : intégrer les équa- 
tions canoniques, ou trouver une intégrale compléte de l’équa- 
tion (J), sont équivalents, en ce sens que la résolution de lun 
entraine celle de l’autre. 


Remarque. — Nous avons admis que le systéme des équations du pre- 
dq dq» dq: > é 
mier degré en ——, — na quun systéme de solutions, c’est— 
Sg? des calt 1 : ; 
a-dire que le déterminant 
0eV PV o2V 
Jay Og Oa Od» da, O”ds 
A eV - OV Vv 
| dag dq, Ia, 0q2 Jaz O”s 
eV PV Vv 
Jas Og, Jaz 0g, Ia; 993 
: OV OV 
est différent de zéro. Or, c'est le déterminant fonctionnel de Ga jak 
2 


OV : ; ; : : ee : 
oe considérés comme fonctions de a, a, @3. Si ce déterminant était nul, 
q3 


on aurait une relation 


a ” JV| OV OV ) nate 
(10') Ge qa’ O93 —J . 
Vi y J 
entre ee avec des coefficients indépendants de a1, as, @, c’est- 


091° 092° 943 
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a—dire fonctions de gi, ga, gz et ¢. L’intégrale V ne serait alors pas unewn- 
tégrale compléte de ’équation de Jacobi, car elle vérifierait non seulement 
Véquation de Jacobi, mais encore la derniére équation obtenue (10) qui, 

ov : Ii Coe 
ne contenant pas -— 7 est necessairement distincte de celle de Jacobi. Et, 
comme il est connu, le caractére essentiel d’une intégrale complete, c’est 
que, par l’élimination des constantes qu’elle contient, on retrouye léqua- 
tion aux dérivées partielles proposée et aucune autre. Le déterminant A 
ne peut donc pas étre nul (voir Goursat, Equations aux dérivées par- 
tielles, p. 97). ; 

On conclut aussi, de ce que A nest pas nul, que les six constantes figu- 
rant dans les intégrales (J,) et (Jy) des équations canoniques sont réelle- 
ment distinctes, c’est-a-dire qu’on peut déterminer a, a, a3 de telle facon 
que, pour t= 7%, G1, G2, Y3 prennent des valeurs arbitraires données, et 
ensuite by, &:, 63; de telle facon que, pour ¢ = to, pi, P2, p3 prennent éga— 
lement des valeurs données, 


298. Cas particulier ou / ne figure pas explicitement dans les 
coefficients de Péquation de Jacobi. — Ce cas se présente en 
Mécanique quand les expressions de x, y, z en fonction de q,, 
g2, Ys ne contiennent pas explicitement le temps et quand il ya 
une fonction de forces U(x, y, z). Alors, comme nous Vayons yu 
au n° 293, on-a 


(11) H (p41, Pa: Ps, Ji 92) 73) = T— UV,” 


ot T ést une forme quadratique de p,, pz, ps. Dans ce cas, on 


peut satisfaire a Véquation de Jacobi par une fonction V de la 
forme 


(12) Vow fp as 


h désignant une constante ct W une fonction de g,, Y2x, J3 el non 
de ¢. 
En substituant cette fonction V dans léquation (J) de Jacobi et 


remarquant que 
OV Ov OW 


—=—-/h = 


My qn” 
on a, pour déterminer W, |’équation 


OW OW OW 


Gy ES nae Te 
) h+H Gi ane feat Diy 2 n) 0. 


Il suffira de trouver une intégrale compléte de cette équa- 


- prenant 
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2 Is 2 

tron (J), W(4i, ga, Ys, % 8, %), contenant, outre h, deux 
constantes «, % dont aucune n’est additive. Alors, om aura, en 


V=— ht + W (41, 92, 73, %, B, 2), 


ane intégrale compléte de l’équation de Jacobi avec les trois con- 
stantes z, 3, h, qui jouent le role de @,, a2, a3. 
Les intégrales (J,) et (J2) des équations du mouvement sont 


alors, en appelant a’, 8’ et — ¢) d’autres constantes qui joueront 


le rdle de b,, by, bs, 


ow OW 


| WV 
Iie — =~% aaa eee pa eS 
{ 1) Ox oo 08 we By ao ee 0» 
(34) es ONE sr OW OW 
: ey Sige PS aq4 


Les deux premiéres équations (J\) ne contenant pas le temps 
définissent la trajectoire du mobile dans le systéme de coordon- 
né€es 41, /2, Ys. La tvoisiéme donne le temps ¢ que met le mobile 
a arriver en un point de cette trajectorre. 

La constante A est alors la constante des forces vives; en effet, 


Le OW. dW. 
Véquation (J’) devient, en vertu des valeurs (J) de aN 
Sid qi O”q 2 
Ow 
Oita 
Og 3 
H (pr, P2, P3, (1 2) Ys) —h = 9; 
e’est Vintégrale des forces vives (n° 295). 
299. Propriété géométrique des trajectoires. —- On a dans ce 


cas la propriété géométrique suivante : Si l’on donne aux con- 
stantes 2, 8, h des valeurs arbitraires fixes et st Von fatt va- 
rier «4, B', les trajectoires déterminées par les deux premieres 
équations (J) sont normales aux surfaces ayant pour équa- 
tion. WW = const. 

Ce théoréme est aisé & démontrer si l’on emploie les coordon- 
nées cartésiennes, comme nous le montrons dans le numéro sui- 
vant, a titre d’exercice. Nous le démontrerons dans un systéme 
quelconque de cordonnées, pour ayoir un mode de démonstration 
susceptible de s’étendre au mouvement des systémes. 

Xemarquons que la condition nécessaire et suffisante pour que 
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deux déplacements infiniment petits dx, dy, dz et dx, dy, 33 
solent rectangulaires, est 
du tx + dy by +dz03 =0. 
Si nous supposons en particulier que dx, dy, dz soit le dépla- 
cement réel du point mobile sur sa trajectoire pendant le temps dé, 
et Or, dy, Oz un déplacement orthogonal quelconque, nous pour- 


rons écrire la condition ci-dessus en la divisant par dt, et appe- 
lant 2’; y’, 2’ les dérivées de x, y, 2 par rapport a ¢, 


(13) vba + y' by + 2)68= 0. 


Pour passer des coordonnées cartésiennes aux nouvelles coor- 
données Jiy J2) Ys) Nous avons posé 


B= O(91, 9293), YHV( 91,92 73), °F = B41, Yay F3)5 


dou 


puis de méme 


en appelant 0q,, 972, 073 les variauons infiniment petites des coor- 
données g,, 72, 73 Correspondant au déplacement oz, dv, ds. Si 
lon se rappelle que la demi-force vive est 


ae dg eee ; 09 NE 
hae \9gi 2! gz 1? 0gs 73 Sa ei Canis Oey Ps 


la condition d’orthogonalité (13) s’écrit, comme on le yérifie sans 


peine, 
oT eee oT OER 
F2 t Oq 943 = 0. 


le7) 


ag hogs 
ou encore, d’aprés les notations que nous employons, 
(14) Pi 891+ P2 6g2+ ps 693 = 0. 


Revenons maintenant au théoréme a établir : nous voulons 
montrer que la trajectoire du point, définie comme nous l’avons 
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dit dans l’énoncé, est normale a celle des surfaces 
(15) W (a1. 92 73, % 8, 2) = const., 


qui passe par la position considérée du mobile. Pour cela, il suffit 
de montrer que la vitesse z', y', <’ du mobile est perpendiculaire 
a tout déplacement d¢,, 0g», Og3 effectué sur la surface (15), c’est- 
a-dire vérifiant la condition 


OW . aW 4 ow . 


0g, 0go-4 OGi5=='0% 
On 71 727 Od s 


6> 
U6) Ode O”F3 


En d’autres termes, il suffit de faire voir que cette condi- 
tion (16) entraine nécessairement la condition d’orthogonalité (14). 
Or ceci est évident, d’aprés le théoréme de Jacobi, car les valeurs 
de py, P2, Ps, belles quelles résultent de ce théoréme, sont | équa- 
tions (J,) du numéro précédent | 

OW ; OW oW 


P2= ’ Ps 


ore 


* 


La condition (16) entraine done (14), et la vitesse du mo- 
bile, étant normale a tout déplacement effectué sur la surface 
W = const., est normale a cette surface. ; 


300. Coordonnées cartésiennes dans l’espace. — Supposons, pour 
traiter un exemple simple, que gi, g2, g3 désignent les coordonnées car— 
tésiennes elles-mémes, ' 


et, pour abréger, prenons la masse du point matériel pour unité. Alors 


~ 


I '9 4 
ses aa? oy Zi), 


et, si l’on suppose qu’il existe une fonction de forces U(a, y, 2), la fone- 


tion d’Hamilton est 
H = T— U. 


Il faut exprimer cette fonction a Vaide des variables x, y, 3 et des 
variables auxiliaires pi, P2, Ps définies par les équations 


OTE : eee) Soe, oy Hav crest 
Pi ee) A cae eA Y ae 
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en sorte que la fonction d’Hamilton s’€erit 


I ‘ z : 
H = 5 (pts pt: Ph) —U (a, 54 )e 


les équations canoniques sont, par suite, 


OH ay. Utes S 
aP = P1) fi, = P2; ae = P33 
dp, du dp, _0U dp; au, 
Te ia ie dy ; Aiea Ze 


lélimination des variables p entre ces six équations fournit évyidemment 
les équations ordinaires du mouvement. 

Voyons ce que donne dans ce cas, Ja méthode de Jacobi. Cette méthode 
consiste a chercher pour l’équation différentielle 


WIM, (MYL 2) cue nae 
a 9 fe) i eee Gere eee 


une intégrale complete, c’est-a—dire contenant trois constantes arbitraires 
non additives. Le temps n’entrant pas explicitement dans cette équation, 
nous poserons 


V=—ht+ W (2, 7,3), 

_f-étant une constante; il suffira alors que W satisfasse a la relation 
a ! OW \2 OW \? ON \2 : 

JZ + 1 = J cr 

oP (Ge) . ) (=) | a ie 


Si l'on a trouvé, de cette équation a trois variables, une intégrale com- 
plete 


WWE Cn ieee Ome seit) 


contenant deux nouyelles constantes arbitraires z, 8, dont aucune n’est 
additive, le théoreme de Jacobi nous montre que les équations finies du 
mouvement seront 
Ow : Ow F ' Ow 
— 1 = 


—— =2g — =8 ie 


Agee 2 09 Dah fo: 


Les deux premiéres équations représentent la trajectoire, et la derniére 
donne le temps que met le mobile a arriver en un point de sa trajectoire. 
On a de plus, pour py, ps, ps, les valeurs 
OV Ov -0V ‘ 
aes eae « 
Ox oy 


et comme Pj, P2, P3 sont ici égaux aw’, y’, set Va — hi + Wa, y, 3), 
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oma $ 
ta OW 3 A ONV Se O NE 
Se ae eae dy ? 2 02° 


formules qui donnent les projections de la vitesse du mobile exprimées en 
fonction de ses coordonnées, par les dérivées partielles d’une fonction W. 
Cette fonction vérifiant l’équation (J), ona 


= (alte yh 2° y= Uh, 


_ceé qui n’est autre chose que lintégrale des forces vives; h désigne donc, 
comme nous l’avons déja vu, la constante des forces vives. 
Nous pouvons, en outre, vérifier facilement la propriété géométrique des 


» 


trajectoires. Donnons a 2, 8, A des valeurs arbitraires déterminées; les 
expressions ci—dessus de 2’, y', z’ par les dérivées partielles de W montrent 
qu’en chaque point (z, vy, «) la vitesse du mobile est normale a celle des 
surfaces W = const. qui passe par ce point. Or, la vitesse est tangente a 


celle des courbes trajectoires 


NUE ete OS 
ons Op 


mae) 


que Von obtient en déterminant 2’ et @’ de telle facon quelle passe par la 

position considérée du mobile. Donc, toutes les trajectoires obtenues en 

faisant varier ~’, 8’ sont normales aux surfaces W = const. C’est la la pro- 
“priété géométrique des trajectoires que nous avons démontrée dans le nu— 
-méro précédent, avec le systéme de coordonnées générales g), Y2; Js: 


Ill. — MOUVEMENT PLAN. MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 


301. Généralités. — Il est évident que tout ce qui précéde 
s'applique au mouvement dans un plan ou plus généralement sur 
une surface, 4 condition d’employer deux coordonnées g, et ga, 
au leu de trois. La fonction ; 


H=K—U=pi9g;+po92—4 — U 
dépend alors de p,, Po; is G2 et é, et Péquation de Jacobi est 


OV ( ON OV ; 


) me ay ay TE: 


Si Von en connait une intégrale compléte ayee deux con- 
stantes arbitraires @,, @2, dont aucune n’est simplement ajoutée, 
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{2 


On 


Vidi, Jas 6 G1, @2), On a, pour les équations finies du mouve- 


ment, 
OV OV 
< — = Os, 
da, cs Jaz : 
ov as ov 
P1 Ogi i Og» 


Si le systéme de coordonnées gy, gz a une définition mdépen- 
dante du temps, et si U ne contient pas explicitement le temps, 
la lettre ¢ ne figure pas dans les coefficients de l’équation (J); on 
peut faire alors 


V=—Aht+W(q1, 92,4, 4%), 


W (di; Ja, % A) étant une intégrale compléte de l’équation 


GQ) ha 


I (— OW 


dqi’ Og» ea a) ae 


avec une constante « non additive. Les équations du mouvement 


sont alors 
OW 


rox 


ow 
Oh 


1 


Os, ear! =— bo, 


ou la premiére est l’équation de la trajectoire; on a de plus 


Les trajectoires obtenues en faisant varier x! sont normales 
aux courbes \W = const. 

Un raisonnement identuque a celui que nous avons développé 
pour le mouvement d’un point libre servira a établir ce théoréme. 

La condition d’orthogonalité de la vitesse 2’, y', s' et d’un dépla- 
cement 0%, 0), 93 est 


he 
os = O. 


(a) eee + y by +s 
Actuellement, sur la surface, 


B= 0 (G1: 72)y 7 = View G2), 2 = O94, G2) 


oO 
8 
II 
° 
Kd 
+ 
Qj 
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D’ailleurs 


La condition (a) peut alors s‘écrire 


wale oT 
Dye Oar MG ae 
aq) te og, s 

ou 

(a’) P1891 + Pr 9g2= 0. 

ey See Wat 
Pour établir que les trajectoires 7, = % sont orthogonales aux 
O% ‘ 
courbes, 
(6) WECGiN Jats) COMSt 


ul suffit de montrer que la vitesse du mobile est orthogonale au 
déplacement 6q,, 6q2, effectué sur cette courbe, c’est-a-dire véri- 
fiant la relation 

Ow , OW 


OG Oa 


(c) Se 


ow a 
O”qi Oq2 
et py : la condition (c) entraine done bien la condition d’ortho- 
ponalité(a!). a 


Or, daprés le théoréme de Jacobi, sont 6gaux a py 


302. Mouvement parabolique d’un point pesant dans le vide. — Pre- 
nons, comme au n° 217, un axe horizontal Ow dans le plan de la trajectoire 
et un axe vertical Oy dirigé vers le haut, et employons les coordonnées 
cartésiennes z et y. Nous avons, en supposant m = 1, U =— gy, et Péqua— 
tion déterminant la fonction W s’écrit 


es OWN. (ea Aantal 
ee = . or Seid 


Comme « ne figure pas dans les coefficients, il existe une solution de la 


forme 
Won 4-0 (7); 


en effet, la substitution de cette expression de W dans l’équation donne 


ey (pS afar y2(¥)] + gy =.0; 
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ow, en résolyant par rapport a 9! (y) et intégrant par rapport a y pour 
avoir o(y), la solution ; 


W=a0-+ | 2h — w— 2 ey dy. 


L’équation de la trajectoire est alors 


(1) OW ‘ . af dys Si 
} 75 = 2, US ee ee, Ss 
DON AI DYE 


et le temps ¢ est donné par 


YW. Uf ; 
(2) = Pa ee tes Sora [ < Bere rg 
Oh - J ‘Vxh—a—asy 


On vérifie immédiatement que la trajectoire (1) est bien une parabole 
daxe vertical, car, en effectuant la quadrature, on trouve l’ex pression 


' 


Weeaiwlk oe SS 
2+ — (2h —2—2wey =2', 

& 
qui fournit pour y un trinome du second degré en 2. Quant a Péquation 


qui donne ¢, on peut lécrire en éliminant le signe of: entre (1) et (2) 


ears 
¢— t= — ) 
e ; 


equation qui exprime que ta projection horizontale du mobile est animée 
OW “ OW 
alae 

OA 5 Oqa 


dun mouvement uniforme. D’ailleurs, les equations py = 


sont ich a’ =a, vy’ = Vah — at —a 27. 
7. \ Sy 


RoeeE 0. 


Les trajectoires obtenues en faisant varier ’ sont des paraboles déduites 
toutes de Pune d’elles par une translation paralléle a Ow; ces paraboles 


(>) 
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Fe 


: op , th sor 
sont toutes tangentes a la droite d’ordonnée » lieu de leurs som- 


mets. Les courbes W = const. sont les paraboles sem!-cubiques (/ig. 176) 


we 


1 
42 — (oh — o— oe 7)? =const., 
Der > 


5 


déduites toutes de l’une d’entre elles par une translation paralléle a Ow; 
ces paraboles semi-cubiques sont toutes normales a la droite AB d’or- 


, 2h—o2 |, : 
donnée espe! lieu de leur point de rebroussement ; elles sont orthogo- 
7 6 


nales aux paraboles précédentes d’aprés le théoréme du n° 301. 


303. Force centrale fonction de la distance. — Le centre des forces 
étant pris pour origine et la fonction de forces étant W (7), nous avons yu 
(n° 296) que l’on a, dans un systéme de coordonnées polaires 7 et 0, 


2 
a =(pi+ et) —W(r). 


Appliquons la méthode de Jacobi; l’équation en W dont il, s’agit de 
trouver une intégrale complete est 


I OW \2 1 fOWA? Sia aa 
—h- (>) =(=) |-vin=e 


Comme $ n’entre pas explicitement dams cette équation, nous cherche- 
rons une intégrale de la forme. 


W = 20 -+R, 


R ne dépendant que de 7, il faut alors que cette fonction R satisfasse a 
Véquation différentielle ordinaire 


fe EP ARA 7 BO Se 
—h- 1 (3) “| Wir) = 0, 


R = f dey / 20 +h) — <3 


une intégrale complete de l’équation en W de Jacobi est done 


W=20 + fary/or h) — = 


d’ot lon tire 
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et l'on a pour les équations du mouvement sous forme finie 


y' 


5 
aa ee 
fond 


av =t— to; 
oh a) 
Barco Gry een 


la premiére équation est celle de la trajectoire, la seconde donne le temps 
que met le mobile pour arriver en un point donné de cette courbe, 
Si on voulait les paramétres auxiliaires p;, P2, on aurait 


OW 2 2 ON ae 
pra ay /oH Be) Seabee Paya 


Cette derniére Gquation montre que la constante % nest autre que la con- 
stante des aires, car pz est égal a 7? 0’, 

Le théoréme des forces vives nous apprend que H doit rester constant 
pendant le mouvement, Nous pouvons vérifier cette proposition en nous 
servant des formules que-nous venons d’obtenir. Si nous remplacons, en 


effet, dans l’expression de H, 
/ 


I Pa 
= 2 (p74 28) — win, 


r2 


les variables py, p» par leur valeur, il nous vient 


H => [owe h) ata |—¥ a4 
= cr i : 


ce qui vérifie que la constante h est la constante des forces vives, comme 
nous avons démontré, 

Les trajectoires obtenues en faisant varier z’, ce qui revient a faire tour- 
ner l'une d’elles autour du pdle, sont orthogonales aux courbes W = const., 
qui se déduisent également de lune d’entre elles par une rotation autour 
du pole. 


304. Forme des équations du mouvement d’une planéte donnée par 
Jacobi. — Prenons pour origine le Soleil, pour plan des xy le plan de Ja 
trajectoire, et appelons 7 la distance MO de la planéte au Soleil. Toute la 
question revient a trouver une intégrale compléte de l’équation 


OW \2 OW? 20. 
= (oe) ee ae 
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car, la force attractive étant — a Ia fonction de forces est ©. En sui- 
‘ Tas 


~.vant la méthode de l’exemple précédent, on trouverait une intégrale com- 


pléte qui donnerait les équations du mouvement de la planéte sous la 
forme classique. 


Jacobi trouve une autre intégrale compléte comme il suit (fig. 177). 


Soient A un point quelconque pris sur l’axe des 2 et OA = ry. Désignons 
par 9 la distance MA, de sorte que 


_ $$ SEY SS aap rama 
p=V@—nrry, Ta Vey, 

et posons L 
o=Pr-+ 0, ss =r—o. 


t 


Nous allons vérifier que la fonction 


A Blea net ty i 
w= asy/ sae ea / 
S+T79 2 


UG! 


est une intégrale complete de l’équation (1) avec une constante arbitraire ro, 
outre celle qu’on peut ajouter, En effet, puisque o et o’ dépendent de & et 
y par Vintermédiaire de 7 et ¢, on a 


—= \ 2 UU. re 2 d 
OW 3 Pe f rey pal Sere 
Ox r e G- a 26 2. ey 


wa(e+5) 
vie me 


(2) 


dou Von tire en élevant au carré, ajoutant et remarquant que les termes 
qui contiennent le produit des deux racines carrées disparaissent, 


Pe tee io A Nea ee) 
dw dy ro Mg 


+ [a — et | (ete te): 


t 
ro o+ ro 


Dans cette expression, le coefficient de h se réduit a a; pour calculer 


APPELL. — 37 


598 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 


celui de 2, on remarque qu’on a identiquement 


2L(e—7T)) +2? 2rp—re—or+ ry (s'+ 79) (o'— ro) 
2— a a) So 
re rp eas 
ReccalS fmmiiat aah e 270+ r+ p2— r32 (e+ 7r9)(t—79) 
D, a ; 
ro ro re 


; Ale ees Cn CE 
et on trouve que les termes en se réduisent a — - 
es 
Il est done vérifié que la fonction W est une intégrale de l’équation de 
Jacobi (1) avec une constante 79. Les équations du mouvement sous forme 
finie sont alors 


e OW ; _ OW 
(3) Aaa insite nme 


La premiére équation représente la trajectoire. En léerivant sous forme 
développée, on trouve, puisque o et o’ dépendent de rg et que 


Os does r—Ty Oo! Jo xr Ty 
—S Si — ~—_» —S sS — SC _ 3 
Ory Oro Q Ory ary igh aes 
ae eae ee ihe A See 
2 TA I STi uw. I 
Ee Se ey : — Pan 
0 c+ ry 2 8 o-+ Tr 2. 
I 
a = pv. ds 
2 


os (rr / ee a= br 
& == Po 2 


ape : ; ay. v 1 
La quantité sous le signe f crant la dérivée de \/ Be lds, Oi ae, 
Sg Me 


v 


aprés réduction, pour l’équation de la trajectoire, 


2, (sea) ate) pees 


Ramenons cette équaticn a ne plus contenir que les distances du mobile 
aux deux points fixes O et A. En partant des identités 


i Soha aS eS 
U4 Ce P2 


02 — 92 22 — Tee L—hry= 
299 
beh I Ta!) BF a PP TG Pd Oe eee) eo at ol) 
re) 2OT9 2pT9 
Tete CH Lo Bop Arta reek Co 7 9) (Suara) 


ep 297T¢ 2OTy 
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on écrit l’équation 


(4') aoe aaa Vu 
ee ry 


c+ 


(¢—ry)(o +7 UL 1 
e LU) eA 
? Ostet 0, 2, 


kK’ désignant une nouvelle constante. C’est donc la léquation de la tra- 
jectoire dans le systéme de coordonnées bipolaires dont O et A sont 
les poles. 

Cette forme de l’équation montre immédiatement que la trajectoire passe 
par le point A, car en chassant le dénominateur 9 et faisant 9p = 0, r= ro, 
Puls gi==o' = 75, léquation est évidemment satisfaite. 

D’aprés ce qu’on a vu sur le mouvement des planétes, cette équation 
représente une conique dont le genre dépend uniquement du signe de la 
constante des forces vives fh (n° 227). 

Pour calculer le temps que met la planéte a arriver en un point de son 
orbite, il suffit d’écrire la deuxiéme des équations (3), qui donne, d’aprés 
Ja valeur de W, 


e d 
(5) t—h= : eee Oe Tey 
A u. i 
’ - +-h 
ou S+ 1p 2. 


quadrature facile a effectuer. Cette formule donne le temps exprimé a 
Paide des deux rayons vecteurs r et g, compté a partir de l’instant ot ta 
_planéte passe au point A, car, en ce point, @ étant nul, o est égal ao’ 


a 


et ff) a-zero. 
Dans lecas d’une orbite parabolique, / est nul (n° 227); on obtient alors 
une formule due a Euler et attribuée souvent, mais a tort, a Lambert. Dans 


ce cas, 
oy 8 I By ' 3 
Pata hs (s +ry)?ds = = ON ae eee aural, 
NTI 6. 
ee) ee 


formule donnant le temps ¢—4), que met le mobile a aller du point A en 
un point M, exprimé en fonction des rayons vecteurs 7) et r des points A 
et M et de la corde AM = 9. 

Il faut remarquer que, dans cette formule, le deuxiéme radical doit 
conserver le signe — tant qu’il ne s’annule pas, c’est-a-dire tant que 
Vangle AOM reste inférieur 4 180°; car dans le triangle AOM le coté p ne 
peut devenir égal a la somme des deux autres que si Vangle AOM est de 180°. 
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Aprés, il faudra changer le signe du deuxiéme radical. Cette formule 
joue un réle important dans la méthode d’Olbers, pour la détermination 
des orbites cométaires (voyez Mécanique céleste, de Tisserand, t. I, 
p. 114). Dans le cas ou A serait différent de zéro, la formule (5) fournirait, 
une fois la quadrature effectuée, une formule qui généralise la formule 
d’Euler pour les orbites elliptiques ou hyperboliques, et qui a été donnée 
pour la premiére fois par. Gauss (voir Jacopi, Vorlesungen itiber 
Dynamik, 25° lecon). 


305. Lignes géodésiques des surfaces de Liouville. Application 
a Vellipsoide. — Liouville a remarqué qu’on peut, par des quadratures, 
trouver les lignes géodésiques des surfaces pour lesquelles le carré de 
élément linéaire peut se mettre, par un choix convenable des paramétres 
1 et go, sous la forme 


ds? = (A,— Ae) (B, dq? — B, dq}), 


A, et B, étant fonctions de g;, seul, Ay et By de gy seul. Pour obtenir les 
hgnes géodésiques, il suffit de chercher la trajectoire d’un point matériel 
de masse 1 qui glisse sur la surface et qui n’est sollicité par aucune force 
donnée : U=o. Alors 


=< (Ar A») (Big? — Bog?) 


/3 


pi=(Ai— As) Big’, P2=— (A,— A.)Bog) , 
eine i eas ee a 
L’équation de Jacobi, dans laquelle on fait V =— ht + W, est donc 
ah ()- ei (S) = A er we 
ou encore : 
+ (5) = 2haAr= i (5S) aie 


On trouve facilement, en égalant les deux quantités ci-dessus 4 une méme 
constante 2a, une intégrale compléte W formée d’une fonction de gq, seul, 
plus une fonction de g, seul. Cette intégrale est, « désignant une constante, 


W = [ V2BiOR sa) d+ [ V2BxE Ra) dg. 


: Peeee ; . OW F 
Les lignes géodésiques ont alors pour équation Fn = tet le temps ¢ 
s ; 
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OW 
d : Sy es 
est donné par ¢ — ¢y oh 
(1) /(—— vB dqics, Go teviBey ati) Agu a, 
V2(hAy+a) V¥2(hAg+ a) 
t—h= as vB, dqi- As yBs dq>. 
V2(hAy+ a) /2(h Ast a) 


La vitesse du mobile étant constante, d’aprés le théoréme des forces vives, 
ona 


WV EY ic) Ae Vanesa: 


la deuxiéme relation donne donc lare de géodésique. 
Appliquons cette méthode a l’ellipsoide. Soit 


72 2 2 
(2) ci ia 
a 


Péquation d’un ellipsoide a trois axes inégaux. Considérons les surfaces 


homofoeales 
? 2 2 


Gi IX = c= xX 


Par chaque point de l’espace passent trois de ces surfaces correspondant 
a trois valeurs g;, g2, g3 de A (n° 286). En particulier, par un point M 
pris sur l’ellipsoide (2) passe d’abord Vellipsoide lui-méme, correspondant 
a =o (qg3=0), puis deux autres surfaces homofocales correspondant 
aux valeurs g; et go de A. Nous prendrons ces deux paramétres g; et q2 
pour coordonnées du point M de la surface. D’aprés le théoréme de Dupin, 
les lignes g; =const., g2 = const. sont des lignes de courbure de l’ellipsoide. 
Nous avons calculé le ds? en coordonnées elliptiques dans l’espace sous la 
forme (n° 286) 


ds? = 7 (M; dq? + M, dq2+ M; dq2). 


Comme actuellement g3 est nul, on aura dq; = 0, et, en remplacant My 
et M2 par leurs valeurs, dans lesquelles gz = 0, 


dst = nf) q1 475 qe AG 5 |. 
( 


Phe 191) (Cseq) (C= 91) | (9s) (O92) (eG) 


Ce ds? est bien de la forme de Liouville dans laquelle on ferait 


q1 ets q2 


PEE ramen pete g d eaURATD yam . 
Wig (CO = Gale gy) ‘ (@—q2)(6— G2) (€— |e 


Dye 
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Kn substituant ces valeurs dans les équations générales (1), on obtient 
Péquation des lignes géodésiques et l’arc de ces courbes sous la forme 
donnée par Jacobi. Ces équations contiennent des intégrales ultra-ellip— 
tiques dont Weierstrass a fait l’inversion en exprimant g, el go en 
fonctions uniformes d’un parameétre. 

On pourra consulter sur les surfaces de Liouville les Lecons sur la 
Théorie générale des surfaces, de M.\Darboux (3¢ Partie, Chap. I), et le 
Mémoire couronné de M. Keenigs (Savants étrangers, 1894). 


IV. — MOUVEMENT DANS L’ESPACE. 


306. Mouvement d’une planéte en coordonnées polaires, d’aprés 
Jacobi (24° Lecon des Vorlesungen). — Prenons pour plan des xy le plan 
de l’écliptique, pour axe des x la droite joignant le Soleil au point vernal, 
et définissons la position de la planéte par ses coordonnées polaires 7, 9, v, 


Hig. 178. 


ou Y est la longitude de la planéte et ¢ sa latitude (fig. 178). Les axes 
sont orientés comme en Astronomie. Les variables r, o, Y jouent.les réles 


de qi, 92, 93- 
eats beatae 
On a pour la fonction des forces U —", la masse de la planéte étant 
es 


prise pour unité. D’aprés Pexpression de ds? en coordonnées polaires, on 
a immédiatement 


T= —(r?+ 7292+ r? costo?) 
v T 2 
puis 
oT =7' ) aE = 729! oT = 72 cos2zow’ 
PA as h EA a ah fea wa Ci, CRN ns se ey 


Tirant de ces formules 7’, 9’, Y’ pour les porter dans T, on a 


/ 2 2 " 
Bo i Ostet og ae i Ps ) Pee 
2 


Der r 7? COS?® 


Léquation aux dérivées partielles en W est done 


(1) | (SF ot VED ONMENS I ONAN Zale rate ; 
33 Aa Ae =) i aaa (Sr) | cea 


ie 


c equation (1), on een Ane eintégrale 


es D+ as ¥ 


vas 


uation qu’on peut écrire, en isolantles termes en 7, | | Nate 


7 


in ata his et Wy * ae ny N ac) \ 
‘ h Oe ae Re) ; ee) Atha 
ers 7 ase h aS elo A ey 


ment ¢ ‘égaux a une constante Gy car, dans equation (; Ms °, UY sont. des. 
apes indépendantes ; on aura done a ; ic Ane 


RCSA Ties SONY fom tect ao R yrs — 
Sn nee Hien ay ig, Ss 


Teter acuckareys er — we=@ 
4 Be x a al ssl 


ae) 


Wi = (G2) cost; . * ae Hee 


en recommencant le méme raisonnement que ci-dessus, on voit que les 
deux membres doivent séparément étre égaux a une eonstante T4iice aul 


x 


, \ is L, : y = Lu; 


- Par conséquent, une intégrale compléte de l’équation (1) est 
i . eX 


SN Gree a 
rate et \ ~~ Coste ®, 


ke aarp Ra NEW 8 A 
IG == a iL) os 0> On \ air) 
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c’est-a-dire 


ay <6 PAG (fe 
mi /apeat 2 Lae 
r if \ cos? 


(11) ar 6 


Ww 


= Uo, 


(IIT) 7 SSP 
2 1. x? 
nas eee eo 


Les deux premiéres équations ne contenant pas ¢ définissent la trajec- 
toire. Pour compléter la solution, nous indiquerons la signification des 
constantes qui entrent dans ces formules. Nous savons que, pour les pla- 
nétes, lorbite est elliptique ; le maximum et Je minimum du rayon vecteur 
qui correspondent a l’aphélie et au périhélie sont : a 1+ e) et a(1 —e); 
d’autre part, Péquation (If) montre que 


Ve 


Les racines de expression sous le radical doivent done correspondre au 
maximum et au minimum du rayon yecteur; ces racines sont, par suite, 
a(i+eé) et a(1—e); ce qui donne, d’aprés les relations entre les coeffi- 
cients et les racines, 


Ww 


of 


[= ) G?= pa(i— e?) =up, G = Vup. 


“2a 


Cherchons maintenant la signification de L. Pour que Véquation (IT) 
donne une valeur réelle de U, lorsqu’on se donne g, il faut et il suffit quon 
ait 

Lz 
cos 


G2® 


et pour toute valeur de © satisfaisant a cette condition, UY se trouvant 
déterminé, la valeur correspondante de 7, donnée par l’équation (I), doit 
nécessairement étre réelle, puisque lorbite est une ellipse réelle; par con— 


sequent, Ga pour limite superieure are cos — et peut atteindre cette limite. 


G 
Or, il est évident que le maximum effectif de © est langle ¢ du plan de 
Porbite avec celui de Vécliptique ; on doit donc avoir 


L 2 == Z 
G = 00st, L=Vyp cos. 
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fl nous faut maintenant fixer les limites inférieures des intégrales. Nous 
prendrons pour ces limites r = a@(1 —e) qui correspond au périhélie, et 
Pigs 0 qui correspond au neud N. L’équation (III) montre alors que ty est 
Pépoque du périhélie et l’équation (II) que Yo est la longitude du neud. 


Fig. 179. 


Pour calculer C, supposons la planéte placée au périhélie; Péquation (I) 
se réduit a 
aD d 


G BD rn deat EES 


Joa 


5 


¢ 
L2 
«0 cos? © 


9, étant la latitude du périhélie; en tenant compte de Ja relation L = Ccosz, 


yee cosy dg nah 
0 cos? — cos?z 
ou, en intégrant, , 


0 sin ©, Biwecsac 
arc sin ( : 2) aay, sing, = sing sinC. 


on peut écrire 


Soient N et P (fig. 17g) les intersections des rayons yecteurs du nceud 
ascendant et du périhélie avec la sphére de centre O et de rayon 1; 
soit PQ = 9, la latitude du périhélie : dans le triangle NPQ ona 


sin, = sin NP sing, 


ce qui montre que C est égal a NP, c’est-a-dire a Pangle du rayon vecteur 
du périhélie avec celui du nceud ascendant, 


307. Mouvement d’un point attiré par deux centres fixes en raison 
inverse du carré des distances. — Le probléme du mouvement d'un point 
attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré de la distance fut, 
pour la premiére fois, ramené aux quadratures par Euler, dans le cas d’un 
mouvement plan. Lagrange donna ensuite la solution générale, qui fut 
rattachée par Jacobi aux méthodes d’intégration exposées dans ce Chapitre. 
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Les, quadratures elliptiques qui figurent dans les intégrales fournirent @ 
Legendre un exemple important pour Vapplication de sa théorie des inté- 
grales elliptiques. 

Plusieurs Théses ont été consacrées & ce méme probléme : celle de 
Serret, de Desboves, de M. Andrade (?), en France, et en Allemagne celle de 
Kénigsberger, intitulée : De motu puncli versus duo centra attracti 
(Berolini, 1860), qui contient les réductions des intégrales elliptiques aux 
fonctions 0. 

Prenons pour axe Ow (fig. 180) la droite joignant les deux centres 
attractifs O, et Oz, pour origine leur milieu, et appelons 2¢ la distance 
0,02; soient Ov, et O z, deux autres axes fixes formant avec Ox un triedre 


Kig. 180. 


trirectangle. Pour déterminer la position du mobile M dans Vespace, nous 
prendrons d’abord langle 0 que fait le plan MO; 0, déterminé par le 
mobile et Paxe Ow avec le plan cOy,; cet angle ‘est mesuré par langle 
de la trace Oy du plan MO, Oy» sur le plan y,O 3, avec Paxe O74. 

Le plan y Ow étant ainsi défini, pour fixer.la position du mobile dans ce 
plan, nous appellerons xz et y les coordonnées cartésiennes OP et OQ du 
mobile par rapport aux axes 7 Oy et q, et qo les coordonnées elliptiques 
du point dans ce méme plan définies dans un systéme de coniques homo- 
focales de foyers O, Og (n° 287). Les coordonnées du mobile M par rapport 
aux axes fixes étant 7, 971, 41, on a évidemment 


M=y cos§, 1 = y sind, 
dou, pour le carré de Pélément linéaire, 
ds = dx? + dyj + dz} = dx? + dy? + y? de, 


Si maintenant, dans le plan xO y, on emploie pour définirla position du 
point (v,y) les coordonnées elliptiques g, et gz, racines de l’équation 


oe i yt 
ak a 


teste (a—b=c?), 


(1) AnDRaDE, Journal de UE cole Polytechnique, 60° cahier, 1890. 


ae dans. le systime de coordonnées actuelles, le carré de élément — 
inéaire est gee ters eee Ui sae hehe maar a PER 
rs, ae ai } : 2 IES “ ! oe i ‘ Ms ‘" J} Athi nad i ! She 

= ; mie oe ay Naga) ey a0 Bs ii wi 


$ 


et cal yin A } : 3 % : 
_Prenons la masse a ty mobile pout unilé : la demi- force vive est 


} ; 
Ea | F i 
\ f ~ ‘ ~ 


\ 


ut i As 1 , 
ig (4) gM gt Nogit) + 3 yt, 


y ‘ . 
ar ‘ , ar 


We 4 et 0/ ronene Te role de 4 q3 et q’3. Si l’on appelle ry et ry les distances 
MO, et MO, du mobile au deux foyers, les” ne attractives issues de ces — 


t 


i ont pour valeurs algébriques _— net ih cla somme de leurs tra~ 

Het ran ( . 5 \ 19 

vaux ‘élémentaires —_— ea or, a eat is différentielle totale exacte eile vat 
tee ry ir i ; 333 


i t 


fonction de forces 


Lee oleae 
LOR de WU) 


t 


ZA Or, lec carré du demi- -grand axe de l’ellipse qui passe par le point M étant 
~@—41, OM a, pour He somme A ame des distances du point M aux deux 


Aoyers, , ‘ 
Bs 2 ye AVE | 


de méme, le carré du demi-axe transverse de Viiypenbolls qui passe par M 


— étant @ — q2y0n a 
Revealing ry l2=2Va— Q, 
dot | LE 


n= a ae Git Ve—qn m= Va—qi-Va~ qu 


dou on clar 


,* 


“ x U 4 2 U,— U, \ 
ea 2 ry Ts, d2—- 7]. 


2 


ble ae ee eed 
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expression obtenue en réduisant au méme dénominateur et posant, pour 
abréger, 


p= (pit ps) Va— qi Us=—(pi— pe) V@— Fe; 


de sorte que U, dépend seulement de q,; et Uy seulement de qo, ce qui est 
un fait essentiel pour la suite. Les variables auxiliaires p;, po, Pz sont ici 
égales aux dérivées partielles de T par rapport aq, 75 et 9’; 


Nog; j= jas 


résolvant ces équations par rapport a q‘,, g et 6’, puis portant dans la 
fonction d’Hamilton H = T—U, ona ¢ 


ap Ty Open tps Us— Us. 
Hi 5 
Ny No Dies G2—- 1 


cette fonction devient enfin, en remplacant Ny, No et y? par leurs valeurs 
en fonctions de q; et go, et remarquant qu’on peut écrire 


Sop SES (ES - S) 
(ei See ae b—qi b= qz}’ 
-| fq pi— 2f(as )P3 


a0 I I 
2. ee b= 4g 


= 


q2— 


)p- Us.+ Us|. 


Il est alors aisé d’écrire l’équation de Jacobi : nous écrirons immédiate- 
ment l’équation en W obtenue, en remplacant, comme plus haut, V par 
—ht + W, 


aber Race (So) — a (Se) 


a—b I I OW 
Seen Crepe eb 


On peut trouver une intégrale compléte de la forme 


—h+ 


W =2)0+ R,+ Ra, 


R, étant fonction de g; seul et Ro de qe seul. En effet, en substituant cette 
expression de W et chassant les dénominateurs, on a, pour déterminer R, 
et Ro, une équation qui s’écril 


dR,\2 — b)a? 

ng afiay) (Ge ) ee Fea 
dR, \? Ya—b)a® _ 

=hq2.+ 2f( qe y( i) e Erne 
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ou le premier membre dépend de g; sevlement et le deuxiéme membre 
de g2 seulement. Comme, dans !’équation aux dérivées partielles, g1 et qa 
sont des variables indépendantes, la seule fagon de vérifier cette derniére 
relation, sans établir de dépendance entre M1 et go, est dégaler séparé- 
ment chaque membre a une constante 28. Résolvons ensuite les deux 


équations ainsi obtenues par rapport a ao et iy nous aurons en 
0 Rte ; : 
q P pp dq dq» 
posant 
u ; i (a — b)o? 
POR ae Ok REG ee yg om Mee 
: (a — b)a? 
2S5= — hg,— —,——— — Uz, 
CAGE e re ae 


AB as (oe dg i aR, = 2 
ae Pee ree fi 


ces expressions donnent Ry et Rg par des quadratures, et l’on obtient, 
pour Vintégrale compléte cherchée, l’expression 


FEES Se 
WHat f wee + f\/ene 2 
V Fa 7 J ( 492) He 
avec trois consiantes arbitraires a, 8 et A, dont aucune n’est simplement 


ajoutée. Les équations de la trajectoire s’obtiennent alors en égalant a des 
constantes ~’ et 8’ les dérivées partielles de W par rapport a a et B : 


; aq aq, 
-_ Dia > a 0)e. Sa70e ee 
| Me J aan eS Sw ETED 


dqe Ley; 


| Joes Arica 


La deuxiéme de ces équations, donnant une relation entre g; et ge, est 
léquation de la trajectoire relative dans le plan mobile xOy : la premiére 
donne I’angle de rotation du plan, On obtient le temps en égalant a ¢ — fy 
la dérivée partielle de W. par rapport ah : 


—if GeO ef IE OT NS pS 
VSif (41) 4 VS2f( qe 


Le probléme est ainsi ramené aux quadratures; ces quadratures sont 
elliptiques, comme on s’en assure en faisant gq; —a@ = 87, ga —@= 83, de 
facon a rendre Sz et Sg rationnels en s; et 52. 

Quant aux expressions des inconnues auxiliaires py, P2, P3, on les obtient 
en prenant les dérivées partielles W par rapport 4 41, 42, 9 


51 =1/ 25 =f, 
pal Fea: igs Vie Terran 


} 
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Cette derniére formule donne la signification de la constante #; en 
effet, ’'équation qui définit p; nous a.donné pour ps; la valeur y?0’; on a 


done 
Wee 0’ = ea 


équation qui exprime que le principe des aires s’applique a la projection du 
mouvement sur le plan y;0Oz,, cary et & sont les coordonnées polaires de 
la projection du mobile sur ce plan. Ce fait est évident @ priori, car les 
deux forces agissant sur le mobile rencontrent Oz. 

‘Dans le cas particulier ow la vitesse initiale du mobile rencontrerait O2, 
la trajectoire serait évidemment dans le plan M,O,O9, déterminé par la 
position initiale et les deux centres attractifs. On peut le vérifier sur les 
équations : dans ce cas, la constante « serait nulle et la premiére des équa- 
tions de la trajectoire (T) deviendrait 


, 
Orat8, 


ce qui montre que le plan yOw resterait fixe. La deuxiéme équation (T) , 


donne alors la trajectoire en coordonnées elliptiques. 


Intégration de Véquation d’Euler. — Supposons non seulement «=o, 
mais aussi p4= Y2= 0; alors le plan y Oz est fixe, la trajectoire est plane 
et, comme il n’y a pas de forces, cette trajectoire est une droite du plan 
yOu. Dans ces hypothéses, la deuxiéme des équations (T) devient, en 
remplacant f (g,) et f (gz) par leurs expressions, 


(E), oa 
V(28— hai) (a— qi) (6— 41) 


ih dqz .e 
oe Se 
V2 —hgs) (a — q2)(b6— qr) 


Cette équation représente done une droite: elle peut étre identifiée avec 
Péquation d’une droite en coordonnées elliptiques, équation qui est évi- 
demment algébrique en g; et go. On retrouve ainsi, d’aprés Lagrange, 
le résultat fondamental donné par Euler, que l’équation (E) admet une 
intégrale algébrique; résultat qui conduit a l’addition des fonctions ellip- 
tiques. 


Remarque. — On pourra, de ja méme facon, ramener a des quadratures 
le mouvement d’un point sollicité par des forces qui, dans le systéme des 
coordonnées que nous venons d’employer, dérivent d'une fonction de forces 
de la forme 


U,— U, 
Yo- 4 f 


U, étant une fonction quelconque de gy seul et U, une fonction de gq, seul. 
Par exemple, on conserve cette forme de Ja fonction de forces en ajoutant 
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aux forces précédentes (attractions issues de O, et Oy en raison inverse du 
carré des distances) une attraction issue de O proportionnelle a la distance, 
une attraction perpendiculaire au plan yO, en raison inverse du cube de 
a distance x et une attraction perpendiculaire a laxe O@ en raison inverse 
' du cube de la distance y. 

Signalons en terminant un travail de M. VELbE, Ueber einen Specialfall 
der Bewegung eines Punktes welcher von swet festen Centren ange- 
zogen wird (1889, Berlin, R. Gartners Verl.) (Bulletin des Sciences ma- 
thématiques, 1890, p. 125). M. Velde traite le probléme du mouvement 
plan en supposant que les forces attractives issues des foyers O, et O» 


soient ac Fh Ms wri, — 


eee Le et que le mobile soit attiré par le centre O 
7 rs 
1 2 


proportionnellement a la distance. 


308. Coordonnées elliptiques dans l’espace. — On a trouvé (n° 286) 


T= 5 (M, qi? + Mag’? + M3q’2). 
8 
Alors 


/ i f 
a= 7M.41, P2= 7 Mas, P= Zs g:.- 


Supposons que la fonction de forces soit de la forme 


we U, a Us in U; i 
(Gas ge) (G1 — 93) (d2— 73) (G2— 4%) (93— 91) (93— 92) 


up étant fonction de g, seul, Uz de g2 seul, et Us de gz seul. Nous aurons 


eet Pie Rs Bs. 
H=a(i ie Myo NMy, ee 


L’équation en W est donc, si nous mettons pour M,, My, M; leurs 
valeurs (n° 286), 


Ane [ I (41) (oy | S(92) Goes 
SMe Cg igaegy 9s) iil © (G2— 93) (G2— 91) \ 992 


J(73) (se )"|-u=e. 
(Ga— 91) (Ga— 92) \ 993 


Pour trouver une intégrale compléte de cette équation dans l’hypothése 
faite sur U, remarquons avec Jacobi qu’on a identiquement, quelles que 
soient les constantes z et B, 


24+ 2B9,t+ hai 2%4+-2Bg.+ hq pe 204+ 2893+ hq} ay 
(91 — 92) (Gi— Fs) (d2— 93) (92-1) (93— 91) (93— 42) 


comme on le yoit en ¢écrivant que la somme des résidus de la fonction 
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ralionnelle en q 
2%+28¢ + hq 


(¢— 91) (9—42) (9 — 9s) 


est égale a h. L’équation en W peut alors s’écrire, en remplacant / par. 
cette expression, 


~ /OW \2 > ‘ OW \2 
fn) (Fe ) —24—2»28g,—hgj—U, fan 5) —...— U, 


(M1— 92) (91 — 9s i (¢2— 93) (92— 91) 
OW 
Se fa (Se i —...— U3; ue 
(d3— %1) (93— 2) 


7 


équation qui admet manifestement l’intégrale suivante : 


ba IVF" SV Finte SV sen dy 


ott ’on a posé 


En effet, cette expression de W annule chacun des trois termes de léqua- 
tion aux dérivées partielles. Les équations de la trajectoire s obtiennent 
alors en égalant a des constantes les dérivées partielles de W par rapport 


arose ty: 
Bob aL fh pee eS f° EES a", 
VSif( 91) VSof(q2) Y% VS3flqs 
's gdqy gdqn { Gad Gea a; 


Dans le cas particulier ot il n’y a pas de forces 
Wi US Ue ox 


ces équations doivent représenter une droite en coordonnées elliptiques 
dans l’espace. Elles sont donc alors équivalentes a deux relations algébriques 
entre 94, 72, 73, ce qui constitue une premiére généralisation du résultat 
d’Euler rappelé a la fin de l’exercice précédent et un cas particulier du 


théoréme d’Abel appliqué aux intégrales ultra-elliptiques de premiére 
ip 


. . , O x 
espéce. Quant au temps, on l’obtiendrait en égalant oh ® t—t. 
v 


On vérifiera, a titre d’exercice, que la fonction de forces prend la forme 
supposée ci-dessus quand le mobile est sollicité a la fois par une attraction 
issue du centre, proportionnelle a la distance, et par des attractions 
normales aux trois plans principaux des surfaces homofocales et variant 
respectivement en raison inverse du cube des distances. 
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V. — APPLICATIONS AU PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION, 
AUX COURBES BRACHISTOCHRONES, A L’EQUILIBRE 
DES FILS. 


309. Moindre action. Point libre. — Soit un point libre de masse 1 
sollicité par une. force dérivant de la fonction de forces U (x, y, z). Nous. 
avons vu (n° 290) que la constante des forces vives h ayant-une valeur 
déterminée, les trajectoires passant par deux points donnés A et B sont 
les courbes annulant les yariations de l’action 


a 


(B) 
(1) bb = f V2(U +h) ds. 


e/ (A) 


Ces trajectoires sont aisées a trouver, quand on connait une intégrale 
compléte de l’équation de Jacobi en W, dans un systéme quelconque de 
coordonnées : 


OW oOW oOW 
(2) 1( 


at — hi= 0. 
0q1” 9q2” aga? 10 4 ®) ay 


Il est utile, pour la suite, d’écrire explicitement cette équation : nous avons 
vu (n° 293) que T est une forme quadratique de p41, fo, Ps, 


es ye D * pips (Age = An@)s 


dailleurs H est égal 4 T— U. L’équation de Jacobi, obtenue en remplacant 


OW OW OW ha aN 
P1, P2, Ps par —— oq > Oq2" O”g3 Ee es 
j a 3 
(3) eure) (e ae s): 
fans D OFi Od k- k == 1,0 2,09 
wk 


Soient alors W (41, 92, 73, 4, 8, 2) une intégrale compléte de cette équation, 
W, et W, les valeurs qu’elle prend aux deux points A et B. Nous savons 
que les équations des trajectoires sous forme finiec sont 


eating 
(4) pe Co oma 


avec les quatre constantes %, 2, a’ B’. 

Il s’agit, pour obtenir les trajectoires passant par A et B, de déterminer 
ces constantes en écrivant que les équations (4) sont vérifiées par Tes 
coordonnées des points A et B, ce qui donne 


4 AW ; ON pins, OWL eS; GAN saat 
(9) ae pa? 08 mB dn. Page a8 ca 


APPELL. — I. 


< ‘ 
594 TROISIEME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 
ou, en retranchant, 
(6) Wa) bac OW ee as 
Ou aie 08 ; 


Ges deux derniéres équations déterminent a et 6 : Jes précédentes (5) 
donnent 2’ et 6’. A chaque systéme de valeurs de et 6 donné par les équa- 
tions (6) correspond une trajectoire passant par les deux points A et B. 


~Turoreme. — La valeur de Vaction le long de cette trajectoire est 
donnée par la formule remarquable 


ab = W,— Wy, 


En effet, cherchons quelle est la variation dW de la fonction W corres- 
pondant a un déplacement infiniment petit dg,, dq2, dg; eflectué sur la 
trajectoire ; nous pouvons dans cette hypothése supposer que 91, g2, 43 
sont les coordonnées du point matériel lancé de telle facon qu'il décrive la 
trajectoire considérée, Alors 


OW OW ow 
SoS Brame wh ho h- 
res ae qa !° 


Ww oW a 
ou, en remplacant dq, dq2, dq; par q', dt, q's dt,q’, dt et oa? Ee, 


(6) d—W 


par leurs valeurs py, Po, Ps: 
AW = (719 + 299+ P33) Ut. 


Comme Pj, P2, Ps sont les dérivées partielles de T par rapport aq), 72, q's, 
on a, daprés le théoreme des fonctions homogénes, 


AN mae Sas: 
dt 


s? : ; : are 
saat Mais, d’aprés le théoréme des forces 


car la force vive 2T est égale a 
i A ds ; bee kare: OSS : 
vives, la vitesse a est égale a V2 (U+ A); ce qui donne 
aW =V2(U + h) ds. 


La valeur de Vaction calculée le long de la trajectoire de A en B est done 


enfin 
(B) {B) 


ele iy (SCO Sai dea) aw een 


RATA) (A, 


comme nous voulions le démontrer. 


Lavi & 
pant 


\ 
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310. Point sur une surface. — Les mémes conclusions subsistent pour 
le mouvement @un point sur un plan ou sur une surface fixe queleonque, 
quand il y a une fonction de forces. 

La force vive est alors une forme quadratique de g',, 7) ou de pr, Pay 


Si , uv 
(7) 2P = ang? + 241294 99+ ang? = p (Au Pi +? Aieps po + Arp?) 


ou 
— 2 ee j ae == 
D = a4; €22— A} 5, Ay) = Gao, Ayg =— Qa, Ag = ay. 


Hest égal a T— U et Véquation de Jacobi en’W est 


: aW \? aw ow ‘OW \2 
(8) [Se (55,) + 2A oy, age Tan (Gq,) | a2 +, 


Si W(q1, g2, 4, 2) en est une intégrale complete, Péquation des trajec- 


toires est 


= 2’, et l’action le long de la trajectoire allant de A en B 


POW tis Wo) = 0. (Voir 


On 
est W, — Wo, % étant déterminé par Véquation j 
(ied 
pour une étude détaillée de ces propriétés, les Lecons sur la Théorie des 
surfaces, de M. Darboux, t. II, Chap. VI et VII.) 


314. Mouvement parabolique. — Par exemple, pour le mouvement 
parabolique d’un point pesant' dans un plan vertical, nous avons trouvé 


(n° 302) 


W = a2 — 5 
If 
La valeur de V’action le long dune des deux trajectoires paraboliques 


allant du point (2, yo) au point (a, 71) est 
I, 


|x 


9 


nw 


T . 3 
ho = a(%,— Xy) — a es 1 — w— 2g y, )?— (2h —e—2aAe Yo) 


o 
Ss 


a étant une des deux racines de léquation 


1 it 
(9) ) = 205 2 [oon 2g y1)2?—h—2— ag ys)? | =o. 


Cette équation, rendue rationnelle, est bicarrée en a: une des valeurs de a? 
étant choisie, le signe a prendre pour @ est déterminé par l’équation (9), 


: a s 
dans laquelle le terme #1 — po et le coefficient de = ont des signes connus. 
5 


312. Conrbes brachistochrones et figures d’équilibre des fils dans 
le cas d’une fonction de forces. Probléme de la réfraction. — Si, 
pour abréger, nous remplacons dans ce qui précéde 2(U +h) par ¢?, 
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y désignant une fonction des coordonnées, nous voyons que les résultats 
obtenus pour un point libre s’énoncent comme il suit. Les courbes joignant 
deux points donnés A et B et rendant minimum l’intégrale 


(B) 
(10) hs g ds, 


(A) 


sont connues dés que l’on connailt une intégrale complete W (41, 42, qs, %, B) 


de Véquation de Jacobi (3) en W, dans laquelle on a remplacé 2(U + h) 
par 9°, 

ue) Aix OW OW 5 Arama ts Syn, 3 
ey) bean gn eas) 


Elles ont pour équations 


ae =a, ia ae e’, 
On, 4 08 
. 
et la valeur de Vintégrale I le long d’une de ces courbes est W1— Wp, Jes 
constantes a et % étant calculées comme précédemment, a Vaide des équae 
tions (6). Par exemple, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, il 


suffira Vavoir une intégrale compléte de l’équation 


aW\?_ /dW\?_, /oW\?_, 
alta ee 


De méme, pour obtenir, sur une surface fixe, les courbes joignant deux 
points A et B et rendant lintégrale | minimum, il suffira d’avoir une inté- 
grale compléte W(q1, G2, x) de Véquation en W de Jacobi (8), dans 
laquelle on aurait remplacé 2 (U +h) par o?, de fagon a avoir l’équation 


t OW \? OW OW oW \2 
~ 1 Ags (—) + 2An2. — ~— + Ago ( >— = o 
(12 ) 5| (5) 2 2 Og, a, thu (Ge) | p?. 
Les courbes cherchées ont alors une équation de la forme es aneu 
a 


Vintégrale (10) le long d’une de ces courbes est Wy — Wo. 

Mais nous avons yu que l’on peut ramener, a la recherche des courbes 
rendant minimum une intégrale telle que (10), les trois problémes 
Suivants : 


i° Figure @équilibre dun fil, libre ou mobile sur une surface, 
sollictté par des forces dérivant dune fonction de forces (n° 146) ; 

2° Probléme général de la réfraction (n° 150) 

3° Détermination des courbes brachistochrones pour un point. libre 
ou. mobile sur une surface, lorsqu'il existe une fonction de forces 
(n° 255 et 257). 
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Ces problémes peuvent donc étre ramenés a la recherche d'une intégrale 
compléte dune équation aux dérivées partielles de la forme (11) ou (12). 
La valeur de Vintégrale (10), le long de l'une de ces courbes allant de A 
en B, est de plus W; —W ; dans le cas particulier des brachistochrones, 
la valeur de cette intégrale donne le temps que met le mobile a parcourir 
Pare AB de brachistochrone. (Voir Cursscu, Journal de Crelle, t. 37, 
p- 93; AppELL, Comptes rendus, 12 mars 1883, et Annales de la Faculté 
de Toulouse, 1887; ANpoyeR, Comptes rendus, t. C, p. 1577; MARcoLonGo, 
Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Napoli, juillet 1888. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE XVI. 


1. Si, dans les équations canoniques, on pose ¢ = — ¢’, ces équations conservent 
la méme forme, mais les p jouent le réle des qg, et inversement. Conclure de 1a que, 
pour obtenir les intégrales des équations du mouvement, il suffit de connaitre 
une intégrale compléte de l’équation aux dérivées partielles 


Lape eae ae 
06% Giri a Op,’ Op,’ Op,’ iS 


et écrire les intégrales des équations du mouvement. 


2. Méme question pour le mouvement d’un point sur une surface ou sur une 
courbe, 


3. Appliquer la méthode de Jacobi aux exemples suivants : 


a. Mouvement d’un point sollicité par une force constante en grandeur et direc- 
tion, et par une attraction issue d’un point fixe en raison inverse du carré de la 
distance. Ce cas est un cas limite du probléme traité dans le n° 307; il suffit de 
supposer l’un des centres attractifs a Vinfini; les coniques homofocales deviennent 
alors des paraboles homofocales (CELLERIER. Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, 1891, et DE Saint-GERmAIN, Nouvelles Annales, 1892). 

b. Mouvement du pendule sphérique. 


4, Mettre sous forme canonique Jes équations du mouvement d’un point sur 
une courbe fixe ou mobile. Appliquer ensuite le théoréme de Jacobi. (11 suffit 
d’appliquer les théorémes généraux en supposant les paramétres réduits 4 un 
seul q,.) 


5. Application au pendule simple. 


6. Application au probléme du n° 260. 
Dans ce probléme, en supposant m =1, on,a 
Ree Ae: 5 ; 
T= — (0°+2a0'+ 2aw), a= w(1-+co0s6); 
2 


il y a un seul paramétre 6 qui joue le réle de g,, de plus U =o, On doit poser 


P= Sp = RO +a), 
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iad Ve Pua 4 
H => (Ra) —oan |; 


OV R? 


—— ie 
Ot e) 


ou, en fonction de p,, 


Péquation de Jacobi est 


fe eS a f ran] =o 
an raw | = 


Elle admet lVintégrale complete 


V= Ra(— he + [aay + [Vran— hdl ) 


avec [a constante h. L’équation du mouvement est alors 


a 
? 


dv 


dh 


; dé 
ey fee pce ee 
: (w= 


équation qui, Waprés la valeur de a, est identique a celle du mouvement d’us 


= const. = — R’ 4), 


pendule simple. 


7. Soit une surface dont élément linéaire peut etre mis sous la forme de Liou- 
ville (n° 305). Appelons.¢ langle que fait en chaque point une ligne géodésique 
déterminée avec la courbe Jo = const, passant par ce point. Démontrer que l’on 
a, tout le long de cette ligne, 


A,sin?Z + A, cos*z = const. 
(Li0uvVILLE, Journal de Mathématiques, 1844.) 


8. Appliquer la méthode du n° 305 a Ja recherche des lignes géodésiques du 
plan, en employant des coordonnées elliptiques dans le plan.. 

Liéquation différentielle des lignes géodésiques (lignes droites) est alors ’équa- 
tion d’Euler. L’équation d’une droite en coordonnées elliptiques fournit alors, 
Vintégrale de Péquation d’Euler (LAGRANGE, vozr n° 307). L’équation qui donne 
Vare de courbe géodésique (305) fournit le théoréme d’addition pour les intégrales 
clliptiques de deuxiéme espéce (DARBoUx, Lecons sur la Théorie génerale des 
surfaces, t. IIL, p. 13). 


9. Appliquer la méthode du ne 305 a la recherche des lignes géodésiques de la 
sphére, en employant des coordonnées elliptiques sur la sphére (voir Darpoux, 
Tbid., t. Il, p. 422). On a 


§ ‘ due ay? 
ds? = (cos2 yu. — cos2y) ( : — + : 
COS21%.—COS2E COS26— COos2v 


La formule relative & Vare d’une ligne géodésique (grand cercle) donne alors 
fa formule d’addition pour les intégrales elliptiques de troisiéme espéce (DARBOUX, 
Tbid., t. Ill, p. 13). 


‘i 
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10. Appliquer la méthode de Jacobi a la recherche de la figure d’équilibre d’une 
-chainette homogeéne pesante d’aprés le n° 312. 


11. En adoptant les notations du n° 305, démontrer que l’on peut ramener aux 

quadratures le mouvement d’un point sur une surface de Liouville quand la ~* 
i 4 2 U,— U, ; 
fonction de forces est de la forme Rea U, dépendant de g, seulement, et 
NOE Rata: 

U, de q,. Ey 

Appliquer en particulier au mouvement, sur un ellipsoide, d’un point attiré 
par le centre proportionnellement a la distance (Jacobi). Démontrer que, dans heh 
ce mouyement, la pression du mobile sur Vellipsoide varie proportionnellement fast 
au cube de la distance du centre au plan tangent a l’ellipsoide mené par le mobile it 
«Astor, Bulletin des Sciences mathématiques, 1889, p. 294). 


12. Methode de M. Elliot pour le cas @une résistance proportionnelle a la Mie 
vitesse. — Nous avons supposé, dans le Chapitre précédent, que les composantes ee 
X, Y, Z de la résultante des forces données appliquées au mobile sont les dérivées 
partielles dune fonction U (az, y, s,t). On doit a M. Elliot ’ingénieuse remarque 
que l'on peut encore mettre Jes équations sous forme canonique et, par suite, 
appliquer le théoréme de Jacobi quand, a la force X, Y, Z, vient s’ajouter une 9 = 
résistance proportionnelle a la vitesse. Prenons, par exemple, le mouvement d’un , 
point de masse 1 sur une surface fixe ou mobile f (2, y, 2, t) = 0, sollicité par BRST ty 

oU dU OU 


une force de projections Se yO ye et une résistance proportionnelle a la vitesse Riise Slo 
0” Oy 08 \ 


a aitete ax d le : : 
de projections — k —, —k ea aye Ae (A const.). Les équations du mouye- 
a 5 L 2 


ment sont 
COs et jee a elie fh ie, 
j OX , 


Faisons le changement de variable indépendante ¢ =e, en prenant ¢’ pour: hs 
nouvelle variable; nous avons 
ax dx az dx Oe: 


eee © pap oe ens pega aes : 
dt dt dt dt dt? 


et la premiere équation devient 


Ox Lou Rae 


=: - +; 
EAT KEEE Ap ROCA ODS. 


des deux autres se transforment de la méme facon. Donc, en posant 


Es ; 1 4 ae tee Ps 
Willa, 6, 0) = pag UL, 2, *), N= fap 
et 1 
I 
t=—-logt, 


les équations prennent la forme 


(2) pas eee in tae a aont 


a 
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équations du mouvement d’un point. sans résistance de milieu, sur la surface 


‘ 


mt Dy VB, —+ loge’) = 0. On pourra appliquer a ce dernier mouvement les 
‘ e / 


méthodes de Poisson, Hamilton, Jacobi; une fois qu’on aura trouvé sous forme 
finie les intégrales générales des équations du mouvement (2), il suffira d’y rem- 
placer ¢’ par e-* et l’on aura les intégrales générales des équations (1) du mou— 
vement demande. : 

La méme méthode de transformation s'applique évidemment au mouvement 
dun point libre ou assujetti a glisser sur une courbe fixe ou mobile, quand le 
point est sollicité par une résistance de milieu proportionnelle a la vitesse 
(Extiior, Comptes rendus, 1893, et Annales de VEcole Normale, aott 1893). 


43. Appliquer la méthode précédente de M. Elliot aux exemples suivants : 
1 Mouvement d’un point sur une surface fixe dans laquelle 


d= Edw + 2Fdudv+ Gdv?, 


la fonction de forces étant U et le point étant soumis a une résistance de milieu KV 
proportionnelle a la vitesse V. ‘ 


Résultat. — Si W(u, ¢, «, 8) est une intégrale complete de l’équation 
oW \? OW OW /OW \2 : é 2 

3 2 =P) I Gee a e105: —2 ==0, 

() ee R( ie F?) (2kW — 2U)=0 


les équations du mouvement sont 


okt OWiee a eno Rihes 

ae —_ = 

da 0g 
2° Mouvement sur une courbe fixe pour laquelle ds*= Edu?*, avec résistance 


de milieu AV. 


Résultat. — Si W (u, «) est une intégrale de 
a(Ge) + 2kW—>2U =o, 
E\ du, 


-Péquation finie du mouvement est 


3° Achever les calculs dans le cas d'un point matériel libre attiré par un centre 
° § 4 > a Fi ries ee, 
fixe en raison inverse de la distance el soumis a une résistance de milieu propor- 
tionnelle a la vitesse (ELLioT, Annales de lEcole Normale, aout 1895). 


14. Réduction des equations d’éequilibre d’un fil libre a la forme cano- 

nique, — Soit un fil libre dont l’élément ds est sollicité par la force ayant pour 

Sige 0U 0) au F ; : : 

projections —ds, —ds, —ds, U étant une fonction donnée de x, y, 2 et s. Si 
dx oy Oz : 


Yon désigne par g,, g., g,. les coordonnées x, y, =, et par p,, Py, Pp, les quan- 
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ax d dz 
Siesta 3 oT a ie = 
Ad at os ae na: on a T = Vp? + p? +p?! faisant enfin 


U=U+T =U(q,, 92, 93 8) + Vp? + p? pi, 


les équations d’équilibre peuvent mettre sous la forme canonique 


; dqy__ oH apy _ OH (v=1, 2, 3 
RASeIODY. ott as, nda pean 


Appliquer a ces équations le théoréme de Jacobi. On retroave ainsi le théoréme 
de Clebsch (Journal de Crelle, t. 57). (Voir Comptes rendus, t. XCVI, 1883, 
‘p. 688, et une Note de M. Marcotoneo, Rendiconti della R. Academia delle 
Scienze di Napoli, 1888.) 


15. Réduire de méme a la forme canonique les équations d’équilibre d’un fil 
glissant sans frottement sur une surface (Comptes rendus, 1883, t. XCVI, p. 688). 

16. Le déterminant des cofficients de qi, g,.q4, dams les équations (2) du 
n° 292, est le carré du déterminant fonctionnel de x, y, 3 considérés comme 
fonctions de Dis, Go Ga 


17. Un point matériel glisse sans frottement sur la surface d'un ellipsoide 
homogéne de réyolution et est attiré par les éléments de lellipsoide suivant la 
loi de Newton. Trouver le mouvement (JAcost, Credle, t. 24). 

[ D’aprés la théorie de l’attraction, l’attraction de l’ellipsoide sur le point a pour 
projections X=— fa, Y=— fy,Z=— gz, f et g désignant des constantes et 
Vaxe Oz étant l’axe de révolution (voir t. III). ] 


18. Mouvement d’un point soumis a l’attraction newtonienne de deux centres 
mobiles parcourant une circonférence fixe, de telle facon quils soient constam- 
ment aux deux extrémités d’un diamétre et que le mobile se trouve toujours 
dans le plan déterminé par ce diamétre et l’axe de Ja circonférence (DrsBoves, 
Journal de Liouville, t. XIII,). 


19. Dans le cas des coordonnées elliptiques planes, le probleme se ramene a des 
quadratures quand Ja fonetion de forces est de la forme 


| rig Bf | 
wes ft UES Ih 
avalon Fqiule 

I qs | 


dans Vespace, le probleme se rameéne a des quadratures quand elle est de la 
forme 


ee Cae Ul | 
| t gq, U, | 
Ghee: | 3 q, Us | 
Lege gi| 
| I 9, 2 | 
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U,, U,, U, étant respectivement fonctions de q,, g, 7, (LI0UVILLE, Journal de 
Liouville, t. XII,). | ‘ 

Vérifier qu’on peut mettre sous cette forme une fonction de forces inversement 
proportionnelle a la puissance du point mobile par rapport a lune des surfaces: 
homofocales, par exemple 


: iG rapeiny: G me 3 

(on trouve U,, U,, U;, égaux a—» —, —, Cdésignant une vonstante ) Bulletin 
G1 F293 ( 

de la Société mathématique de France, t. XIX, p. 102). 


On peut mettre sous cette méme forme la fonction de forces pour un point 
glissant. sur un ellipsoide et attivé par le centre proportionnellement a la distance 
(wotr LIOUVILLE, Journal de Liouville, t. XII,); la méme question est traitée 
par Schellbach ( Crelle, t. 44, p. 380). 

Dans ce Mémoire, Schellbach étudie aussi le mouvement dun point sur un 
ellipsoide avec une résistance de milieu ayant pour expression av + $v?, ola est 
fonction de ¢ et 6 de l’arc s de la trajectoire. 


~ 20. Dans le systéme des coordonnées elliptiques planes, on suppose un mobile 


Va eat U, et U, dépendant res- 
Gigs 5 


sollicité par une. force dérivant de la fonction 


pectivement de g, et g,. Que devient le probléme quand ies deux foyers se rap- 
prochent indéfiniment Jusqu’a se confondre en O? 

Reponse. — En faisant, dans la formule du n*® 287, a=6-+ ¢, ot « est infi- 
niment petit, on trouve g,; =a@—pe, gg a—r, our, y= (i—p)r, 

Op) 19 C72) a ; 

Re ERE désignant le rayon vecteur issu du centre. U est done la 
somme de deux parties dont l'une dépend de 7 seul et dont l'autre est homogéne 
et de degré — 2 par rapport nux coordonnés (Lrouvitte, Journal de Liouville, 
took): 


21. Le systéme de coordonnées elliptiques et ses cas limites (coordonnées rec- 
tangulaires quand les deux foyers sont a l’infini, coordonnées paraboliques quand 
Pun des foyers est a Vinfini, coordonnées polaires quand les deux foyers sont 
confondus) sont les seuls systemes réels qui permettent de mettre le carré de 
Vélément linéaire du plan sous la forme de Liouville 


ds*=|¢(%) —¥(8)][ 9, (a) da? — ¥,( 8) dp? ]. 


(LiouvitLe, Journal de Liouville, 1° série, t. XI et XII.) Votr les Mémoires 
couronnés, Comptes rendus, séance publique, décembre 1892, p. 1122. 


22. Connaissant une intégrale compléte W (a, y, 5, 4, 8, 2) de Véquation aux 
dérivées partielles du n° 300, on peut toujours en déduire une intégrale W’ de 
cette méme équation qui s’annule sur une surface donnée ¢(z, y, 5) = 0: 
(Méthode de Lagrange pour déduire l’'intégrale générale d’une intégrale complete. ) 
Cette intégrale étant déterminée, les trajectoires normales a la surface donnée 


. comprises en re ae de ces Rsatlcest est la méme pour. toutes les 
( Voir Dannovx,, Legons. hha la Théorie générale des surfaces 


a un “mouvement plan, | la fonction de forces U est supposée de la forme 


: } nt des constantes. ‘queleonques,, m et. eal matiers. ‘Démontrer que 

pee de Jacobi en W admet une intégrale ea algébrique en a et i 
En déduire -qwon peut obtenir une infinité de systémes orthogonaux algébriques | 

dont fait partie une courbe algébrique donnée ee Recons sur la Théort 

_ generate des HU Tace t. U, one Kee Dash Vi) Aett aN ‘ 


eae s a ‘ 
A 
SY Theeréine Spelatif 3 a une solution quelconque Ww de Péquation Ux dene 


“ 


_ vées partielles de ee ae eee ee 


{ y ui gears 
A 
tW(2, y> 2) es iason quetdonbile de Péquation aux dérivées partielles 
avec ou sans. constantes ; a courbes normales: aux surfaces 5 


Sh] 
t 


ee y; a a const. 


) 


une eae telle gue la constante des, forces vives ait la valeur déterminée HM 
Nene Gua 
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